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摘　要：在标的股票支付红利的条件下，分别讨论ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ模型与ＧＡＲＣＨ模型中隐含波动率的性质。在两个
模型中使用了泰勒逼近，得到隐含波动率满足的二次方程，并讨论系数对隐含波动率的影响。然后，通过数值算例

研究不同参数对应的隐含波动率的性态，同时分析了隐含波动率随着参数的变化趋势。
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１　引言

１９９７年的诺贝尔经济学奖授予 Ｍｅｒｔｏｎ和
Ｓｃｈｏｌｅｓ，以表彰他们及 Ｂｌａｃｋ在金融衍生产品定价
理论及金融市场风险管理研究领域所做出的贡献，

其中最著名的是 ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ（ＢＳ）期权定价模
型［１］。该模型对金融市场做了一些假设，如标的股

票价格波动率为常数，但实际情况并非如此，波动会

随时间发生变化。

随着该领域理论的研究与发展，人们开始用时

间序列模型来刻画波动率的变化。Ｄｕａｎ［２］最早在
期权定价模型中使用ＧＡＲＣＨ模型研究波动率。张
爱玲等［３］提出包含敲定价格和到期日两变量的隐

含波动率表面模型来计算隐含波动率，提高了波动

率的平均计算精度，同时给出了波动率“假笑”和波

动率期限结构的特征。Ｇｉｏｖａｎｎｉ等［４］利用非参数逼

近方法对ＧＡＲＣＨ定价模型做了理论研究和实证分
析。近年来，该问题的研究又有了一些新的进展，郑

振龙等［５］用ＧＡＲＣＨ（１，１）模型预测未来波动率，发
现在预测期限较短时，ＧＡＲＣＨ（１，１）模型预测能力
较强。Ｇｏｎｇ等［６］考虑基于 ＧＡＲＣＨ波动率的期权
定价问题，利用历史数据做统计分析，最终得到了期

权价格。Ｍｕｈａｍｍａｄ等［７］在文献［６］的基础上分析
和讨论了基于ＢＳ模型的隐含波动率的性态。Ｍａｒ
ｃｅｌｏ等［８］用数值求解ＢＳ模型隐含波动率和隐含的
无风险回报率，用ＳＵＲ模型得到了隐含波动率的点
估计和隐含的无风险利率，并使用这些参数对期权

重新定价。Ｓóｎｉａ等［９］探讨了隐含波动率的预测和

ＧＡＲＣＨ模型预测波动率的行为，所采用的方法解
决了预测偏差和预测效率等方面的问题。

本文在文献［５，７９］的基础上，考虑标的股票支
付红利的期权定价问题，对隐含波动率的行为做了

分析和讨论。
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２　ＢＳ期权定价模型及其隐含波动率

２．１　有红利的ＢＳ期权定价公式
支付红利的标的股票价格Ｓｔ在ｔ时刻服从几何

布朗运动，

ｄＳｔ＝（ｒ－ｑ）Ｓｔｄｔ＋σＳｔｄＢｔ
其中，ｒ、ｑ、σ、Ｂｔ分别表示无风险利息率、红利
率、波动率、标准布朗运动。

利用无风险定价原则和无套利定价原则可得

到，标的股票支付红利的期权价格Ｖ（Ｓ，ｔ）满足微分
方程

Ｖ
ｔ
＋（ｒ－ｑ）ＳＶ

Ｓ
＋１２σ

２Ｓ２
２Ｖ
Ｓ２
－ｒＶ＝０ （１）

式（１）的解为［１０］

ＣＢＳ ＝Ｓｅ
－ｑ（Ｔ－ｔ）Ｎ（ｄ１）－ＫＮ（ｄ２）

ＰＢＳ ＝Ｋｅ
－ｒ（Ｔ－ｔ）Ｎ（－ｄ２）－Ｓｅ

－ｑ（Ｔ－ｔ）Ｎ（－ｄ１
{

）

（２）
其中，ｃ和ｐ分别表示看涨、看跌期权的价格；Ｔ、Ｋ、
Ｎ（·）分别表示到期日、敲定价格和标准正态分布
的累积分布函数，

ｄ１ ＝
ｌｎ Ｓ( )Ｋ ＋ ｒ－ｑ＋１２σ( )２ （Ｔ－ｔ）

σ槡Ｔ－ｔ

ｄ２ ＝ｄ１－σ槡Ｔ－ｔ。
２．２　ＢＳ模型中的隐含波动率

ＢＳ模型的隐含波动率取决于当前时刻的期权
价格、股票价格 Ｓ、波动率 σ、无风险利息率 ｒ、到期
日Ｔ，以及敲定价格 Ｋ的值。隐含波动率可以由期
权定价公式得到。在这一节使用文献［６］中的方法
得到隐含波动率表达式，而且使用文献［７］中的数
据计算波动率数值。

根据ＢＳ模型得到标的股票支付红利的看涨期
权价格为

Ｃ＝Ｓｅ－ｑ（Ｔ－ｔ）Ｎ（ｄ１）－ＫＮ（ｄ２） （３）
由泰勒公式得到如下展开式

Ｎ（ｘ）＝１２＋
１
２槡π
ｘ－１６ｘ

３＋１４０ｘ
５＋[ ]…

（４）
令 Ｘ＝Ｓｅ－ｑτ，其中τ＝Ｔ－ｔ，根据式（２～４）可

推导出

ＣＢＳ ＝
１
２（Ｘ－Ｋ）＋

Ｘ－Ｋ
２槡π
ｄ１－

Ｋ
２槡π

槡σ τ（５）

要得到含有σ的方程及方便计算，令 ｕ＝ｌｎ Ｓ( )Ｋ ＋

（ｒ－ｑ）τ，则ｄ１ ＝
ｕ＋１２σ

２τ

槡σ τ
，那么式（５）变为

ＣＢＳ＝
２槡π（Ｘ－Ｋ）槡σ τ＋２（Ｘ－Ｋ）（ｕ＋

１
２σ

２τ）＋２Ｋσ２τ

２σ ２槡π槡τ
即

（Ｘ＋Ｋ）σ２τ＋ ２槡π［（Ｘ－Ｋ）－２ＣＢＳ］ 槡σ τ＋
　２ｕ（Ｘ－Ｋ）＝０ （６）

令Ｘ＋Ｋ＝α， ２槡π［（Ｘ－Ｋ）－２ＣＢＳ］＝β，２ｕ（Ｘ

－Ｋ）＝γ， 槡σ τ＝ｘ，则式（６）变成如下二次方程。
αｘ２＋βｘ＋γ＝０ （７）
式（７）是一个简单的二次方程，判别式Δ＝β２－

４αγ，解ｘ＝－β±槡Δ２α
。式（７）是否具有非负解，取决

于系数α、β、γ的范围。若α＞０，β＜０，γ＜０，则判
别式Δ＞０，而且方程至少存在一个非负解。系数
α、β、γ的范围由股票价格和敲定价格等确定。

在这里讨论一个特殊情形，当 Ｘ＝Ｋ，即 Ｋ＝
Ｓｅ－ｑτ时，期权被称为货币期权。那么，系数γ＝０，式
（７）变为

αｘ２＋βｘ＝０ （８）
式（８）的解为ｘ＝０和ｘ＝－β／α，其中的α＝２Ｋ，β

＝２ ２槡πＣ。使用文献［７］中的数据作为算例，Ｓ＝
４２５７３，ＣＢＳ＝３３９１１８，计算得到 α＝８５１４６，β＝－
１７０００８６，ｘ＝０１９９７。

３　基于 ＧＡＲＣＨ波动率的期权定价模型及
其隐含波动率

３．１带有ＧＡＲＣＨ波动率的期权定价模型
实际上，标的股票的对数收益率的条件异方差

会随时间变化，即σ＝θｔ，其中，θｔ服从均值为μθ，方
差为σ２θ的ＧＡＲＣＨ（ｍ，ｎ）过程，即

θ２ｔ ＝ω＋∑
ｍ

ｉ＝１
αｉε

２
ｔ－１＋∑

ｎ

ｊ＝１
βｊσ

２
ｔ－ｊ

其中，εｔ＝θｔｚｔ，ｚｔ～Ｎ（０，σ
２
ｔ），ω＞０，αｉ≥０，βｊ≥０。

那么，

ＣＧＡＲＣＨ＝ｅ
－ｒＴＥ［（ＳＴ－Ｋ）

＋］

＝ｅ－ｒＴＥθｔ［Ｅ［（ｅ
（ｒ－ｑ）ＴＳ－Ｋ）＋］］

＝Ｓｅ－ｑＴＥθｔ［Ｎ（ｄ

１）］－ＫＥθｔ［Ｎ（ｄ


２）］

其中，

ｄ１ ＝ｆ（θｔ）＝
ｌｎ Ｓ( )Ｋ ＋（ｒ－ｑ）Ｔ＋１２θ

２
ｔ

θｔ
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ｄ２ ＝ｇ（θｔ）＝ｄ１ －θｔ
则式（２）将变为

ＣＧＡＲＣＨ ＝Ｓｅ
－ｑＴＥθｔ［Ｎ（ｄ


１）］－ＫＥθｔ［Ｎ（ｄ


２）］

ＰＧＡＲＣＨ ＝Ｋｅ
－ｒＴＥθｔ［Ｎ（－ｄ


２）］－Ｓｅ

－ｑＴＥθｔ［Ｎ（－ｄ

１

{
）］

（９）
根据式（９）可以得到
Ｅθｔ［Ｎ（ｄ


１）］＝

　Ｎ
ｌｎ Ｓ( )Ｋ ＋（ｒ－ｑ）Ｔ＋

１
２Ｅ（θ

２
ｔ）

Ｅ（θ２ｔ槡







）



ｄ１ ＝
ｌｎ Ｓ( )Ｋ ＋（ｒ－ｑ）Ｔ＋

１
２Ｅθ

２( )
ｔ

Ｅ（θ２ｔ槡 ）
（１０）

Ｅθｔ［Ｎ（ｄ

２）］＝

　Ｎ
ｌｎ Ｓ( )Ｋ ＋（ｒ－ｑ）Ｔ－

１
２Ｅ（θ

２
ｔ）

Ｅ（θ２ｔ槡







）



ｄ２ ＝
ｌｎ Ｓ( )Ｋ ＋（ｒ－ｑ）Ｔ－

１
２Ｅ（θ

２
ｔ）

Ｅ（θ２ｔ槡 ）
（１１）

那么，ｄ１ －ｄ２ ＝ Ｅ（θ２ｔ槡 ）。

令 Ｃｔ（Ｋ，Ｔ）表示标的股票支付红利的欧式看
涨期权价格，ｔ∈［０，Ｔ］。隐含波动率 σｔ（Ｋ，Ｔ）是由
期权的市场价格和Ｂ－Ｓ价格比较得到的波动率参
数值，即

Ｃｔ（Ｋ，Ｔ）＝Ｃ（ｔ，Ｓｔ，Ｋ，Ｔ，ｒ，σｔ（Ｋ，Ｔ））
３．２　ＧＡＲＣＨ模型中的隐含波动率

若波动率σ＝θｔ服从 ＧＡＲＣＨ过程，则相应的

期权价格［７］为

ＣＧＡＲＣＨ ＝Ｓｅ
－ｑＴＥθｔ［Ｎ（ｄ


１）］－ＫＥθｔ［Ｎ（ｄ


２）］

（１２）
使用展开式（４），同时，令Ｙ＝Ｓｅ－ｑＴ，根据式（９

～１２）可推导出

ＣＧＡＲＣＨ ＝
１
２（Ｙ－Ｋ）＋

Ｙ－Ｋ
２槡π
ｄ１ －

Ｋ
２槡π

Ｅ［θ２ｔ槡 ］

（１３）
为了得到含有 θｔ的方程及方便计算，令 ｖ＝ｌｎ

Ｓ( )Ｋ ＋（ｒ－ｑ）Ｔ，则ｄ１ ＝
ｖ＋１２Ｅ［θ

２
ｔ］

Ｅ［θ２ｔ槡 ］
，那么式（１３）

变为

ＣＧＡＲＣＨ ＝｛ ２槡π（Ｙ－Ｋ） Ｅ［θ
２
ｔ槡 ］＋２（Ｙ－Ｋ）（ｖ＋

　 １２Ｅ［θ
２
ｔ］）＋２ＫＥ［θ

２
ｔ］｝ （２ ２槡π Ｅ［θ２ｔ槡 ］）

即

（Ｙ＋Ｋ）Ｅ［θ２ｔ］＋ ２槡π［（Ｙ－Ｋ）－２ＣＧＡＲＣＨ］

　 Ｅ［θ２ｔ槡 ］＋２ｖ（Ｙ－Ｋ）＝０ （１４）

令Ｙ＋Ｋ＝ａ， ２槡π［（Ｙ－Ｋ）－２ＣＧＡＲＣＨ］＝ｂ，２ｖ（Ｙ－

Ｋ）＝ｃ， Ｅ［θ２ｔ槡 ］＝ｙ，则式（１４）变成如下二次方程
ａｙ２＋ｂｙ＋ｃ＝０ （１５）
方程（１５）与方程（７）的结构相似，可以用相同

方法讨论，此处不再赘述。

４　数值试验

试验１．给定不同的到期日Ｔ、敲定价格Ｋ、标的
股票价格Ｓ，在σ＝００３７５，ｑ＝００１５时计算得到隐
含波动率，见表１。结果显示：１）在当前设定的参数
范围内，隐含波动率与到期日 Ｔ和敲定价格 Ｋ呈负
相关，与标的股票价格Ｓ呈正相关；２）没有出现波动
率“微笑”的情形；３）在５≤Ｔ≤１０时，出现了隐含波
动率聚类的现象。

表１　不同参数对应的隐含波动率

Ｔ／年 Ｋ／
"

Ｓ／
"

隐含波动率 精度

１ １０．００ １２．１０ １．０６４１ －１．０００３１×１０－７

２ １２．５０ １０．２８ ０．６６８９ ２．１３１６３×１０－１４

３ １５．００ ８．６８ ０．４９５５ ３．４２８３７×１０－１２

４ １７．５０ ７．３０ ０．３９７０ ５．３４０６２×１０－１１

５ ２０．００ ６．１３ ０．３３３９ －８．８８１７８×１０－１６

６ ２２．５０ ５．１６ ０．２９０５ ２．０２８２４×１０－９

７ ２５．００ ４．３５ ０．２５９１ １．２４３４５×１０－１４

８ ２７．５０ ３．６８ ０．２３５６ ２．８８６５８×１０－１３

９ ３０．００ ３．１３ ０．２１７５ ２．８３３２９×１０－１３

１０ ３２．５０ ２．５９ ０．１９８８ －１．０７０２５×１０－１３

图１　隐含波动率曲面

试验２．为更精确地观测隐含波动率的性质，分
别计算漂移系数 σ＝０１，０２，０３时的隐含波动
率，绘制隐含波动率曲面。图１呈现出了隐含波动
率随着敲定价格和到期日的变化趋势，同时显示当

漂移系数越大时隐含波动率曲面出现在较高位置。

试验３．给定不同的到期日 Ｔ，绘制出两种模型
中的隐含波动率随敲定价格的变化曲线见图２，其



研究论文 　世界科技研究与发展 ２０１６年１０月

第１０９４　 页 ｗｗｗ．ｇｌｏｂｅｓｃｉ．ｃｏｍ

中σ＝００３７５，ｑ＝００１５。结果显示：１）在三幅图
中，都表现为 ＧＡＲＣＨ模型的隐含波动率较 ＢＳ模
型的大；２）图２（ａ）中的ＧＡＲＣＨ模型出现了波动率
“微笑”的现象；３）在两个模型中隐含波动率都以连
续方式随敲定价格变化，没有出现波动率跳跃；４）
在两个模型中隐含波动率都在有限范围内变化，没

有发散到无穷。

图２　隐含波动率曲线

５　结束语

考虑标的股票支付红利的期权定价模型中的隐

含波动率问题，本文分别使用 ＢＳ期权定价方法和

ＧＡＲＣＨ期权定价方法讨论了模型中的隐含波动率
的性态。在ＢＳ波动率模型和 ＧＡＲＣＨ波动率模型
中使用了泰勒展开式，最终都得到隐含波动率依赖

于二次方程的系数，所有系数都可以由初始条件来

确定。然而，对于波动率行为的研究不仅限于此，如

路径依赖期权定价背景下的波动率行为研究等问

题，将成为今后研究的重点。
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