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摘要 本文提出关于复 Grassmann 流形 G(k,N) 中拼挤常曲率全纯二维球面 (简称为 “PCCH S2”

(pinched constantly curved holomorphic two-spheres))的 “基石直和”构造机制,并完全分类 G(4, 8)中

非退化的 PCCH S2.
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1 引言

子流形的第二基本形式模长的拼挤问题是子流形几何的一个重要研究课题. Simons [21] 首次得到

了著名的 Simons 不等式, 它是关于单位球面 Sn+p 中 n 维紧致无边极小子流形 Mn 上第二基本型模

长平方 S 的积分不等式, 即 ∫
Mn

[(
2− 1

p

)
S − n

]
S ∗ 1 > 0,

其中 ∗1 表示 Mn 在诱导度量下的体积元. 由此推导出, 如果在极小子流形 Mn 上满足拼挤条件(
2− 1

p

)
S − n 6 0,

则 S = 0 (此时 Mn 是 Sn+p 中的全测地 n 维球面 Sn) 或 S = n/(2− 1/p). Chern 等 [3] 利用活动标架

法完全分类了 S = n/(2− 1/p) 的极小子流形.
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定理 1.1 [3] S4 中的 Veronese 曲面和 Sn+1 中的超曲面

Mm,n−m = Sm

(√
m

n

)
× Sn−m

(√
n−m

n

)
是 Sn+p 中满足 S = n/(2− 1/p) 的仅有的 n 维紧致极小子流形.

注 1.1 对于 p = 1 的情形, 相关结果由 Lawson [17] 利用不同的方法独立证明.

我们知道Kähler流形中的复子流形都是极小的. 对于具有全纯截面曲率为 1的复射影空间 CPn+p

中的紧复子流形 Mn, Ogiue [19] 推导了复版本的 Simons 型积分不等式∫
Mn

[(
2− 1

2p

)
S − n+ 2

2

]
S ∗ 1 > 0,

并确定了 CPn+p 中满足 S = n+2
4−1/p 的所有复子流形.

定理 1.2 [19] CP 2 中的复超二次曲面 Q1 是 CPn+p 中满足

S =
n+ 2

4− 1/p

的仅有的紧复子流形.

注 1.2 CP 2 中的复超二次曲面 Q1 酉等价于 CP 2 中的 Veronese曲面 V(2)
0 (V(n)

k 的定义见第 2.2

小节).

随后, Tanno [22] 推广了上述结果, 获得了 Simons 型积分不等式∫
Mn

[3S − (n+ 2)]S ∗ 1 > 0

并且证明了当 S = (n+ 2)/3 时, Mn 作为复超二次曲面 Q1 嵌入在某个 CP 2 ⊂ CP 1+p 中.

复超二次曲面 Qn 是 CPn+1 的代数子流形, 定义如下:

Qn = {[Z = (z1, . . . , zn+2)] ∈ CPn+1 | z21 + · · ·+ z2n+2 = 0},

其中 [Z = (z1, z2, . . . , zn+2)] 是 CPn+1 的齐次坐标. 众所周知, Qn 可以被视为实 Grassmann 流形

G(2, n + 2;R), 并且 Qn 的几何结构比空间形式 Sn 和 CPn+1 的几何结构要复杂得多, 因此本文作

者在文献 [24] 中关注 Qn 中的极小曲面, 得到了几类有关 Qn 中具有常 Kähler 角的浸入极小曲面的

Simons 型积分不等式, 其中的被积函数包含 Kähler 角和其他 3 个由第一基本型和第二基本型所定义

的几何不变量 τX、τY 和 τXY . 此外, 文献 [24] 分类了 Qn 中满足积分不等式中等号情形的全纯 2 维

球面和全实极小 2 维球面.

复 Grassmann 流形 G(k,N) 是 N 维复向量空间 CN 中所有 k 维复子空间所构成的复流形, 它

们是复射影空间的自然推广, 其全纯截面曲率不是常数, 且其几何结构也比空间形式复杂. Chern 和

Wolfson [4]、Uhlenbeck [23] 及 Burstall 和 Wood [2] 分别从不同角度刻画了 G(k,N) 中的调和 2 维球面.

目前,关于 G(k,N)中常曲率极小 2维球面的分类结果主要集中在低维和齐性的情形. Chi和 Zheng [5]

首先得到了 G(2, 4) 中一族互不等价的 Gauss 曲率 K = 2 的全纯 2 维球面. 这个结果表明 Calabi 刚

性定理不再成立. Li 和 Yu [18] 完全分类了 G(2, 4) 中常曲率的全纯 2 维球面, 并确定了 Gauss 曲率

K = 4, 4/3, 2, 1. Jiao 和 Yu [16] 证明了 G(2, N) 中线性满的非退化全非分歧常曲率的全纯 2 维球面的

Gauss 曲率 K = 4/(N − 2). Jiao 和 Peng [14, 15] 在非奇异的条件下给出了 G(2, 5) 中全纯 2 维球面的

分类, 曲率值的分布为 K = 4, 2, 4/3, 1, 4/5. Peng 和 Xu [20] 及 Fei [7] 分别给出了 G(2, N) 中线性满的
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齐性全纯 2 维球面的分类, 并分别确定了其 Gauss 曲率 K = 4/(N − 2) 和 K = 2/(N − 2). He 等 [12]

在全非分歧和线性满的条件下给出了 G(2, 5) 中曲率值 K = 4/3 的全纯 2 维球面的完全分类, 得到了

两族非齐性的例子. Jiao [13] 研究了 G(k,N)中全非分歧非退化的伪全纯调和序列,完全确定了这些序

列元素的映射度和 Gauss曲率值.当外围空间 G(k,N) (k > 2)的维数增大时, 会出现更多的难以控制

的不变量, 因此分类问题比较困难.

由于 G(k,N)中的全纯 2维球面在 G(k,N)的调和 2维球面的构造理论中发挥重要作用,因此考

虑从 Riemann 曲面 M 到 G(k,N) 中的全纯浸入, Wang 等 [25] 建立了如下 Simons 型积分不等式:∫
M

(S2 − 4(trτ2)S − 32(trτ2)2 + 32trτ3) ∗ 1 > 0, (1.1)

其中, trτ = 1, trτ2 和 trτ3 是浸入曲面的一阶切触不变量, 并且他们确定了 G(2, N) 中满足拼挤条件

S2 − 4(trτ2)S − 32(trτ2)2 + 32trτ3 6 0 的所有常曲率全纯 2 维球面. 进一步地, Fei 和 Wang [10] 分类

了 G(3, N) 中满足拼挤条件的常曲率全纯 2 维球面. 下文将 G(k,N) 中满足拼挤条件的常曲率全纯 2

维球面简称为 PCCH S2 (pinched constantly curved holomorphic two-spheres).

上述分类的主要工具是 Chern和Wolfson [4] 发展的活动标架法和调和序列方法,用于研究从 2维

球面到 G(k,N) 的调和映射的构造. 分类的关键步骤是根据调和序列分情形选择适当的酉标架, 并利

用拼挤条件求解 Maurer-Cartan 结构方程, 从而确定拉回的 Maurer-Cartan 形式和浸入映射.

从分类结果中可以发现一个非常有趣的直和性质: 考虑 G(k,N) 中所有 PCCH S2 构成的集合

Fk, 如果 f1 ∈ Fk, f2 ∈ Fl, 则它们的直和 f1 ⊕ f2 ∈ Fk+l. 此外, F2 和 F3 中的元素都可以分解为下面

一些基石的直和:

α1,1 := V(0)
0 : S2 → [1] = G(1, 1),

α1,2 := V(1)
0 : S2 → CP 1 = G(1, 2), K = 4, S = 0,

α1,3 := V(2)
0 : S2 → CP 2 = G(1, 3), K = 2, S = 4,

α2,3 :=

V(2)
0

V(2)
1

 : S2 → G(2, 3), K = 2, S = 4,

αt
2,4 :=

 V(2)
0 0

cos tV(2)
1 sin tV(0)

0

 : S2 → G(2, 4), K = 2, S = 4 cos2(2t), 0 < t <
π

2
,

其中约定常值映射 V(0)
0 和恒同映射 V(1)

0 是 F1 中的元素.利用直和性质和基石, F2 和 F3 中的分类结

果可叙述为如下定理:

定理 1.3 在相差外围空间等距作用下, 表 1和 2中的元素穷尽了所有 G(2, N)和 G(3, N)中的

PCCH S2.

注 1.3 若分解式中含有因子 α1,1 或 α2,3, 则浸入映射是退化的.

根据定理 1.3 的结果, 本文提出如下问题:

问题 1.1 任何 G(k,N) 中的 PCCH S2 是否都酉等价于某些基石的直和?

根据直和性质, 表 3 列举 G(4, N) 中非退化的 PCCH S2 的所有可能的直和, 并猜测表 3 中的元

素穷尽了 G(4, N) 中所有全非分歧非退化的 PCCH S2.

为简化讨论, 本文仅考虑 G(4, 8) 中非退化的情形, 下面是本文的主要定理:

定理 1.4 G(4, 8) 中非退化的 PCCH S2 一定酉等价于 αt
2,4 ⊕ αs

2,4, 0 < t, s < π/2.
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表 1 G(2, N) 中的 PCCH S2

直和分解 N K S

αt
2,4, 0 < t < π/2 4 2 4 cos2(2t)

α1,2 ⊕ α1,3 5 4/3 16/9

α1,3 ⊕ α1,3 6 1 2

α1,1 ⊕ α1,2 3 4 0

α2,3 3 2 4

α1,1 ⊕ α1,3 4 2 4

表 2 G(3, N) 中的 PCCH S2

直和分解 N K S

α1,2 ⊕ αt
2,4, 0 < t < π/2 6 4/3 16 cos2(2t)/9

α1,3 ⊕ αt
2,4, 0 < t < π/2 7 1 1 + cos2(2t)

α1,2 ⊕ α1,3 ⊕ α1,3 8 4/5 32/25

α1,3 ⊕ α1,3 ⊕ α1,3 9 2/3 4/3

α1,1 ⊕ α1,1 ⊕ α1,2 4 4 0

α1,1 ⊕ α2,3 4 2 4

α1,1 ⊕ α1,1 ⊕ α1,3 5 2 4

α1,1 ⊕ αt
2,4, 0 < t < π/2 5 2 4 cos2(2t)

α1,2 ⊕ α2,3 5 4/3 16/9

α1,3 ⊕ α2,3 6 1 2

α1,1 ⊕ α1,2 ⊕ α1,3 6 4/3 16/9

α1,1 ⊕ α1,3 ⊕ α1,3 7 1 2

表 3 G(4, N) 中非退化的 PCCH S2

直和分解 N K S

αt
2,4 ⊕ αs

2,4, 0 < t, s < π/2 8 1 cos2(2t) + cos2(2s)

α1,2 ⊕ α1,3 ⊕ αt
2,4, 0 < t < π/2 9 4/5 (16 + 16 cos2(2t))/25

α1,3 ⊕ α1,3 ⊕ αt
2,4, 0 < t < π/2 10 2/3 (8 + 4 cos2(2t))/9

α1,2 ⊕ α1,3 ⊕ α1,3 ⊕ α1,3 11 4/7 48/49

α1,3 ⊕ α1,3 ⊕ α1,3 ⊕ α1,3 12 1/2 1

本文余下内容的结构如下. 第 2 节回顾一些预备知识, 包括 G(k,N) 中全纯浸入曲面的几何和

CPn 中的 Veronese 序列. 第 3 节简要回顾 G(k,N) 中全纯浸入曲面的 Simons 型积分不等式和拼挤

定理. 第 4 节给出定理 1.4 的证明.

2 预备知识

2.1 G(k,N) 中全纯浸入曲面的几何

本小节回顾复 Grassmann 流形 G(k,N) 中全纯浸入曲面的几何, 详见文献 [4]. 指标范围约定
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如下:

1 6 A,B,C 6 N, 1 6 α, β 6 k, k + 1 6 i 6 N.

设 e = {Z1, . . . , ZN} 是 CN 中的一个酉标架, 满足

(ZA, ZB) = δAB,

其中 ( , ) 是 CN 中标准的 Hermite 内积. 酉标架构成的空间等同于酉群 U(N). 设

dZA =
∑
B

ωABZB ,

其中 Ω = (ωAB)被称为是 U(N)的 Maurer-Cartan形式,满足 Ω+Ω∗ = 0和 Maurer-Cartan结构方程

dΩ = Ω ∧ Ω, (2.1)

这里 * 表示共轭转置.

G(k,N) 中的元素可用 Z1 ∧ Z2 ∧ · · · ∧ Zk ̸= 0 表示, 向量 {Zα} 和正交补向量 {Zi} 分别可相差一
个 U(k) 和 U(N − k) 变换. G(k,N) 上标准度量由下式给出:

ds2 =
∑
α,i

ωαiωαi.

当 k = 1 时, 这就是 CPN−1 = G(1, N) 上具有全纯截面曲率为 4 的 Fubini-Study 度量.

设 f : M → G(k,N)是从 Riemann曲面M 到 G(k,N)的全纯浸入,在M 上赋予诱导的 Riemann

度量

ds2M = f∗ds2 = ϕϕ, (2.2)

其中 ϕ 表示 M 上局部 (1, 0) 型余切标架, 在相差一个 U(1) 变换下唯一确定. M 在此诱导度量下的

结构方程可写为

dϕ = −
√
−1ρ ∧ ϕ, d(

√
−1ρ) =

K

2
ϕ ∧ ϕ, (2.3)

其中, ρ 是诱导度量的实值联络形式, K 是 Gauss 曲率.

选取沿 f 的局部酉标架 e 使得 f(x) = [Z1 ∧ Z2 ∧ · · · ∧ Zk]. 由于 f 是全纯的, 所以 U(N) 上的

Maurer-Cartan 形式通过 e 拉回后 (仍用 ωAB 表示) 形如

Ω =

 Ω1 Aϕ

−A∗ϕ Ω2

 ,

其中, Ω1 和 Ω2 分别是 M 上 u(k)值和 u(N − k)值的 1- 形式, A = (aαi) 是 M 上局部 k× (N − k)复

矩阵值的光滑函数, 具有常秩和可能的孤立奇点. 如果 rankA = k, 则称映射 f 是非退化的. 此定义与

标架选取无关.

由等距条件 (2.2) 得 ∑
α,i

aαiaαi = 1. (2.4)
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利用结构方程 (2.1) 和 (2.3), 可得

dA ≡
√
−1ρA+Ω1A−AΩ2 (mod ϕ) (2.5)

和

dΩ1 = −AA∗ϕ ∧ ϕ+Ω1 ∧ Ω1,

dΩ2 = A∗Aϕ ∧ ϕ+Ω2 ∧ Ω2.
(2.6)

根据 (2.5), 令

DA := dA− Ω1A+AΩ2 −
√
−1ρA = Pϕ, (2.7)

其中, DA 是 A 的共变微分, P 是 M 上局部 k × (N − k) 复矩阵值的光滑函数. 用 S 表示 f 的第二

基本型的模长平方, 则

S = 4trPP ∗ =: 4|P |2.

选取另一个沿 f 的酉标架 ẽ 使得 Z̃1, . . . , Z̃k 张成 f , 则 ẽ = U · e, 其中, U = diag(U1, U2), U1 和

U2 是 M 上局部 U(k) 值和 U(N − k) 值的光滑函数. 根据

Ω̃ = dU · U−1 + UΩU−1,

有变换公式

Ã = U1AU
−1
2 , P̃ = U1PU−1

2 . (2.8)

令 τ = AA∗. 由于 ϕ 在相差 U(1) 变换下唯一确定, 所以根据 (2.8) 易知 det τ 和 trτm (m > 1) 都是

M 上整体定义的不变量.

定理 2.1 [25] 设 f : M → G(k,N) 是全纯浸入, 则 f 的 Gauss 方程由下式给出:

K = 4trτ2 − 1

2
S. (2.9)

2.2 CPn 中的 Veronese 序列

接下来介绍 CPn 中的 Veronese 序列. 利用 S2 上的全纯坐标 z, Veronese 映射 V(n) : S2 → CPn

由下式给出:

V(n)(z) =

[
1,

√(
n

1

)
z, . . . ,

√(
n

l

)
zl, . . . , zn

]
.

根据文献 [1],可知这是一个线性满的全纯嵌入,在相差 CPn 的刚性运动下是唯一确定的,其 Gauss曲

率为常数 4/n. 设 V(n)
0 ,V(n)

1 , . . . ,V(n)
n 是由 V(n) = V(n)

0 生成的调和序列,且 V(n)
l = [fn

l ] = [f
(n)
l,0 , . . . , f

(n)
l,p ,

. . . , f
(n)
l,n ], 其中 f

(n)
l,p 由下面表达式显式给出:

f
(n)
l,p (z) =

l!

(1 + zz̄)l

√(
n

p

)
zp−l

∑
k

(−1)k
(

p

l − k

)(
n− p

k

)
(zz̄)k.
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映射 V(n)
l : S2 → CPn 是具有常曲率和常 Kähler 角分别为

K
(n)
l =

4

n+ 2l(n− l)
, cosα

(n)
l =

n− 2l

n+ 2l(n− l)

的共形极小浸入. 这个调和序列 V(n)
0 ,V(n)

1 , . . . ,V(n)
n 就是 CPn 中著名的 Veronese 序列, 可作为构造

G(k,N) 中所有齐性 2 维球面的基石 (参见文献 [7, 9, 20]). 约定 CP 0 中的 Veronese 映射是常值映射

V(0)
0 = [1]. 令 e

(n)
l = f

(n)
l /∥f (n)

l ∥, 0 6 l 6 n. 则 {e(n)0 , . . . , e
(n)
n } 是 V(n)

0 的一个 Frenet 标架,

de
(n)
l = −

√
l(n− l + 1)φe

(n)
l−1 + (n− 2l)

√
−1ωe

(n)
l +

√
(l + 1)(n− l)φe

(n)
l+1 (2.10)

(参见文献 [1, 7]), 其中, φφ 是 S2 上曲率为 4 的标准度量, −2ω 是这个度量的实联络形式.

引言中的基石 αt
2,4 是 G(2, 4) 中所有常曲率为 2 的全纯 2 维球面 (参见文献 [5]). 选取沿 αt

2,4 的

酉标架 e = {Z1, Z2, Z3, Z4} 如下:

Z1 = (e
(2)
0 , 0),

Z2 = (cos te
(2)
1 , sin te

(0)
0 ),

Z3 = (sin te
(2)
1 ,− cos te

(0)
0 ),

Z4 = (e
(2)
2 , 0).

由 (2.10) 可以计算酉标架 e 拉回的 Maurer-Cartan 形式:

Ω =


2
√
−1ω

√
2 cos t φ

√
2 sin t φ 0

−
√
2 cos t φ̄ 0 0

√
2 cos t φ

−
√
2 sin t φ̄ 0 0

√
2 sin t φ

0 −
√
2 cos t φ̄ −

√
2 sin t φ̄ −2

√
−1ω

 . (2.11)

3 Simons 型积分不等式和拼挤定理

本节简要回顾复 Grassmann 流形 G(k,N) 中全纯浸入曲面的 Simons 型积分不等式和拼挤定理,

详细证明见文献 [10, 25].

对等式 (2.7) 两边求外微分并利用 (2.3)、(2.6) 和 (2.7), 有

d(Pϕ) = Ω1 ∧ Pϕ+ Pϕ ∧ Ω2 +
√
−1ρ ∧ Pϕ+

(
K

2
A− 2τA

)
ϕ̄ ∧ ϕ, (3.1)

它等价于

DP := dP − Ω1P + PΩ2 − 2
√
−1ρP = P,1ϕ+

(
K

2
A− 2τA

)
ϕ̄, (3.2)

其中, DP 是 P 的共变微分, P,1 是 M 上局部 k × (N − k) 复矩阵值的光滑函数. 因为 f 等距, 故

trτ = 1.

对等式 (3.2) 两边再求外微分, 直接计算可得

d(P,1ϕ) = Ω1 ∧ P,1ϕ+ P,1ϕ ∧ Ω2 + 2
√
−1ρ ∧ P,1ϕ− dK

2
A ∧ ϕ̄
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+

(
3K

2
P − 3τP − 3PA∗A

)
ϕ̄ ∧ ϕ. (3.3)

通过微分算子分解 d = ∂ + ∂̄ 和公式 ∂̄∂t = −1
4∆t ϕ∧ ϕ̄, 本文作者计算了重要不变量 trτ2 和第二

基本型模长平方在诱导度量下的 Laplacian.

定理 3.1 设 f : M → G(k,N) 是全纯浸入, 则

− ∆trτ2

4
= 4trτ3 −Ktrτ2 − 2tr(τPP ∗)− 2tr(A∗AP ∗P ), (3.4)

− ∆|P |2

4
= 3|P |4 − 8(trτ2)|P |2 + 4(trτ2)2 − 4trτ3 + 5tr(τPP ∗) + 5tr(A∗AP ∗P )− |P,1|2. (3.5)

利用 (3.4)、(3.5) 和 Gauss 方程 (2.9), 易得

∆

(
5trτ2

8
+

|P |2

4

)
+ 3|P |4 − 3trτ2|P |2 − 6(trτ2)2 + 6trτ3 = |P,1|2. (3.6)

等式 (3.6) 两边分别在 M 上积分并利用散度定理, 得到 Simons 型积分不等式:

定理 3.2 设 M 是紧致无边的 Riemann 曲面, f : M → G(k,N) 是全纯浸入, 则∫
M

(|P |4 − trτ2|P |2 − 2(trτ2)2 + 2trτ3) ∗ 1 > 0. (3.7)

注意到 S = 4|P |2, 不等式 (3.7) 等价于引言中的积分不等式 (1.1).

定理 3.3 (拼挤定理) 设 M 是紧致无边的 Riemann曲面, f : M → G(k,N)是具有常曲率 K 的

全纯浸入.

(1) 如果在 M 上满足拼挤条件

|P |4 − trτ2|P |2 − 2(trτ2)2 + 2trτ3 6 0, (3.8)

则 K > 0 且 M 是 Riemann 球面 S2.

(2) 下面 3 个条件相互等价:

(a) |P |4 − trτ2|P |2 − 2(trτ2)2 + 2trτ3 = 0;

(b) K2 − 6Ktrτ2 + 8trτ3 = 0;

(c) P,1 = 0.

证明 (1) 根据积分公式 (3.7) 和条件 (3.8) 可得

|P |4 − trτ2|P |2 − 2(trτ2)2 + 2trτ3 = 0 (3.9)

和
∫
M

|P,1|2 ∗ 1 = 0, 故 P,1 = 0. 根据 Gauss 方程 (2.9) 和 (3.9) 可得

K2 − 6Ktrτ2 + 8trτ3 = 0. (3.10)

由求根公式知 K = 3trτ2 ±
√
9(trτ2)2 − 8trτ3 是正的, 故 K 为正常数. 由球面的刚性知 M 同胚于

Riemann 球面 S2.

(2) 由 (1) 的证明知 (a) ⇔ (b) ⇒ (c), 下面证明 (c) ⇒ (b). 如果 P,1 = 0, 结合 (3.3), 则有

KP − 2τP − 2PA∗A = 0. (3.11)
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易得

2tr(τPP ∗ +A∗AP ∗P ) = K|P |2. (3.12)

结合 (3.4)、(3.5) 和 (3.12) 可得

−∆trτ2

4
= 4trτ3 −Ktrτ2 −K|P |2,

−∆|P |2

4
= 3|P |4 − 8(trτ2)|P |2 + 4(trτ2)2 − 4trτ3 +

5

2
K|P |2.

再结合 Gauss 方程可得

−∆K

12
= K2 − 6Ktrτ2 + 8trτ3.

根据 K 是常数可得 (b) 成立. 证毕.

注 3.1 (3.11) 在分类定理证明中起到关键作用.

4 G(4, 8) 中非退化 PCCH S2 的分类

本节考虑 G(k, 2k) 中非退化的 PCCH S2 的分类问题, 约定指标范围如下:

1 6 α, β, γ 6 k, k + 1 6 ᾱ := α+ k, β̄ := β + k, γ̄ := γ + k 6 2k.

根据 (2.7) 计算可得

d detA = detA(trΩ1 − trΩ2 + k
√
−1ρ) (mod ϕ).

因此 detA 是一个解析型函数, 即 detA 或者恒等于 0, 或者其零点是孤立的. 这些孤立的零点称为分

歧点. 如果没有分歧点, 则称映射 f 是非分歧的.

引理 4.1 设 f : S2 → G(k, 2k) 是非退化的 PCCH S2, 则 f 是非分歧的.

证明 由于全纯浸入 f : M → G(k, 2k) 是非退化的, 则 detA 的零点是孤立的. 易知 |detA| 是
S2 上整体定义的. 设 p是一个分歧点, 即 |detA|(p) = 0, 根据分歧点的孤立性, 选取 p的邻域 U(p)使

得 p是邻域中唯一的分歧点,任取一个开集 V ⊂ U(p), p /∈ V . 在 V 上根据变换公式 (2.8)以及复矩阵

的奇异值分解, 可以选取合适的酉标架使得

A = diag{t1, t2, . . . , tk},

其中, t1, t2, . . . , tk 均为实正值函数, 称为 f 的奇异值. 记 P = (pαβ), 从等式 (2.7) 可得

dtα − tα(ωαα − ωᾱᾱ +
√
−1ρ) = pααϕ, (4.1)tαωᾱβ̄ − tβωαβ = pαβϕ,

tβωβ̄ᾱ − tαωβα = pβαϕ, α ̸= β.
(4.2)

由于 ωαα、ωᾱᾱ 和
√
−1ρ 都是纯虚的且 tα 是实值的, 则根据 (4.1) 易得

dtα = pααϕ+ pααϕ.
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等式 (3.11) 用分量改写为

(K − 2t2α − 2t2β)pαβ = (K − 2t2α − 2t2β)pβα = 0. (4.3)

在等式 (4.3) 中取 α = β, 得 (K − 4t2α)pαα = 0. 下面证明 pαα 在 V 上恒为 0. 如果 pαα 在某点 x

处不为 0, 则在 x 的一个小邻域 Vx ⊂ V 中不为 0. 因此在 Vx 中, K = 4t2α. 由于 K 是常数, 故 tα

在 Vx 中是常数. 从而 pαα 在 Vx 中恒为 0, 得到矛盾, 故 pαα 恒为 0 且 tα 是常数. 又因为 f 是非退

化且 trτ = t21 + · · · + t2k = 1, 故 tα (1 6 α 6 k) 都是介于 0 和 1 之间的正常数. 因此, 在邻域 V 上

|detA| = t1t2 · · · tk 均为正常数. 由 V 的任意性以及 |detA| 的连续性, 得到 |detA|(p) 也是正值, 这与

p 是分歧点矛盾. 因此, |detA| 在 S2 没有零点, 且为正常数.

利用 Jiao [13] 已证结论: 当常 Gauss 曲率的全纯映射 f : S2 → G(k, 2k) 是非分歧非退化时, 其

Gauss 曲率 K = 4/k.

引理 4.2 设 f : S2 → G(k, 2k) 是非退化的 PCCH S2, 则 f 的 Gauss 曲率为 K = 4/k.

根据引理 4.1 的证明, 由 (4.1) 可知

ωαα − ωᾱᾱ +
√
−1ρ = 0, 1 6 α 6 k. (4.4)

由于 Ω 是反 Hermite 的, 从方程组 (4.2) 可解得
ωαβ =

tβpαβϕ+ tαpβαϕ̄

t2α − t2β
, ωᾱβ̄ =

tαpαβϕ+ tβpβαϕ̄

t2α − t2β
, tα ̸= tβ ,

ωαβ = ωᾱβ̄ , pαβ = pβα = 0, tα = tβ .

(4.5)

结合拼挤条件 P,1 = 0 和 pαα = 0, 等式 (3.2) 采用分量形式可改写为∑
γ ̸=α

pαγωγ̄ᾱ −
∑
γ ̸=α

ωαγpγα =

(
K

2
tα − 2t3α

)
ϕ̄, (4.6)

dpαβ −
∑
γ

ωαγpγβ +
∑
γ

pαγωγ̄β̄ − 2
√
−1ρpαβ = 0, α ̸= β. (4.7)

引理 4.3 G(k, 2k) 中非退化 PCCH S2 的分类转化为通过定理 3.3 中的拼挤条件从等式 (4.3)–

(4.7) 中求解 pαβ , 从而得到拉回的 Maurer-Cartan 形式 Ω = (ωαβ), 由此可根据齐性流形中子流形的

存在唯一性 [11] 确定浸入映射.

下面仅对 G(4, 8) 的情形给出完整分类, 此时 k = 4, K = 1, 则可选取 ϕ = 2φ, ρ = −2ω.

证明 第 1步 首先利用定理 3.3中的拼挤条件 (b) K2−6Ktrτ2+8trτ3 = 0确定奇异值 t1、t2、t3

和 t4 之间的关系. 利用

trτ = t21 + t22 + t23 + t24 = 1,

trτ2 = t41 + t42 + t43 + t44,

trτ3 = t61 + t62 + t63 + t64,

拼挤条件 (b) 可因式分解为(
1

2
− t21 − t22

)(
1

2
− t21 − t23

)(
1

2
− t22 − t23

)
= 0,
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故 t21 + t22 = 1/2 或者 t21 + t23 = 1/2 或者 t22 + t23 = 1/2. 不失一般性 (可以交换酉标架中向量 Z1、Z2 和

Z3 的顺序), 有

t22 + t23 =
1

2
, t21 + t24 =

1

2
.

第 2 步 根据奇异值重数分成如下 4 种情形.

情形 I 4 个互不相同的奇异值, 即 t1、t2、t3 和 t4 互不相同.

情形 II 1个双重奇异值和 2个单重奇异值,即 t2 = t3, t1 ̸= t4 或者 t2 ̸= t3, t1 = t4. 不失一般性,

不妨假设

t2 = t3 =

√
2

2
, t1 ̸= t4

(
̸=

√
2

2

)
.

情形 III 2 个双重奇异值, 即 t1 = t2, t3 = t4 或者 t1 = t3, t2 = t4. 不失一般性, 不妨假设

t1 = t2 ̸= t3 = t4.

情形 IV 1 个重数为 4 的奇异值, 即

t1 = t2 = t3 = t4 =

√
2

2
.

注 4.1 不存在重数为 3 的奇异值.

第 3 步 对上述 4 种情形逐一讨论求解.

情形 I t1、t2、t3 和 t4 两两不同. 对于这种情形, 酉标架中的向量 {ZA} 允许如下变换:

Zα → Zαe
√
−1θα , Zᾱ → Zᾱe

√
−1θα ,

{Z1, Z5} ↔ {Z4, Z8}, {Z2, Z6} ↔ {Z3, Z7},

其中 θα 是 S2 上局部光滑函数. 由于 t22 + t23 = t21 + t24 = 1/2, 所以

t22 + t24 ̸= 1

2
, t23 + t24 ̸= 1

2
, t21 + t22 ̸= 1

2
, t21 + t23 ̸= 1

2
.

由关系式 (4.3) 可得

p12 = p21 = p13 = p31 = p24 = p42 = p34 = p43 = 0. (4.8)

比较等式 (4.6) 两端 ϕ 和 ϕ̄ 前的系数并利用 (4.5), 对固定的 α, 有

∑
γ ̸=α

pαγpγα
t2α − t2γ

= 0,

∑
γ ̸=α

|pαγ |2 + |pγα|2

t2α − t2γ
= 2t2α − 1

2
.

(4.9)

结合 (4.8) 和 (4.9) 可知
p14p41 = p23p32 = 0,

|p14|2 + |p41|2

t21 − t24
= 2t21 −

1

2
̸= 0,

|p23|2 + |p32|2

t22 − t23
= 2t22 −

1

2
̸= 0.
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由此通过选取合适的酉标架使得 p41 = p32 = 0, 且

p14 = 2t21 −
1

2
, p23 = 2t22 −

1

2
.

由 (4.7) 可得

ω11 − ω88 + 2
√
−1ρ = 0, ω22 − ω77 + 2

√
−1ρ = 0. (4.10)

将情形 I 的求解结果总结成如下引理:

引理 4.4 可以选取合适的酉标架使得拉回的 Maurer-Cartan 形式 Ω 形如

Ω =



ω11 0 0 t4ϕ t1ϕ 0 0 0

ω22 t3ϕ 0 0 t2ϕ 0 0

ω33 0 0 0 t3ϕ 0

ω44 0 0 0 t4ϕ

ω55 0 0 t1ϕ

ω66 t2ϕ 0

ω77 0

ω88



, (4.11)

其中对角线下方元素可以由 Ω 的反 Hermite 对称性确定. 这样的酉标架中的向量 {Zα} 选取还允许
如下变换:

Z1 → Z1e
√
−1θ1 , Z2 → Z1e

√
−1θ2 ,

Z3 → Z3e
√
−1θ2 , Z4 → Z4e

√
−1θ1 ,

而向量 {Zᾱ} 的变换与 {Zα} 的变换一致 (下同).

根据 (4.11) 和 Maurer-Cartan 结构方程 (2.1) 易得

d(ω11 + ω44 + ω55 + ω88) = 0,

d(ω22 + ω33 + ω66 + ω77) = 0.

由引理 4.4, 可选取合适的 θ1 和 θ2 使得

ω11 + ω44 + ω55 + ω88 = ω22 + ω33 + ω66 + ω77 = 0. (4.12)

根据 (4.4)、(4.10) 和 (4.12), 可以确定 Ω 中所有对角元:

ω11 = ω22 = −
√
−1ρ, ω33 = ω44 = ω55 = ω66 = 0, ω77 = ω88 =

√
−1ρ. (4.13)

注意到 ϕ = 2φ, ρ = −2ω, 由 (4.11)、(4.13) 和 (2.11) 可以看出 [Z1 ∧ Z4], [Z2 ∧ Z3] : S
2 → G(2, 4) 酉等

价于常曲率为 2 的全纯 2 维球面 αt
2,4, 故 f 酉等价于 αt

2,4 ⊕ αs
2,4, 0 < t, s < π/2 且 t ̸= s, t+ s ̸= π/2,

t, s ̸= π/4.
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情形 II t2 = t3 =
√
2/2, t1 ̸= t4 (̸=

√
2/2). 这种情形下酉标架中的向量 {Zα} 允许如下变换:

Z1 → Z1e
√
−1θ1 , Z4 → Z4e

√
−1θ4 ,

{Z2, Z3} 的一个 U(2) 变换,

Z1 ↔ Z4.

易见 (4.8) 仍成立. 由 (4.5) 可知

p23 = p32 = 0, ω23 = ω67.

等式 (4.9) 变为 
∑

γ ̸=α,tγ ̸=tα

pαγpγα
t2α − t2γ

= 0,

∑
γ ̸=α,tγ ̸=tα

|pαγ |2 + |pγα|2

t2α − t2γ
= 2t2α − 1

2
.

(4.14)

取 α = 1, 可得 
p14p41 = 0,

|p14|2 + |p41|2

t21 − t24
= 2t21 −

1

2
̸= 0.

可以选取合适的酉标架使得 p41 = 0 且

p14 = 2t21 −
1

2
.

利用文献 [11, (6.23)]中相同的证明方式,可进一步选取 {Z2, Z3}的一个合适的 U(2)变换使得 ω23 = 0.

因此类似情形 I, 可以选取合适的酉标架使得拉回的 Maurer-Cartan 形式 Ω 形如 (4.11) 和 (4.13), 其

中 t2 = t3. 故 f 酉等价于 αt
2,4 ⊕ α

π/4
2,4 , t ̸= π/4.

情形 III t1 = t2 ̸= t3 = t4. 这种情形下酉标架中的向量 {Zα} 允许如下变换:

{Z1, Z2} 的一个 U(2) 变换,

{Z3, Z4} 的一个 U(2) 变换,

{Z1, Z2} ↔ {Z3, Z4}.

由 (4.5) 可知

p12 = p21 = p34 = p43 = 0, ω12 = ω56, ω34 = ω78.

在 (4.14) 中分别取 α = 1, 2, 3, 4, 可得

p13p31
t21 − t23

+
p14p41
t21 − t24

= 0,
|p13|2 + |p31|2

t21 − t23
+

|p14|2 + |p41|2

t21 − t24
= 2t21 −

1

2
,

p23p32
t22 − t23

+
p24p42
t22 − t24

= 0,
|p23|2 + |p32|2

t22 − t23
+

|p24|2 + |p42|2

t22 − t24
= 2t22 −

1

2
,

p31p13
t23 − t21

+
p32p23
t23 − t22

= 0,
|p31|2 + |p13|2

t23 − t21
+

|p32|2 + |p23|2

t23 − t22
= 2t23 −

1

2
,

p41p14
t24 − t21

+
p42p24
t24 − t22

= 0,
|p41|2 + |p14|2

t24 − t21
+

|p42|2 + |p24|2

t24 − t22
= 2t24 −

1

2
.

(4.15)
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利用 t1 = t2, t3 = t4, 由 (4.15) 易得p13p31 = p24p42 = −p14p41 = −p23p32,

|p13|2 + |p31|2 = |p24|2 + |p42|2, |p14|2 + |p41|2 = |p23|2 + |p32|2.
(4.16)

记

A =

 t1I2 0

0 t3I2

 , P =

 0 Y

Z 0

 , Ω1 =

Ω11 Ω12

Ω21 Ω22

 , Ω2 =

Ω33 Ω34

Ω43 Ω44

 ,

其中,

I2 =

 1 0

0 1

 , Y =

 p13 p14

p23 p24

 , Z =

 p31 p32

p41 p42

 .

利用变换公式 (2.8), 取

U1 = U2 =

U11 0

0 U22


是局部 U(2)× U(2) 值的光滑函数, 有

Ỹ = U11Y U−1
12 , Z̃ = U12ZU−1

11 ,

其中 Ỹ 和 Z̃ 是新酉标架下相应于 Y 和 Z 的量. 从而可知

|Y |2, |Z|2, |detY |2, |detZ|2

都是 S2 上整体定义的.

利用分块矩阵, 由 (2.7) 和 (3.2) 并结合拼挤条件可推导出dY − Ω11Y + Y Ω22 −
√
−1ρY = 0,

dZ − Ω22Z + ZΩ11 −
√
−1ρZ = 0.

(4.17)

利用行列式微分公式和 (4.17) 直接计算可得d(detY ) = detY (trΩ11 − trΩ22 + 2
√
−1ρ),

d(detZ) = detZ(trΩ22 − trΩ11 + 2
√
−1ρ).

(4.18)

由 (4.17) 和 (4.18) 计算得到 d|Y |2 = d|Z|2 = d|detY |2 = d|detZ|2 = 0, 故 |Y |、|Z|、|detY | 和 |detZ|
都是常数. 由 (4.18), 有

d(detY detZ) = 4
√
−1ρdetY detZ.

故由文献 [6, 引理 9.1] 可知, detY detZ 是解析型函数, 它要么恒为 0, 要么零点孤立且在零点集外

满足

∆log |detY detZ| ϕ ∧ ϕ̄ = 2d(4
√
−1ρ) = 4Kϕ ∧ ϕ̄ = 4ϕ ∧ ϕ̄,
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即

∆log |detY detZ| = 4 > 0.

这与 |detY detZ| 是常数矛盾, 故 |detY detZ| 在 S2 上恒等于 0, 从而 detY = 0 或者 detZ = 0. 不

失一般性 (可交换 {Z1, Z2} 和 {Z3, Z4}), 设 detZ = 0. 因为 |Z|2 在 S2 上是常数, 所以在 S2 上有

rankZ = 0 或者 rankZ = 1.

子情形 IIIi rankZ = 0, 即 Z = 0,

p31 = p32 = p41 = p42 = 0.

同样根据 |Y |2 和 |detY |2 的常值性可推得在 S2 上 rankY = 1 或者 rankY = 2 (当 rankY = 0 时, f

是全测地的).

如果 rankY = 1, 进一步选取酉标架使得

Y =

 p13 0

0 0

 , p13 ̸= 0, 即 p14 = p23 = p24 = 0.

这与 (4.16) 矛盾.

因此 rankY = 2, 进一步选取酉标架使得

Y =

 p13 0

0 p24

 , p13 ̸= 0, p24 ̸= 0, 即 p14 = p23 = 0.

根据 (4.15) 和 (4.16) 以及适当的标架选取, 可得

p13 = p24 = 2t21 −
1

2
.

由 (4.17) 的第一个方程可知 ω12 = ω34. 由于 Y = (2t21 − 1
2 )I2, 所以酉标架中向量 Z1, Z2 和 Z3, Z4 还

允许相差一个相同的 U(2) 变换. 因此利用与文献 [11, (6.23)] 相同的证明方式, 经过合适的 U(2) 变换

可使得 ω12 = ω34 = 0. 将求解的 Maurer-Cartan 形式总结如下:

Ω =



ω11 0 t3ϕ 0 t1ϕ 0 0 0

ω22 0 t3ϕ 0 t1ϕ 0 0

ω33 0 0 0 t3ϕ 0

ω44 0 0 0 t3ϕ

ω55 0 t1ϕ 0

ω66 0 t1ϕ

ω77 0

ω88



.

类似于情形 I 的讨论, 通过适当的标架旋转, 对角元可由 (4.13) 给出. 从而易见 [Z1 ∧ Z3], [Z2 ∧ Z4] :

S2 → G(2, 4) 都酉等价于 αt
2,4, 故 f 酉等价于 αt

2,4 ⊕ αt
2,4, t ̸= π/4.
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子情形 IIIii rankZ = 1, 选取酉标架使得

Z =

 p31 0

0 0

 , p31 ̸= 0, 即 p32 = p41 = p42 = 0.

由 (4.16) 可知, p13 = 0, |p31| = |p24| ̸= 0, |p14| = |p23|. 由 (4.17) 可得 ω12 = ω34 = 0 和dp31 = p31(
√
−1ρ+ ω33 − ω11),

dp24 = p24(
√
−1ρ+ ω22 − ω44).

因此 |p31| 和 |p24| 均为常数. 上式蕴涵着 dω11 + dω22 = dω33 + dω44, 即 d(trΩ11) = d(trΩ22). 由 (4.17)

第一个方程和文献 [6, 引理 9.1] 可知, 如果 detY 不为 0, 则有

∆log |detY | ϕ ∧ ϕ̄ = 2d(trΩ11 − trΩ22 + 2
√
−1ρ) = 2Kϕ ∧ ϕ̄ = 2ϕ ∧ ϕ̄,

即

∆log |detY | = 2 > 0.

这与 |detY |是常数矛盾. 故 |detY | = |p14p23|在 S2 上恒等于 0. 又因为 |p14| = |p23|,故 p14 = p23 = 0.

再根据 (4.15) 和 (4.16) 以及适当的标架旋转, 有

p31 = p24 = 2t21 −
1

2
.

因此, 对于这种子情形, Maurer-Cartan 形式可总结如下:

Ω =



ω11 0 t1ϕ̄ 0 t1ϕ 0 0 0

ω22 0 t3ϕ 0 t1ϕ 0 0

ω33 0 0 0 t3ϕ 0

ω44 0 0 0 t3ϕ

ω55 0 t3ϕ̄ 0

ω66 0 t1ϕ

ω77 0

ω88



.

类似情形 I 的讨论, 可确定对角元

ω11 = ω44 = ω55 = ω66 = 0, ω22 = ω33 = −
√
−1ρ, ω44 = ω88 =

√
−1ρ.

易见 [Z1 ∧ Z3], [Z2 ∧ Z4] : S
2 → G(2, 4) 分别酉等价于 α

π/2−t
2,4 和 αt

2,4, 故 f 酉等价于 α
π/2−t
2,4 ⊕ αt

2,4,

t ̸= π/4.

情形 IV t1 = t2 = t3 = t4 =
√
2/2. 这种情形下酉标架中向量 {Zα} 和 {Zᾱ} 允许相差一个相同

的 U(4) 变换, 则类似文献 [11, (6.23)] 的证明, 可选取酉标架使得

ωαβ = ωᾱβ̄ = 0, α ̸= β.
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从而 P = 0, f 是全测地浸入. 易见 f 酉等价于 α1,2 ⊕ α1,2 ⊕ α1,2 ⊕ α1,2, 也酉等价于 α
π/4
2,4 ⊕ α

π/4
2,4 (参

见文献 [8]).

综上 4 种情形的讨论, 至此完成了定理 1.4 的证明.

注 4.2 本文利用 Mathematica软件验证了当 k = 5和 k = 6时拼挤条件 (b)没有类似于 G(4, 8)

情形时的因式分解式. 故需要寻找其他方式确定奇异值之间的某些定量关系. 我们将在后续的文章中

进一步研究一般 G(k, 2k) 中非退化 PCCH S2 的分类.

致谢 感谢彭家贵教授长期以来的支持和关心.
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