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摘 要：提出一种在矩形板材上引入梯形条带来进行排样的方法，首先用两条平行的分界

线将板材分为两个大小一致的直角梯形段和一个平行四边形段，分别采用递归算法和动态规划

算法确定梯形段和平行四边形段中条带的最优组合，从而确定最优排样方式；再结合线性规划

算法解决圆片下料问题，使得整个下料方案的材料利用率最大化。最后采用大量随机生成的例

题进行实验，实验结果表明该算法能有效提高材料利用率。 
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An Algorithm for Circle Cutting Stock Problem Based on Trapezoid  
and Parallelogram 
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(1. Department of Computer and Electronic Information, Guangxi University, Nanning Guangxi 530004, China; 

2. School of Business Administration, South China University of Technology, Guangzhou Guangdong 510640, China) 

Abstract: A pattern of circular cutting in rectangle sheet is proposed by introducing trapezoidal 

stripes. Plate with two parallel dividing lines will be divided into three segments when the nesting, 

two segments of the same size right angle trapezoid and one parallelogram segment. Respectively 

recursive algorithm and dynamic programming algorithm are used to determine the optimal 

combination of stripes in trapezoidal section and parallelogram section, so as to determine the optimal 

pattern. Then combine with linear programming algorithm to solve the problem of the 

two-dimensional cutting pattern problem, making material utilization maximum. Finally, experiment 

results of a large number of randomly generated problems show the effectiveness of improving 

material utilization of the algorithm. 

Keywords: circular cutting pattern; shearing and punching; parallelogram stripes; trapezoidal stripes 

随着资源和能源危机的出现，要求各企业不

断提高原材料利用率、减少切割能源消耗，于是

研究下料利用率高且切割工艺简单的布局优化算

法，切割与装填布局(cutting and packing, C&P)[1]

问题越来越受到各制造企业的关注。特别地，圆

片下料问题广泛存在机械制造、电机、船舶、航

空航天等行业中，例如：电机定子和转子铁心是

用硅钢圆片制作而成；家居的锅、壶、盆是用不



   

662 数字化设计 2016 年

 

锈钢圆片制作的，等等。这些行业每年消耗的金

属板材量达千万吨，且原材料费用占生产成本的

60%以上，因此提高材料利用率能够为企业带来非

常可观的经济效益。将圆片下料技术应用于企业

生产实践，能有效地提高下料利用率、节省原材

料、提高企业在同行中的竞争力[2]。 

近年来，针对圆片条带剪冲下料问题的方法研

究，主要有矩形条带进行排样的方法[3-8]和采用平

行四边形条带进行排样的方法[9]等。文献中有关矩

形条带进行排样的方式也各有不同，其中：文献[3]

采用动态规划算法在精确算法的基础上，选取规

范长度和规范宽度的子集进行计算，解决剪切阶

段的无约束排样问题。文献[4]利用动态规划算法

生成 T 形排样的方式；文献[5]采用动态规划算法

生成多段排样的方式；文献[6]采用动态规划算法

与枚举法结合生成三块结构的排样方式。文献[7]

和[8]均采用生成四块结构的排样方式，文献[7]的

算法是先求解一维背包问题生成块里面的条带最

优布局，然后用隐式枚举三条分界线位置得到所

有可能的四块组合，选择排样价值最大的四块组

合生成最优的四块排样方式；而文献[8]同时使用

条带直切排样方式和 T 型排样方式，先采用动态

规划技术生成排样方式，然后采用基于列生成的

线性规划技术迭代调用排样方式生成下料方案。

文献[9]基于卷材首次采用平行四边形条带进行排

样，通过不断地重复最优的 x 段和 y 段，使排样达

到全局最优，同时验证了相对于矩形条带排样平

行四边形条带排样可以获得更高的材料利用率。

卷材的特点是材料长度不受限，根据对多家企业

包括宝钢、武钢的板材加工配送中心调查研究，

目前实际生产剪裁下料中各企业使用的材料绝大

部分是相对固定大小的板材[10]。 

本文基于平行四边形排样以获取更高的材料

利用率，同时可避免在矩形板材上切割平行四边

而产生直角三角形的废料，创新性地引入了梯形

条带排样方式。首先在固定大小的矩形板材上用

两条平行的分界线将板材切割成两个大小一致的

直角梯形段和一个平行四边形段，然后应用平行

四边形条带及梯形条带组合排样的三段排样方

式。本文算法能保证在整板上切割两刀即可产生

最优的平行四边形条带和梯形条带，从而对降低

总的生产成本、减少板材大面积损耗概率提供保

障。首先分别采用递归算法和动态规划算法确定

梯形条带和平行四边形段中条带的最优组合，从

而确定当前的最优排样方式；然后应用线性规划

(linear programming, LP)方法求解圆片剪冲下料问

题 (cutting stock problem of circular blanks, 

CSPCB)，使得整个下料方案的材料利用率接近最

优；最后通过与其他采用固定大小板材进行排样

的算法实验说明本文算法对板材利用率的提高，

同时分析条带中排入毛坯行数对材料利用率的影

响，还分析了算法的时间复杂度和计算产生最优

排样方案所消耗的时间。实验数据表明，本文算

法是有效性的、计算时间是可接受的。 

1  排样方式算法原理及其实现 

1.1  相关概念 

1.1.1  毛坯在条带上的排列、条带方向和长度 

本文算法在矩形板材上同时应用平行四边形

条带和直角梯形条带进行排样，平行四边形条带

可以是 X 向或 Y 向，梯形条带只允许 X 向条带。

如图 1(a)中的箭头方向表示该条带是 X 向，图 1(b)

中的箭头方向表示该条带是 Y 向，X 向条带中毛坯

是从左至右依次排放；Y 向条带中毛坯是从下至上

依次排放。平行四边形 Y 向条带可由平行四边形 X

向条带旋转 60得到。 

 

 
 

(a) X 向条带及排列 

 

 
 

(b) Y 向条带及排列 

 

图 1  条带方向及毛坯排列 

 

每根条带包含一排或者多排直径相同的圆片，

如图 2 所示，d 为圆片直径，相邻圆片边界距离为

w，即为工艺余量，圆片离条带边界的距离为 w/2，

相邻两排圆片间的距离为 ( 3 / 2)( )d w ，平行四

边形条带和梯形条带的底角均为 60。 
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图 2  双排条带 
 

图 3(a)为平行四边形条带排列示意图，sh 为平

行四边形中与条带方向垂直的高度，ps 为平行四

边形中不与条带方向平行的底边长度。图 3(b)所示

为梯形条带排列示意图，其中 bt 表示梯形条带下

底边的长度，ut 表示上底边的长度，ts 表示条带的

高，毛坯在条带中的排列是从斜边底部开始，依

次向直角边进行排放。 
 

 
 

(a) 平行四边形条带 
 

 
 

 (b) 梯形条带 
 

图 3  平行四边形条带及梯形条带 

 

1.1.2  条带宽度和价值 

平行四边形条带的宽度是与条带底边方向成

60的的长度，即图 3(a)中 ps 边长；梯形条带的宽

度是梯形的高，即图 3(b)中 ts 边长。记 gi(若无说

明 i 取值范围均为 1≤i≤k，k 为需求毛坯种数)为

第 i 种毛坯的条带中允许的最大排数，其中第 j(若

无说明 j 取值范围均为 1≤j≤gi)种条带包含有 j 排

毛坯。 

(1) 平行四边形条带的价值计算。由图 2 及  

图 3(a)可得 ( )[1 ( 1)( 3 / 2)]i ish d w j    ，则平行

四边形条带宽度： (2 3 / 3)ps sh ，记 vi 为第 i 种

毛坯的单个毛坯价值，条带的价值即是条带中所

有毛坯的价值总和。如图 4 所示，pd 是平行四边

形条带能包含至少一个毛坯的条带长度。当第 i

种毛坯的条带长度为 x 时，若其中包含有 j 排毛坯，

根据以下步骤计算平行四边形条带价值： 

由几何规则可知 2( ) / 3i ipd d w  ，若 x<pd，

条带中毛坯个数 n=0；若 x≥pd，条带中毛坯个数

{1 intn j   [( ) / ( )]}i ix pd d w  ，所以平行四边

形条带价值为 pt=nvi。 
 

 
 

图 4  平行四边形条带初始长度 
 

(2) 梯形条带的价值计算。由图 2 可知，梯形

条带宽度为 ( )[1 ( 1)( 3 / 2)]i its d w j    ，梯形条

带的长度以梯形的底边长度来计算，如图 5 所示，

td 为梯形条带中至少能排入一个毛坯的条带长度，

l 为毛坯所在行对应的梯形中线长度，h 为毛坯距

梯形底边的距离。设 lm 为第 m 排毛坯所对应的梯

形的中线的长度，hm 为第 m 排毛坯距梯形底边的

距离。令 l1 为条带中至少能排入一个毛坯对应的

毛坯所在中线的长度。当第 i 种毛坯的条带长度为

x 时，若其中包含有 j 排毛坯，可由以下步骤计算

出梯形条带价值： 

由几何规则可知 

( )( 3 1) / 2i itd d w    

[( ) / 2][1 3( 1)]m i ih d w m     

1 (1 / 2 3 / 3)( )i il d w    

3m ml x h   

条带中第 m 排毛坯的个数 

10 ( )m mn l l   

11 int[( ) / ( )]m m i in l l d w    1( )ml l≥  

若 x<td，条带中毛坯个数 n=0；若 x≥td，条

带中毛坯个数
1

j

m
m

n n


  ，所以梯形条带价值为

tt=nvi。 

 

 
 

图 5  梯形条带初始长度 
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设：所有条带的宽度种数为 M，则
1

k

i
i

M g


 。

记平行四边形条带宽度向量 1 2[ , , , ]Mps ps ps PS ，

平 行 四 边 形 条 带 当 前 价 值 向 量

1 2[ , , , ]Mpt pt pt PT ， 梯 形 条 带 宽 度 向 量

1 2[ , , , ]Mts ts ts TS ，梯形条带当前价值向量

1 2[ , , , ]Mtt tt tt TT 。 

1.2  排样方式算法实现 

如图 6 所示，两条与底边成 60的切割线将板

材分为 3 个部分，两个梯形段大小一致，中间部

分是平行四边形段。切割起点距板材宽的距离为 y

的切割线，且称之为分隔线 y。每个段中的条带方

向都是一致的，梯形段中的条带都是 X 向，平行

四边形段中的条带是 X 向或 Y 向。记排入梯形段

中所有毛坯价值总和的最大值为 ( , )TZ bl W ，其中

W 是板材的宽度，bl 为梯形段底边的长度，可由

/ 3bl y W  计算得出。记排入平行四边形段中

所有毛坯价值总和的最大值为 ( , )PZ pl pw ，其中

pl L y bl   ， 2 / 3pw W ，同时称相对应的平

行四边形为 pl×pw。由几何规则可知 y 的取值范围

为 0 ( / 3) / 2y l W≤ ≤ 。若排入平行四边形段的

条带方向是 X 向，则此时该段的最大价值为

( , )xZ pl pw ；若排入的条带方向是 y 向，此时该段

的最大价值为 ( , )yZ pl pw ，因此平行四边形段的最

大价值 ( , ) max{ ( , ), ( , )}P x yZ pl pw Z pl pw Z pl pw 。

整个板材中毛坯的最大价值 ( ) 2 ( , )Tz y Z bl W   

( , )PZ pl pw ，若对于所有的 y，都有 0( ) ( )z y z y≥ ，

则记 0y 为最优分割线。 

 

 
 

图 6  板材切割示意图 

 

1.2.1  梯形排样算法 

记函数 ( , ) / 3i iq bt ts bt ts  ，其中 bt 指梯形

条带下底的长度， its 为梯形条带的宽度，该函数

返回该条带的上底长度 ut。梯形段最大价值可根

据以下递推式求得 

max{ ( ( , ), )}, min{ }
( , )

0, < min{ }
i t i i i

t
i

tt F q x ts h ts h ts
F x h

h ts

 
 


≥
 

设递归函数 Rec(bl,W)返回下底长为 bl 高为 W

的梯形段的最大价值，其步骤如下： 

步骤 1. 如果 Ft(x,h)≥0，转向步骤 6；否则转

步骤 2。 

步骤 2. 令 Ft(x,h)=0，i=1，得到当前梯形条带

当前价值向量 TT。 

步骤 3. 如果 ih ts ，转步骤 5；否则，令 ut   

( , )iq x ts ，令 Re ( , )i iV tt c ut h ts   。 

步骤 4. 如果 V≤Ft(x,h)，转步骤 5；否则令

Ft(x,h)=V。 

步骤 5. 令 i=i+1。如果 i≤M，转步骤 3；否

则转步骤 6。 

步骤 6. 返回 Ft(x,h)。 

1.2.2  平行四边形排样算法 

在图 6 的平行四边形段 pl×pw 中，假定条带方

向和 pl 方向一致，根据 1.1 可分别计算出平行四

边形中的条带宽度向量 PS 和价值向量 PT，平行

四边形段的最大价值由以下数学模型求解 

1

1

( , ) max

s.t.  

M

x i i
i

M

i i
i

Z pl pw pt n

ps n pw















 ≤

 

其中，ni 为正整数，i=1,2,···,M 

该模型是一个背包问题，可通过下面的背包函

数求得问题的解 

F(x)=max
1

:






M

i i i
i

pt n n 为正整数，
1

M

i i
i

ps n x






 ≤ 。 

同 理 可 求 得 ( , )yZ pl pw ， 令 ( , )PZ pl pw 
 

max{ ( , ), ( , )}x yZ pl pw Z pl pw 。 

1.2.3  板材最优排样方式生成算法 

步骤 1. 根据板材大小 L×W 得到 ymax 及 pw 的

值，初始化 PS、TS，令 i=0。 

步骤 2. 根据 i 得到 bl、pl 的值，得到 PT。 

步骤3. 根据1.2.1得到梯形段最大价值ZT(bl,W)。 

步骤 4. 根据 1.2.2 得到平行四边形段最大价值

( , )PZ pl pw 。 

步骤 5. 令 2 ( , ) ( , )T Pz Z bl W Z pl pw  ，若 z>z0，

令 0z z ， 0y i 。 
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步骤 6. 令 i=i+1，若 maxi y≤ ，转步骤 2；否

则输出 y0、z0 及当前排样 P。 

2  下料方案生成算法 

2.1  圆片下料问题的线性规划模型 

圆片剪冲下料问题 CSPCB 可描述为：对库存

板材进行剪冲下料，以满足 k 种圆片毛坯的需求，

其中第 i 种毛坯的需求量为 bi，i=1,2,···,k。问题求

解要求确定一种最优下料方案，使得在满足所有

毛坯需求的前提下，所消耗的板材张数最少。 

采用 LP 方法求解该问题的数学模型为 

min

s.t. , 0

z CX

AX B X



 ≥ ≥

 

其中，C 为板材的价值向量，C=[c1,c2,···,cn]，n 为

排样方案包含排样方式的个数，若下料时只用到

单一规格的矩形板材，则 cj=LW(j=1,2,···,n)，L 和

W 分别为矩形板材的长度和宽度；X=[x1,x2,···,xn]
T，

xj(j=1,2,···,n)为下料方案中应用每种排样方式的次

数；z 为其中一种下料方案所消耗的板材的总价

值；B=[b1,b2,···,bk]为毛坯的需求数量的列向量；A

为 k 行 n 列的记录各种排样方式的矩阵，其元素

aij(i=1,2,···,k，j=1,2,···,n)表示第 j 种排样方式中包

含第 i 种毛坯的个数。矩阵中每一个列向量即记录

一种排样方式中用到的各毛坯的数量。 

可用列延迟生成法解上述模型，具体步骤如下： 

(1) 确定初始可行解。初始化 A 为一个单位矩

阵，则初始可行解 X=B。 

(2) 修改毛坯的当前毛坯价值向量 V，

V=CA–1。 

(3) 求解使目标函数改善的排样方式。根据

1.2.3 得到当前排样方式 P。若 LW–VP<0，则引入

P 改善矩阵 A，用引入的 P 替换 A 中的第 q 列，q

可根据单纯形法求得，并令 cq=LW，转步骤 2。若

LW–VP≥0，则当前下料方案已是最优，结束循环。 

2.2  圆片下料方案的算法实现 

针对用线性规划模型求解 CSPCB 问题，本文

提出以下算法实现解决方案： 
Begin 

初始化板材大小、毛坯的各参数及初始可行解 X； 

 确定当前毛坯的价值向量 V=CA–； 

 令 value=LW+1； 

 while(LW-value<0)   

{ 

 调用排样方式生成算法，value=z0； 

  if(LW-value<0)  

{ 

  记录当前排样方式 P； 

  根据单纯形法确定 q，用 P 替换 A 中的第 

q 列； 

  求解 X，重置当前毛坯价值向量 V=CA-
； 

  } 
 } 

  将 X 中的元素向上取整； 

End 

3  实验结果 

在 Mirosoft visual studio 2013 平台上用 C#语

言编程实现算法，在主频为 2.60 GHz，内存为 8 GB

的计算机上进行实验。 

3.1  算法对材料利用率的提高 

材料利用率 U=(所需毛坯的总面积/消耗板材

的总面积)×100%。本文实验采用文献[4]的变量取

值范围，如表 1 所示。随机生成 500 个测试样例与

文献[4]中的 T 形排样算法作比较，本文算法得到

的平均材料利用率为 70.81%，而文献[4]中 T 形排

样算法得到的平均材料利用率为 68.46%。两者相

比，本文算法的平均材料利用率约高出 2 个百分

点，说明本文算法更有利于提高生产的经济效益。 

 
表 1  参数取值范围 

名称 范围 名称 范围 

板材长度(mm) 2 000~3 000 板材宽度(mm) 1 000~1 500

毛坯种数 2~5 毛坯大小 100~500 

毛坯需求 500~3 000 条带允许最大排数 3 

工艺余量 8 — — 

 

3.2  参数对材料利用率的影响 

本文还对条带中允许排入毛坯的最大排数对

材料利用率的影响进行了研究。参数的取值范围

参照表 1，其中条带允许最大排数分别取为 1，

2，···，6，取为 1 时表明一根条带中只能有一行毛

坯，取为 2 时表明一根条带中可以包含一行毛坯

也可以包含两行毛坯，以此类推。分别用这些参

数各随机生成 100 个测试样例，其平均材料利用

率的结果如表 2 所示。 

由实验结果可知，增加条带中允许的毛坯排

数可以提高材料利用率，在排数小于等于 3 时，

材料利用率的提高较为明显；当排数大于 3 时，

材料利用率的提高不明显，因此本文算法建议允

许的条带排数不超过 3。 
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表 2  条带排数对材料利用率的影响(%) 

参数 
条带允许最大排数 

1 2 3 4 5 6 

材料利用率 65.53 69.03 70.75 71.24 71.57 71.73

 

3.3  求解一个真实的下料案例 

板材大小为 20001000，需求毛坯有 8 种，其

直径大小分别为 362，297，102，153，148，352，

198，244，需求数量分别为 2 672，532，2 775，     

1 034，1 216，1 786，1 515，2 522，工艺余量为

8。程序求解耗时 43.23 s，下料方案如图 7 所示，

总共消耗了 483 块板材，一共有 8 种排样方式，

材料利用率为 73.68%。 

 

    
 

(a) 方式 1  159 张板材                           (b) 方式 2  103 张板材 

 

    
 

(c) 方式 3  45 张板材                             (d) 方式 4  9 张板材 

 

    
 

(e) 方式 5  87 张板材                             (f) 方式 6  17 张板材 

 

    
 

(g) 方式 7  51 张板材                           (h) 方式 8  12 张板材 

 
图 7  下料方案图例 
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3.4  算法时间复杂度分析 

算法的效率一般用时间复杂度来衡量，时间

复杂度可以描述算法执行基本运算的次数。对于

CSPCB 问题，基本运算可以看成是一个排样方式

的生成。本文用单纯形法求解线性规划问题，最

坏情况下的时间复杂度是指数级别的，所以需用

排样方式生成算法的时间复杂度来判断算法的优

劣性。对于算法 1.2.1，T(n)=T(n–1)+O(1)=O(n)，

则时间复杂度为 O(MW)；对于算法 1.2.2，背包体

积为 L，物品种类个数为 M，则动态规划算法解决

该问题的时间复杂度为 O(ML)。则排样方式生成

算法 1.2.3 的时间复杂度为 O(ML2)。在随机生成

的 500 个样例的实验中，平均每个问题的计算时

间是 53.526 s。 

CSPCB 是一个 NP 难问题，在有限的时间内

只能得到一个接近最优的解。本文算法相对于其

他算法在时间上没有显著的改善，但是在材料利

用率上有较大的提高。实际生产中，一个生产计

划的下料方案在计算出来之后就不会改变，本文

算法所消耗的时间在可接受的范围之内。 

4  结  论 

本文提出在矩形板材上引入梯形条带排样方

式，可以利用平行四边形排样以获取更高的材料

利用率，同时又可以利用在矩形板材上切割平行

四边产生的直角三角形废料。实现了梯形排样和

平行四边形排样的算法，用于求解实际的板材下

料问题。实验计算结果表明，应用平行四边形条

带和梯形条带组合排样的算法比 T 形排样算法获

得更高的材料利用率；实验结果还证明了毛坯行

数在 3~4 行时材料利用率提高得较为明显，最后

通过实验图给出一个完整的下料解决方案。 
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