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摘要 不完全多视图聚类是通过结合多视图数据的异构不完全特征来获得数据本征结构, 从而提高

聚类性能的一种学习范式. 在实际应用中, 各个视图除了缺失某些完整样本外, 还会受到缺失值与异

常值的影响, 使得大部分传统的不完全多视图聚类方法失效. 为解决上述问题, 本文提出一种基于独

立自表达学习的不完全多视图聚类方法. 该方法通过自表达重构, 补全缺失的特征的同时学习视图独

有的自表达矩阵, 然后为自表达矩阵添加低秩约束, 更好地挖掘本征结构, 并通过引入希尔伯特 – 施

密特独立性准则来衡量不同视图间的差异性. 多个数据集上的实验结果表明, 所提方法在大多数情况

下能取得较对比方法更优的聚类结果.
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1 引言

随着数据分析技术的发展,在很多应用中,数据由不同来源或性质的多种特征组成,称为多视图数

据 [1∼3]. 多视图数据中各个视图的特征通常来源于不同的空间, 其统计性质也存在较大差异, 因此如

何更好地利用多个视图的信息提高数据分析效果引起了广泛的研究兴趣,由此产生的研究方向被命名

为多视图学习 (multi-view learning, MVL). 多视图聚类 [4∼11] (multi-view clustering, MVC) 作为多视

图学习的范式之一, 由于其免除了高昂的数据标注代价, 更好地利用多个视图的信息提高数据分析效

果, 成为近几十年的一个重要研究课题. 然而, 在某些应用场景中, 并不是每个视图都能完整地采集到

所有样本的特征. 例如, 在跨语言文档数据中, 一些文档仅有部分语言的译本; 在采集网页数据时, 部

分网页可能屏蔽了不同的敏感词汇, 导致采集的数据特征出现缺失值. 这种部分视图缺失样本特征信

息的聚类问题 [11∼18] 称为不完全多视图聚类 (incomplete multi-view clustering, IMC).
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根据多视图数据缺失方式的不同, 现有的不完全多视图聚类问题可以分为以下两类: (1) 基于特

征整体缺失的不完全多视图聚类问题; (2) 基于特征任意缺失的不完全多视图聚类问题. 基于特征整

体缺失的不完全多视图聚类问题假设各个视图的不同样本特征是完整缺失的,近年来研究者提出了许

多方法来解决此类问题. Li 等 [19] 基于非负矩阵分解提出了部分多视角聚类方法, 通过将不同视图的

数据矩阵分解到同一个潜在的子空间,在该子空间内不同视图共有部分的数据样本对应相同的低维表

示, 进而获取所有数据的低维表示. Hu 等 [20] 提出双对齐不完全多视图聚类, 通过引入区分存在样本

与缺失样本的 0-1 对角矩阵作为半监督矩阵分解的权重矩阵来学习共有的低维表示, 同时使用 ℓ2,1 范

数降低缺失数据样本的影响. Wang等 [21] 提出了扰动定向的不完全多视图聚类算法,首先在每个视图

上构造不完全图矩阵, 使用图矩阵每个位置确定元素的均值对该位置缺失元素进行填补, 然后通过分

析扰动风险界和各图矩阵融合结果之间的关系学习一个视图共有的图矩阵.

特征任意缺失是指除特征整体缺失情形外, 由于遮挡或信号故障等问题, 各个视图的部分特征缺

失.作为比特征整体缺失更一般的缺失情形,研究者对基于特征任意缺失的不完全多视图聚类问题展开

深入的探索. Xu等 [22] 提出了基于不完整视图的多视图学习方法 (multi-view learning with incomplete

views, MVL-IV), MVL-IV 在每个视图上引入 0-1 指示矩阵区分该视图存在与缺失的特征, 基于各视

图现有的特征学习视图共有的低维表示. Tao 等 [23] 在 MVL-IV 的基础上, 基于无监督情形下类间最

大化准则, 要求所学的共有表示矩阵具有相应的聚类特性. Tao 等 [24] 将基于矩阵分解的不完全多视

图子空间学习方法归纳到同一个学习框架, 并加以改进, 使其能处理视图特征任意缺失的多视图数据.

尽管传统的方法取得了优良的效果, 但是仍然存在以下局限性: (1) 现有基于特征任意缺失的多视图

聚类方法大多通过矩阵分解来获得一个共有的子空间表示,然而多视图数据很少能被一个子空间很好

的描述, 因此传统方法很难学得较好的子空间表示. (2) 现有基于特征任意缺失的多视图聚类方法通

常只考虑到不同视图的一致性, 没有考虑视图间的差异性, 即没有考虑捕捉使不同视图互补的信息.

针对上述问题, 本文提出基于独立自表达学习的不完全多视图聚类方法 (incomplete multi-view

clustering via independent self-representation learning, ISRL). 为了能够处理特征任意缺失的数据且更

清晰地捕捉数据的全局结构, ISRL 基于自表达准则, 同时进行各个视图的自表达矩阵学习以及数据

矩阵补全, 并假定自表达矩阵由低秩的表示矩阵构造而成, 即考虑数据位于多个子空间附近, 因此可

以直接基于表示矩阵获取聚类结果;为了利用不同视图的一致性及差异性信息, ISRL结合各个视图独

有的自表达矩阵, 学习所有视图共有的自表达矩阵, 同时基于希尔伯特 – 施密特独立性准则 (Hilbert-

Schmidt independence criterion, HSIC), 设计了基于互补性信息的视图权重学习机制. 此外, 本文针对

模型对应的优化问题提出了一个高效的交替迭代求解算法. 相比于传统的多视图子空间聚类方法, 该

方法的计算复杂度显著降低,且在多个数据集上的实验结果表明该方法在大多数情况下能取得较对比

方法更优或相当的聚类结果.

本文在第 2 节介绍现有的不完全多视图聚类方法以及多视图自表达聚类方法. 第 3 节介绍本文

提出的 ISRL 方法并给出算法的求解流程. 第 4 节给出算法的收敛性分析及计算复杂度分析. 第 5 节

通过在多个数据集上进行实验来验证 ISRL 方法的有效性. 最后总结全文.

2 相关工作回顾

假设一个多视图数据集的第 v 视图的样本所组成的数据矩阵表示为 X(v) = [x
(v)
1 ; . . . ;x

(v)
n ] ∈

Rn×d(v)

. 当多视图数据面临视图特征任意缺失的问题时, 为了区分各视图的数据矩阵中存在和缺失的

1187



诸葛文章等: 基于独立自表达学习的不完全多视图聚类

表 1 常用符号说明

Table 1 Description of common symbols

Symbol Description Symbol Description

X(v) ∈ Rn×d(v)
The missing data matrix of the v-th view dv The feature dimensions of the v-th view

M (v) ∈ Rn×d(v)
The learned complete data matrix of the v-th view n Data size

Z(v) ∈ Rn×n The self-representation matrix of the v-th view V The numbers of views

Ω(v) ∈ Rn×d(v)
The missing indicating matrix of the v-th view C The numbers of classes

F (v) ∈ Rn×r The representation matrix of the v-th view r The representation dimensions

F ∈ Rn×r The common representation matrix α The view weight vector

特征, 针对每个 X(v) 引入一个指示矩阵 Ω(v) ∈ {0, 1}n×d(v)

, 其第 (i, j) 个元素 Ω
(v)
ij 定义如下:

Ω
(v)
ij =

1, 如果 x
(v)
ij 存在于第 v 个视图,

0, 否则.
(1)

视图特征任意缺失情形下的多视图聚类的目标为将具有特征缺失的 n 个多视图样本数据聚集

成 C 个语义类, 实现不同组的样本分割. 此外, 我们将文中常用的符号表示总结于表 1 中.

在本文中, 我们规定M ∈ Rp×q 的 ℓ2,1 范数为

||M ||2,1 =

p∑
i=1


 q∑

j=1

mij
2

 1
2

 .

在介绍了视图特征任意缺失情形和常用符号说明之后,在下文中首先回顾现有的处理特征任意缺

失情形下的基于矩阵分解的多视图子空间聚类方法,然后回顾针对特征完整的数据设计的基于自表达

的多视图子空间聚类算法.

2.1 特征任意缺失情形下的基于矩阵分解的多视图聚类方法

传统的特征任意缺失情形下的多视图聚类方法 [22∼24] 大多基于矩阵分解, 同时进行各视图的数

据矩阵的补全和潜在子空间的学习. 基于视图特征不完整的数据矩阵 {X(v)}Vv=1, 这类方法学习补全

的数据矩阵 {M (v)}Vv=1, 其中 M (v) ∈ Rn×d(v)

为补全后的 X(v). 同时, 在一个潜在的子空间里分

解 {M (v)}Vv=1, 学习视图共有的低维表示矩阵 F ∈ Rn×r. 这类基于矩阵分解的子空间学习方法的优

化问题可以归纳为如下统一的形式:

min
{M(v),U(v)}V

v=1,F

V∑
v=1

||M (v) − FU (v)||2F +R(F , {U (v)}Vv=1)

s.t. Ω(v) ⊙M (v) = Ω(v) ⊙X(v), U (v) ∈ C(v)
U , (∀v), F ∈ CF , (2)

其中, U (v) ∈ Rd(v)×r 是第 v 个视图的投影矩阵, R(F ,U (v)) 是 F 和 U (v) 的正则项, CF 和 C(v)
U 为 F

和 U (v) 的约束. 在获得 F 之后, 运行 K-均值等聚类方法获取数据的聚类结果. 基于框架 (2), 大多数

基于矩阵分解的不完全多视图聚类方法可以扩展为特征任意缺失情形下的多视图子空间学习方法.
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2.2 特征完全情形下的基于自表达的多视图聚类方法

现有的多视图子空间聚类方法 [6, 8, 9, 25,26] 通常基于各视图的数据矩阵 {X(v)}Vv=1 学习视图独有

的自表达矩阵 {Z(v)}Vv=1, 同时设计正则项使得 {Z(v)}Vv=1 之间存在交互, 现有方法的优化问题可以归

纳为如下统一的形式 [27]:

min
{Z(v)}V

v=1

V∑
v=1

L(X(v),Z(v)X(v)) +R({Z(v)}Vv=1),

s.t. Z(v) ∈ C(v)
Z , (∀v). (3)

其中, L(·, ·) 为重构损失函数, R(·) 为基于不同假设设计的反映 {Z(v)}Vv=1 之间关系的正则化项. 在获

得 {Z(v)}Vv=1 之后, 这些方法通常基于 S =
∑V

v=1(|Z(v)| + |Z(v)|T) 的方式构造视图共有的相似性矩
阵 S.

3 基于独立自表达学习的不完全多视图聚类方法

3.1 目标函数

针对各视图缺失部分特征的数据矩阵 {X(v)}Vv=1, 不完全多视图子空间聚类方法在各视图上进行

自表达重构同时基于自表达的结果对数据矩阵进行补全. 为实现这一目标, 这类方法应同时学习视图

独有的自表达矩阵 {Z(v)}Vv=1以及补全的数据矩阵 {M (v)}Vv=1,其中M (v) ∈ Rn×d(v)

为补全后的X(v).

由于各视图的信息可能是片面且不完整的, 为了结合多个视图的信息取得更好的学习效果, 这类方法

同时学习视图共有的自表达矩阵 Z ∈ Rn×n. 综上, 基于不完整特征的多视图子空间聚类框架的目标

函数形式如下:

min
{M(v),Z(v)}V

v=1,Z

V∑
v=1

L(M (v),Z(v)M (v)) +R({Z(v)}Vv=1,Z),

s.t. Ω(v) ⊙M (v) = Ω(v) ⊙X(v), Z(v) ∈ C(v)
Z , (∀v), Z ∈ CZ , (4)

其中, CZ 是 Z 的约束, 引入正则化项 R({Z(v)}Vv=1,Z) 的目的是使 {Z(v)}Vv=1 和 Z 之间的信息可以

合理的交互, 挖掘视图共有的结构同时修正 {Z(v)}Vv=1 中不准确的信息. 接下来, 本文基于式 (4) 介

绍 ISRL 的具体模型.

以往的多视图子空间聚类方法 [28, 29] 将最小化自表达矩阵的秩作为目标函数的一部分, 当平衡参

数改变时, 这些方法所求得的自表达矩阵的秩往往也会发生改变. 与这些方法不同, 本文提出的 ISRL

方法基于工作 [25,30], 要求 {Z(v)}Vv=1 和 Z 属于集合 zn,n,r, 集合 zn,n,r 的定义如下:

zn,n,r = {FFT : F ∈ Rn×r,FTF = Ir}. (5)

由式 (5) 可知, {Z(v)}Vv=1 和 Z 的秩被固定为 r, 通常情况下, r ≪ min(n, d).

为了降低视图中难以自表达的特征的影响, ISRL采用 ℓ2,1范数度量视图的自表达损失.假定Z(v) =

F (v)(F (v))T 和 Z = FFT, L(M (v),Z(v)M (v)) 的形式如下:

L(M (v),Z(v)M (v)) = ||(M (v) −Z(v)M (v))T||2,1 = ||(M (v))T[In − F (v)(F (v))T]||2,1. (6)
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相比于传统的 Frobenius范数, ℓ2,1 范数更倾向于使得 (M (v))T[In −F (v)(F (v))T]的行为零. 因此本文

的基本假设是特定于特征的, 即如果数据矩阵 M (v) 中的某些特征难以通过自表达矩阵恢复, 此时采

用 ℓ2,1 范数使得模型更加侧重于恢复数据里可以采用自表达描述的特征.

为了设计 {Z(v)}Vv=1 和 Z 之间的合理交互机制, ISRL 让视图独有的自表达矩阵 Z(v) 和视图共

有自表达矩阵 Z 之间以加权线性组合的方式交互信息, 因此,R({Z(v)}Vv=1,Z) 中包含如下部分:

V∑
v=1

αv||Z(v) −Z||2F =
V∑

v=1

αv||F (v)(F (v))T − FFT||2F , (7)

其中 αv 衡量 Z(v) 和 Z 之间交互的重要性. 为了确定 α = [α1, . . . , αV ]
T, ISRL 考虑 {Z(v)}Vv=1 之间

的互补性信息, 给互补信息较多的视图赋予较大的权重. 为实现上述目标, 基于希尔伯特 – 施密特独

立性准则 [31], ISRL使用 HSIC(Z(v),Z(w)) 来衡量 Z(v) 和 Z(w) 之间的独立性. R({Z(v)}Vv=1,Z) 包含

如下部分:

V∑
v=1,w ̸=v

αvαwHSIC(Z(v),Z(w)) + µ||α||22,

s.t. α > 0, αT1V = 1, (8)

其中, µ > 0 为 α 分布的平滑参数, 式 (8) 的约束使得 α 为概率向量, 能够更好地衡量不同视图的重

要程度. 本文使用内积核 K(v) = Z(v)(Z(v))T 来计算 HSIC, 即

HSIC(Z(v),Z(w)) = tr(HK(v)HK(w)), (9)

其中, H = In − 1
n1n1

T
n 为中心化矩阵. 考虑到 Z(v) = F (v)(F (v))T 及约束 (F (v))TF (v) = Ir, 等

式 K(v) = Z(v)(Z(v))T = F (v)(F (v))T 和 HSIC(Z(v),Z(w)) = HSIC(F (v),F (w)) 成立.

通过结合 L(M (v),Z(v)M (v)) 和 R({Z(v)}Vv=1,Z) 的具体形式以及 Z(v) 和 Z 的约束, ISRL 的目

标函数形式如下:

min
Υ

V∑
v=1,w ̸=v

αvαwHSIC(F
(v),F (w)) +

V∑
v=1

αv||F (v)(F (v))T − FFT||2F + µ||α||22

+ λ

V∑
v=1

||(M (v))T[In − F (v)(F (v))T]||2,1,

s.t. Ω(v)⊙M (v) = Ω(v)⊙X(v), (F (v))TF (v) = Ir, FTF = Ir, α > 0, αT1V = 1, (10)

其中, Υ = {{M (v),F (v)}Vv=1,α,F } 收集了 ISRL 的所有变量, λ > 0 为自表达损失和正则损失的平衡

参数. 不同于式 (4) 学习自表达矩阵 {Z(v)}Vv=1 和 Z, ISRL 学习 {F (v)}Vv=1 和 F , 因此 ISRL 不需要

在计算共有的相似性矩阵后通过运行谱聚类获得聚类结果, 可以直接基于 F 获取聚类结果.

3.2 求解算法

由于 ℓ2,1 范数的影响, ISRL 的优化问题 (10) 难以直接求解, 本文采用交替迭代的方式更新 (10)

中的 4 组变量 {M (v)}Vv=1, {F (v)}Vv=1, F 和 α. 基于重加权策略 [32], 在每轮迭代中求解如下替代问题:

min
Υ

λ
V∑

v=1

tr{[In − F (v)(F (v))T]M (v)D(v)(M (v))T[In − F (v)(F (v))T]}+ µ||α||22
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+
V∑

v=1,w ̸=v

αvαwtr(HF (v)(F (v))THF (w)(F (w))T) +
V∑

v=1

αv||F (v)(F (v))T − FFT||2F ,

s.t. Ω(v)⊙M (v) = Ω(v)⊙X(v), (F (v))TF (v) = Ir, FTF = Ir, α > 0, αT1V = 1, (11)

其中, {D(v)}Vv=1 为对角矩阵, D(v) ∈ Rd(v)×d(v)

. 在变量 {M (v)}Vv=1, {F (v)}Vv=1 完成一轮更新后, D(v)

的第 j 个 (j = 1, . . . , d(v)) 对角元素 d(v) 按照如下准则更新:

d
(v)
jj =

1

2||e(v):j ||2
, (12)

其中, e
(v)
:j 为第 v 个视图的自表达误差矩阵 E(v) = [In − F (v)(F (v))T]M (v) ∈ Rn×d(v)

的第 j 列. 在更

新变量 {D(v)}Vv=1 后, 算法依次更新 {M (v)}Vv=1, {F (v)}Vv=1, F 和 α.

固定其他变量, 更新 F (v). 当 {F (w)}w ̸=v, {M (v)}Vv=1, α, F 和 {D(v)}Vv=1 固定时, 问题 (11)转化

为如下关于 F (v) 的子问题:

min
(F (v))TF (v)=Ir

tr[(F (v))TL(v)F (v)], (13)

其中, L(v) = 2αvH[
∑

w ̸=v αwF
(w)(F (w))T]H − λM (v)D(v)(M (v))T − 2αvFFT. 最小化问题 (13) 等价

于如下最大化问题:

max
(F (v))TF (v)=Ir

tr[(F (v))TA(v)F (v)], (14)

其中, A(v) = ρ(v)In −L(v),参数 ρ(v) 为一个足够大的正实数,使得 A(v) 为半正定矩阵. 为加快求解效

率, 算法不直接求解问题 (13) 和 (14) 的最优解, 而是对如下问题进行求解:

max
(F (v))TF (v)=Ir

tr[(F (v))TC(v)], (15)

其中, C(v) = 2ρ(v)InF
(v) − 4αvH[

∑
w ̸=v αwF

(w)(F (w))T]HF (v) + 4αvFFTF (v) + 2λM (v)D(v)

·(M (v))TF (v). 对于优化问题 (14), 假设 C(v) 的紧致奇异值分解为 C(v) = U
(v)
C Σ

(v)
C (V

(v)
C )T, 其

中 U
(v)
C ∈ Rn×r, Σ

(v)
C ∈ Rr×r 且 V

(v)
C ∈ Rr×r. 借鉴文献 [33] 给出了形式相同的问题的优化方法,

我们的子问题 (15) 的最优解为

F (v) = U
(v)
C (V

(v)
C )T. (16)

固定其他变量, 更新 {M (v)}Vv=1. 当 α, F , {D(v)}Vv=1 和 {F (v)}Vv=1 固定时, 问题 (11) 中视图之

间的关系是解耦的, {M (v)}Vv=1 可以通过独立地求解如下 V 个子问题更新:

min
M(v)

tr{[In − F (v)(F (v))T]M (v)D(v)(M (v))T[In − F (v)(F (v))T]},

s.t. Ω(v) ⊙M (v) = Ω(v) ⊙X(v). (17)

基于式 (17), 算法采用梯度下降的方式更新M (v), 即

M (v) = M (v) − ζ(v)∆(M (v)), (18)
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其中, ∆(M (v)) 为式 (18) 的梯度, ζ(v) > 0 为步长. ∆(M (v)) 的计算方式如下:

∆(M (v)) = 2
(
M (v)D(v) − F (v)[(F (v))TM (v)D(v)]

)
⊙ (1n×d(v) −Ω(v)). (19)

根据精确线性搜索, ζ(v) 的值为

ζ(v) = max

(
0,

tr[E(v)D(v)(G(v))T]

tr[G(v)D(v)(G(v))T]

)
, (20)

其中, E(v) = M (v) −F (v)(F (v))TM (v), G(v) = ∆(M (v))−F (v)(F (v))T∆(M (v)). 由于采用精确线性搜

索, 式 (20) 确定的步长确保了按照式 (18) 更新的M (v) 使得式 (17) 的目标函数是不增的.

固定其他变量, 更新 α. 当 F , {D(v)}Vv=1, {F (v)}Vv=1 和 {M (v)}Vv=1 固定时, 问题 (11) 可以转化

成如下关于 α 的最小化问题:

min
α>0,αT1V =1

αTJα+ βTα, (21)

其中, J ∈ RV×V 和 β = [β1, . . . , βV ]
T ∈ RV 分别为基于固定变量计算的矩阵和向量. 矩阵 J 的

第 (v, w) 个元素 jvw 的值为

jvw =

µ, 如果v = w,

HSIC(F (v),F (w)), 其他情形.
(22)

向量 β 中第 v 个元素为 βv = ||F (v)(F (v))T − FFT||2F = 2r − 2tr[(F (v))TFFTF (v)]. 通过选择合理的

参数 µ, J 可以变成半正定矩阵或正定矩阵, 此时问题 (21) 变成了一个较易求解的二次凸规划问题.

固定其他变量, 更新 F . 当 {D(v)}Vv=1, {F (v)}Vv=1, {M (v)}Vv=1 和 α 固定时, 问题 (10) 可以转化

成如下关于 F 的最大化问题:

max
FTF=Ir

tr

{
FT

[
V∑

v=1

αvF
(v)(F (v))T

]
F

}
. (23)

与问题 (14) 的求解相类似, 算法求解以下优化问题更新 F , 更新的 F 使得式 (23) 目标函数是单调不

减的.

max
FTF=Ir

tr(FTC), (24)

其中, C = 2
∑V

v=1 αvF
(v)(F (v))TF . 假设 C 的紧致奇异值分解为 C = UCΣC(VC)

T,其中 UC ∈ Rn×r,

ΣC ∈ Rr×r 和 VC ∈ Rr×r, 问题 (24) 的解为

F = UCV
T
C . (25)

基于上述 5 步, 5 组变量 {F (v)}Vv=1, {M (v)}Vv=1, {S(v)}Vv=1, α, F 和 {D(v)}Vv=1 交替的更新, 所提

算法重复该更新过程直到式 (10) 的目标函数值收敛. 对于初始化问题, ISRL 算法平等地对待各个视

图和特征, 将每个 αv 都初始化为 1/V 且将每个 D(v) 初始化为 Id(v) , 同时在满足约束的基础上随机

地初始化其他变量. 优化问题 (10) 的求解主要步骤总结为算法 1.
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Algorithm 1 Incomplete multi-view clustering via independent self-representation learning (ISRL)

Input: Multi-view data with missing partial features {X(v)}Vv=1, indicating matrix {Ω(v)}Vv=1, clustering number C,

parameters r, µ, and λ.

Initialization: Initialize αv = 1/V , initialize D(v) = Id(v) , initialize F , F (v), and M (v);

1: while not converged do

2: Update the self-representation matrix {F (v)}Vv=1 by Eq. (16);

3: Update the complete data matrix {M (v)}Vv=1 by Eq. (18);

4: Update the weight vector α by Eq. (21);

5: Update the common representation matrix F by Eq. (25);

6: Update the reweighted matrix D(v) by Eq. (12);

7: end while

Output: F , α, {F (v)}Vv=1, {M (v)}Vv=1.

4 理论分析

本节对 ISRL 算法进行系统的分析, 首先分析将自表达矩阵 Z 分解为式 (5) 得到的一些性质, 其

次对算法 1 的收敛性进行分析, 最后分析算法 1 的计算复杂度.

4.1 模型分析

传统的多视图自表达聚类方法通常假设 X(v) = X(v)Z(v), 其目标函数为

min
Z(v)

V∑
v=1

||Z(v)||∗ +R({Z(v)}Vv=1,Z), s.t. X(v) = X(v)Z(v). (26)

然而现实应用的多视图数据通常含有一些异常值和噪声, 强制执行等式约束 X(v) = X(v)Z(v) 可

能不会学得较好的 Z(v),因此我们将等式约束松弛为正则化项.为表现出子表达矩阵 Z(v) 的低秩性和

对称性, 我们约束 Z(v) = F (v)(F (v))T, 其中 F (v) ∈ Rn×r, (F (v))TF (v) = Ir. 即我们的有关变量 F (v)

的多视图模型为 
min

F (v),F

V∑
v=1

L(M (v),M (v)F (v)(F (v))T) +R({F (v)}Vv=1,F ),

s.t. (F (v))TF (v) = Ir, FTF = Ir.

(27)

然而正则化项 R({F (v)}Vv=1,F ) 将视图的自表达矩阵耦合在一起, 为了更清晰地展示分解自表

达矩阵 Z(v) 的性质, 我们令 R({F (v)}Vv=1,F ) = 0, L(M (v),M (v)F (v)(F (v))T) = ||M (v)−M (v)F (v)

·(F (v))T||2F . 即针对于每个视图上的 F (v), 其对应的优化问题为

min
F (v)TF (v)=Ir

||M (v) −M (v)F (v)(F (v))T||2F . (28)

定理1 假设数据矩阵M (v) 的奇异值分解 (singular value decomposition, SVD)为M (v)=UΣV T,

则目标函数 (28)有唯一的闭式解 F (v) = Vr,对应的目标函数值为
∑n

i=r+1 δ
2
i ,其中 δi为数据矩阵M (v)

的第 i 个特征值.

证明 首先将式 (28) 进行转化

min
F (v)TF (v)=Ir

||M (v) −M (v)F (v)(F (v))T||2F
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= min
F (v)TF (v)=Ir

tr((M (v))TM (v) − (F (v))T(M (v))TM (v)F (v)). (29)

假设数据矩阵M (v) 的奇异值分解为M (v)=UΣV T, 上述问题 (29) 的解等价于如下问题:

max
F (v)TF (v)=Ir

tr((F (v))TV ΣTΣV TF (v)). (30)

根据主成分分析理论 (principal component analysis, PCA),问题 (29)具有唯一的闭式解 F (v) = Vr.

从而问题 (29) 的目标函数值为

tr((M (v))TM (v) − (F (v))T(M (v))TM (v)F (v)) = tr(V ΣTΣV T − Vr
TV ΣTΣV TVr) =

n∑
i=r+1

δ2i . (31)

4.2 收敛性分析

为证明算法 1 的收敛性, 本文首先介绍如下引理 [34].

引理1 对任意的非 0 向量 a, b ∈ Rm, 有如下不等式成立:

||a||2 −
||a||22
2||b||2

6 ||b||2 −
||b||22
2||b||2

. (32)

定理2 按照算法 1 的迭代规则, 随着算法迭代次数的增加, ISRL 的目标函数 (10) 单调不增, 直

至收敛. 此时算法 1 达到问题 (10) 的一个平稳点.

证明 将每次迭代中更新的 F (v),M (v), α和 F 分别表示为 F̃ (v), M̃ (v), F̃ 和 α̃. 令 G(M (v),F (v))

= λtr{[In − F (v)(F (v))T]M (v)D(v)(M (v))T[In − F (v)(F (v))T]} 及 R({F (v)}Vv=1,F ) =
∑V

v=1 αv||F (v)

·(F (v))T −FFT||2F +
∑V

v=1,w ̸=v αvαwtr(HF (v)(F (v))THF (w)(F (w))T)+µ||α||22. 式 (11)优化问题的目

标函数可以写成 R({F (v)}Vv=1,F ,α) +
∑V

v=1 G(M (v),F (v)).

首先,文献 [33]中给出了与本文中形式一致的优化问题 (23)的算法和详细的收敛性证明,可以得

到 {F (v)}Vv=1 依次更新后, 式 (11) 的目标函数单调不增; M (v) 基于精确线性搜索的梯度下降法更新,

因此式 (11) 的目标函数进一步降低; 更新的 α 为对应子问题的最优解, 目标函数单调不增; F 的更新

与 {F (v)}Vv=1 的更新类似. 综上可得出

V∑
v=1

G(M (v),F (v)) +R({F (v)}Vv=1,F ,α) >
V∑

v=1

G(M (v), F̃ (v)) +R({F̃ (v)}Vv=1,F ,α)

>
V∑

v=1

G(M̃ (v), F̃ (v)) +R({F̃ (v)}Vv=1,F ,α) >
V∑

v=1

G(M̃ (v), F̃ (v)) +R({F̃ (v)}Vv=1,F , α̃)

>
V∑

v=1

G(M̃ (v), F̃ (v)) +R({F̃ (v)}Vv=1, F̃ , α̃). (33)

令 Ẽ(v) = [In − F̃ (v)(F̃ (v))T]M̃ (v), 结合 {D(v)}Vv=1, 其中 d
(v)
ii = 1/(2||e(v):j ||2), 由式 (33) 可以推导出

λ
V∑

v=1

d(v)∑
j=1

||ẽ(v):j ||22
2||e(v):j ||2

+R({F̃ (v)}Vv=1, F̃ , α̃) 6 λ
V∑

v=1

d(v)∑
j=1

||e(v):j ||22
2||e(v):j ||2

+R({F (v)}Vv=1,F ,α), (34)

其中, ẽ
(v)
:j 为 Ẽ(v) 的第 j 列. 由引理 1 可知

λ
V∑

v=1

d(v)∑
j=1

||ẽ(v):j ||2 − λ
V∑

v=1

d(v)∑
j=1

||ẽ(v):j ||22
2||e(v):j ||2

6 λ
V∑

v=1

d(v)∑
j=1

||e(v):j ||2 − λ
V∑

v=1

d(v)∑
j=1

||e(v):j ||22
2||e(v):j ||2

. (35)
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将式 (34) 和 (35) 相加后, 可以得到

V∑
v=1

||(Ẽ(v))T||2,1 +R({F̃ (v)}Vv=1, F̃ , α̃) 6
V∑

v=1

||(E(v))T||2,1 +R({F (v)}Vv=1,F ,α). (36)

式 (10) 可以简写为
∑V

v=1 L(M (v),F (v)) + R({F (v)}Vv=1,F ,α), 其中函数 L(M (v),F (v)) = λ

·||(M (v))T[In−F (v)(F (v))T]||2,1 = ||(E(v))T||2,1. 将算法 1收敛后的 F (v), M (v), α和 F 分别记为 F̂ (v),

M̂ (v), α̂ 和 F̂ , 基于梯度下降法的性质可知, {{F̂ (v),M̂ (v)}Vv=1, α̂, F̂ } 满足优化问题 (11) 的 KKT

(Karush-Kuhn-Tucker)条件.又优化问题 (10)和 (11)的 KKT条件相同,因此 {{F̂ (v),M̂ (v)}Vv=1, α̂, F̂ }
满足 (10) 达到平稳点的 KKT 条件.

4.3 时间复杂度分析

算法 1 采用交替迭代的方式求解问题 (10), 在每次迭代中, 更新 {F (v)}Vv=1 的计算复杂度为

O(V 2nr2+V 2nr+V nd+V ndr+V nr2+V r3);更新 {M (v)}Vv=1 和 {D(v)}Vv=1 的计算复杂度为 O(V nd+

V ndr); 更新 α 的计算复杂度为 O(V 3τ), 其中 τ 为求解问题 (21) 的迭代次数; 更新 F 的计算复杂度

为 O(V nr2 + r3). 通常 r ≪ min(n, d) 且 V ≪ min(n, d), 因此算法 1 的计算复杂度为 O(V ndrT ), 其

中 T 是算法 1 的迭代次数.

5 实验

本节通过实验对 ISRL 算法进行系统的评估. 本文首先将 ISRL 与相关聚类方法在 6 个数据集上

进行不同缺失特征比例下的聚类效果对比,然后给出 ISRL目标函数的收敛性曲线并研究参数对 ISRL

性能的影响, 最后给出 ISRL 的计算时间分析.

5.1 实验设定

数据集. 对比实验在 6 个数据集上进行, 分别为 MSRC-v1, Ionosphere, NNSpt, Protein, WebKB,

以及 Digits. 本文于表 2 中对这 6 个数据集的特征类型进行简要总结, 并对每个数据集进行具体描述.

(1) MSRC-v11)数据集由属于 8 类的 240 张照片组成, 每类有 30 张照片. 背景类的图片被剔除,

剩余的自行车、人脸、汽车、牛、树、建筑和飞机这 7 类图片组成数据集, 仍命名为 MSRC-v1.

(2) Ionosphere2)数据集由 351个电离层数据组成,这些数据被分为两类: 225个 “好”示例和 126个

“坏” 示例.

(3) NNSpt3)数据集由 840 张图片组成, 这些图片属于两类: 420 张 NBA 图片和 420 张 NASCAR

图片.

(4) Protein4)数据集由 629 个酵母蛋白质数据组成, 这些酵母蛋白质数据被分为 2 类: 497 个膜蛋

白质和 132 核糖体蛋白质.

(5) WebKB5)数据集由从 4所大学的网站收集的 1051个网页文本数据组成,这些网页文本数据被

分为两类: 230 个课程网页数据以及 821 个非课程网页数据.

1) https://www.microsoft.com/en-us/research/project/.

2) http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Ionosphere.

3) http://www.cst.ecnu.edu.cn/∼slsun/software/MvLapSVMcode.zip.

4) https://noble.gs.washington.edu/proj/sdp-svm/.

5) http://www.cs.cmu.edu/afs/cs/project/theo-11/www/wwkb/.
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表 2 6 个真实多视图数据集的简要特征描述

Table 2 A brief feature description of six real multi-view datasets

View MSRC-v1 Ionosphere NNSpt Protein WebKB Digits

1 LBP(256) View1(34) GRAY(1024) FFT(4910) View1(2949) FOU(76)

2 HOG(100) PCA(25) TFIDF(296) FAC(216) View2(334) GE(441)

3 CENTRIST(1302) Pfam(3735) KAR(64)

4 GIST(512) PIX(240)

5 CMT(48) ZER(47)

6 SIFT(200) MOR(6)

(6) Digits6)数据集由 0∼9 这 10 类数字手写体图片组成, 每类 200 张, 共计 2000 张图片.

上述 6 个数据集本身具有完整的特征, 为了模拟特征人员缺失情形下的学习场景, 实验删除一定

比例的特征生成不完整的数据. 具体来说,本文基于一个概率来移除每个 x
(v)
ij ,该概率可以被视为数据

特征的缺失比例 (incomplete ratio, IR), 在实验中, IR 从 0% 到 50% 以 10% 的步长进行变动. 在生成

具有不同缺失特征比例的多视图数据后, 本次实验将各视图数据矩阵的每个特征的值归一化到 [0, 1]

之间.

对比方法. 在实验中, 将本文提出的 ISRL 方法与如下 5 种方法进行对比: 不完全多视图学

习 (MVL-IV) [22], 多视图潜在子空间聚类 (latent multi-view subspace clustering, LMSC) [27], 基于块对

角表示的不完全多视图学习 (incomplete multi-view learning with block diagonal representation, IML-

BDR) [24],双对齐不完全多视图聚类 (doubly aligned incomplete multi-view clustering, DAIMC) [20],低秩

张量约束的多视图子空间聚类 (low-rank tensor constrained multi-view subspace clustering, LTMSC) [6],

一致和独有的多视图子空间聚类 (consistent and specific multi-view subspace clustering, CSMSC) [29].

DAIMC 原本是针对不完全多视图数据设计的, 本实验基于式 (2) 将其扩展为能处理特征随机缺失的

多视图数据的方法. LMSC, LTMSC 和 CSMSC 是针对特征完整的多视图数据设计的方法, 本次实验

首先使用基于深度矩阵分解的补全方法 (matrix completion by deep matrix factorization, DMF) [35] 对

各视图的数据矩阵进行补全. MVL-IV, DAIMC, IML-BDR和 ISRL直接学习数据的低维表示, LSMC,

LTMSC 和 CSMSC 在构造自表达矩阵后, 通过谱嵌入学习低维表示, 最后在各方法的共有低维表示

上运行 K-means 去获取数据的聚类结果. 方法代码在处理器为 Intel(R) Xecon(R) CPU E3-1245 v3

(3.4 GHz), 内存为 32 GB 以及操作系统为 Windows 10 的工作站上运行, 平台为 MATLAB R2017a.

参数设定. 在验证实验中, 各方法的参数都是通过网格搜索的方式确定的, 记录最优参数组合

下的聚类结果. 对比方法的参数搜索范围是根据各自的论文确定的, 代码是从其作者主页下载的. 对

于 ISRL, λ在 {10−1, 1, 101, 102, 103, 104}内调节, r在 {1C, 2C, 3C, 4C, 5C, 6C}内调节, µ在 {r, 100.5r,
10r} 内调节. 本次实验所有采用交替下降求解策略的方法的停止准则为

J(t− 1)− J(t)

J(t− 1)
< 10−4, (37)

其中, J(t) 是第 t 次迭代中的目标函数值.

评价准则.为衡量聚类效果,实验使用两种聚类评价准则,分别为聚类准确率 (clustering accuracy,

ACC) 和标准化互信息 (normalized mutual information, NMI). 在每个数据集上, 基于各缺失比例独立

地制造 10 个特征缺失的多视图数据, 运行各方法后, 报告平均结果及标准差 (STD).

6) https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Multiple+Features.
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5.2 聚类结果对比

表 3和 4分别报告了 6个数据集上不同特征缺失比例 IR下各方法的聚类 ACC和 NMI结果.最

优结果加粗, 符号 ‘•/⊙ /◦’ 表示置信度 95% 情况下 ISRL 较对比方法 “优/平/差”.

从表 3 和 4 中的结果可以看出:

(1) 对比基于矩阵分解的多视图子空间学习方法和结合补全方法的多视图子空间聚类方法, 在一

些数据集如 MSRC-v1 上, 3 个多视图子空间学习方法的聚类效果大多数情况下优于 3 个多视图子空

间聚类方法; 在另一些数据集例如 Digits 上, 3 个多视图子空间聚类方法的聚类效果大多数情况下优

于 3 个多视图子空间学习方法. 这可能是由于不同类别的方法适合不同的数据集导致的.

(2)将MVL-IV, DAIMC和 IML-BDR 3个方法进行对比, IML-BDR在MSRC-v1, NNSpt, Protein,

以及 WebKB 数据集上的性能优于其他两个方法, 而 DAIMC 在 Digits 数据集上的聚类效果更好. 类

似的现象存在于 LMSC, CSMSC 和 LTMSC 方法的对比中, 例如, CSMSC 在 MSRC-v1, NNSpt 数据

集上的取得了更好的聚类效果, LTMSC 在 Digits 数据集上性能更好, LMSC 在 Protein 和 WebKB 数

据上的某些缺失比例下实现了优于其他两个方法的结果. 这可能是因为这些方法虽然属于同类方法,

但是由于采用不同的范数、正则化项或约束, 这使得它们擅长处理某些特定的数据.

(3) 随着缺失比例 IR 的增加, 大多数情况下各方法取得的聚类效果是降低的, 这种下降可能是由

于缺失信息的增多导致的. 在这些实验结果中, CSMSC 在 Protein 数据集上的结果是一个明显的例

外, 随着缺失比例的提高, CSMSC 取得了更好的聚类结果, 这种现象可能是由于随着 IR 增加, DMF

在补全数据矩阵时可以更有效地去除数据噪声导致, 从而使得 CSMSC在去噪的数据上展现更好的聚

类性能. 此外, 在 NNSpt 数据数据集上, LTMSC 的效果随着缺失比例的提高先升后降. 对于 LTMSC

方法来说, 出现这种情形的原因可能是当 IR 较低时, DMF 补全起到了去噪的效果; 而当 IR 较高时,

DMF 补全产生的偏差导致 LTMSC 性能再次降低.

(4) 在 ACC 和 NMI 两种聚类指标下, 本文提出的 ISRL 方法在大多数情况下实现了比其他方法

更优或相当的聚类结果. 这可能是因为 ISRL 结合了数据矩阵补全与自表达学习的过程, 蕴含视图共

有和独有的自表达矩阵共同学习机制, 使各视图的信息能更合理的交互.

5.3 收敛性实验

为了验证算法 1 的收敛性, 图 1 绘制了 IR = 20% 的 3 个数据集上 ISRL 目标函数 (10) 的收敛

曲线. 对于 ISRL 算法, r 被设定为 3C, λ 被固定为 103, β 被设定为 10r. 如图 1 所示, 在 3 个数据集

上, 随着迭代次数的增加, 式 (10) 的目标函数单调不增. 算法 1 在 50 步内使得式 (10) 的目标函数值

收敛到一个固定的值, 这表明算法 1 的收敛速度还是较快的.

5.4 参数影响分析

本文接下来分析参数对 ISRL性能的影响. ISRL方法有 3个参数, r 在 {C, 2C, 3C, 4C, 5C, 5C}范
围内调节, λ 在 {10−1, 1, 101, 102, 103, 104} 范围内调节, µ 在 {r, 100.5r, 10r} 范围内调节. 实验选取的

两个数据集为 MSRC-v1和 Ionosphere, 缺失比例 IR被固定为 20%. 图 2绘制了两个数据集上不同参

数组合下的 ISRL聚类 ACC结果.从图 2中的结果可以看出: µ需要设定为合适的值, ISRL才能通过

调节 r 和 λ 实现较好的性能. 当 µ 固定为合适的值后, 在 MSRC-v1 数据集上, ISRL 的性能主要受 r

的影响, 在 Ionosphere 数据集上, ISRL 的性能主要受 λ 的影响. ISRL 在两个数据集上的最优参数组

合不同, 其原因是 ISRL 的最优参数组合是由数据特性决定的.
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表 3 各算法在 6 个公开数据集上不同缺失特征比例下的聚类 ACC 对比 (均值 (标准差))

Table 3 ACC comparison (AVE(STD)) of all algorithms in six data sets at different missing feature ratios IR

IR = 0% IR = 10% IR = 20% IR = 30% IR = 40% IR = 50%

Algorithm MSRC-v1

MVL-IV 84.0(10.5)• 86.1(9.7)• 89.3(8.3)• 85.6(8.7)• 86.0(6.7)• 89.3(6.0)•
DAIMC 91.4(4.5)• 90.3(3.8)• 90.3(4.3)• 88.7(4.0)• 87.5(4.8)• 86.8(3.0)•

IML-BDR 98.0(0.9)⊙ 98.2(0.6)⊙ 97.1(1.3)• 96.4(1.2)⊙ 96.0(1.6)⊙ 94. (1.5)•
LMSC 72.2(5.6)• 71.2(3.6)• 67.7(6.4)• 69.7(4.8)• 65.7(4.9)• 64.4(3.1)•
LTMSC 64.1(1.5)• 44.0(4.2)• 36.8(4.1)• 29.3(4.6)• 32.4(3.6)• 28.9(3.0)•
CSMSC 83.4(0.2)• 82.7(3.7)• 87.7(5.2)• 82.5(4.4)• 84.1(5.7)• 82.9(3.3)•
ISRL 98.0(0.3) 98.0(0.3) 98.0(0.4) 97.3(0.5) 96.6(1.0) 95.6(1.5)

Algorithm Ionosphere

MVL-IV 81.5(6.1)• 79.0(5.6)• 76.7(7.4)• 75.0(7.0)• 71.3(4.7)• 70.5(3.3)•
DAIMC 73.2(9.0)• 70.5(8.3)• 66.3(4.0)• 66.7(2.8)• 66.5(3.6)• 65.7(2.0)•

IML-BDR 75.8(3.5)• 74.8(3.0)• 73.8(3.4)• 73.7(3.8)• 75.7(5.1)• 76.3(3.4)⊙
LMSC 78.3(3.7)• 75.2(4.4)• 79.3(4.9)• 80.1(6.9)• 77.3(3.7)• 74.8(3.3)•
LTMSC 53.3(0.0)• 79.6(1.7)• 77.9(2.9)• 82.1(4.7)• 78.7(4.9)⊙ 78.1(4.4)⊙
CSMSC 72.6(0.0)• 75.0(1.2)• 75.2(1.4)• 75.3(1.1)• 74.2(0.9)• 72.4(1.1)•
ISRL 100.0(0.0) 97.3(0.5) 93.4(1.3) 89.0(1.7) 82.5(2.9) 77.7(1.7)

Algorithm NNSpt

MVL-IV 83.2(12.4)• 78.9(17.1)• 88.3(12.7)• 84.8(13.8)• 88.5(8.8)• 91.6(1.3)•
DAIMC 69.9(4.0)• 68.3(1.0)• 68.2(1.3)• 70.0(3.1)• 70.4(1.6)• 72.4(8.5)•

IML-BDR 94.2(0.4)• 94.0(0.6)• 94.1(0.4)• 94.3(0.4)• 93.3(0.5)• 92.4(1.3)•
LMSC 67.0(2.9)• 71.4(1.4)• 72.3(1.7)• 70.5(1.0)• 69.6(1.7)• 67.2(3.9)•
LTMSC 50.1(0.0)• 54.9(15.1)• 93.1(15.1)⊙ 83.4(23.0)⊙ 59.8(20.2)• 50.1(0.0)•
CSMSC 99.3(0.0)◦ 99.3(0.2)◦ 99.4(0.2)◦ 99.4(0.2)◦ 99.3(0.2)◦ 99.2(0.3)⊙
ISRL 98.9(0.0) 99.0(0.1) 99.0(0.3) 99.1(0.2) 98.9(0.2) 99.0(0.2)

Algorithm Protein

MVL-IV 94.5(1.2)• 94.7(1.4)• 93.6(2.3)• 90.2(4.9)• 88.5(5.7)• 87.3(6.2)•
DAIMC 87.9(1.6)• 87.2(1.8)• 87.5(1.6)• 88.4(3.6)• 87.7(3.0)• 89.3(4.3)•

IML-BDR 95.6(0.5)• 95.8(0.7)• 95.3(0.7)• 95.0(1.4)• 94.7(1.8)• 93.5(2.2)•
LMSC 84.5(1.7)• 83.5(3.6)• 83.7(2.8)• 83.2(3.2)• 86.5(4.7)• 86.5(3.2)•
LTMSC 78.9(0.0)• 78.9(0.1)• 79.0(0.2)• 79.0(0.2)• 79.0(0.2)• 79.0(0.2)•
CSMSC 76.5(0.0)• 76.5(0.0)• 76.6(1.5)• 87.9(1.2)• 94.6(1.1)• 98.3(0.4)⊙
ISRL 99.1(0.3) 98.9(0.3) 98.6(0.4) 98.3(0.7) 98.2(0.5) 98.1(0.4)

Algorithm WebKB

MVL-IV 91.5(3.3)• 84.3(4.5)• 81.1(1.1)• 81.4(1.4)• 81.1(0.7)• 80.4(1.0)•
DAIMC 88.7(5.5)• 86.9(7.5)• 83.7(7.3)• 85.3(7.3)• 78.4(8.4)• 78.3(6.5)•

IML-BDR 91.5(1.9)• 92.0(1.8)• 91.4(1.9)• 91.2(1.5)• 91.4(1.3)• 89.6(1.7)•
LMSC 90.0(5.5)• 81.4(9.4)• 79.5(8.7)• 78.0(12.6)• 75.3(6.0)• 68.8(3.6)•
LTMSC 77.9(0.0)• 78.0(0.0)• 78.0(0.0)• 78.0(0.0)• 78.1(0.1)• 78.0(0.0)•
CSMSC 78.0(0.0)• 80.4(4.3)• 81.3(6.9)• 78.6(10.8)• 85.3(7.6)• 77.8(7.5)•
ISRL 96.4(0.1) 96.0(0.3) 95.4(0.4) 94.9(0.6) 93.8(0.6) 92.5(0.5)

Algorithm Digits

MVL-IV 78.2(11.2)• 79.0(9.6)• 81.0(5.8)• 76.9(5.3)• 79.3(7.2)• 83.1(6.0)•
DAIMC 86.7(5.9)• 91.9(2.7)• 89.4(5.0)• 89.3(4.7)• 91.1(3.4)⊙ 90.6(4.4)⊙

IML-BDR 76.9(4.1)• 80.3(2.5)• 77.9(1.7)• 77.2(2.6)• 74.9(2.5)• 70.0(3.2)•
LMSC 82.4(4.7)• 84.8(5.0)• 84.0(5.0)• 85.7(5.5)• 88.1(4.2)• 86.6(4.7)•
LTMSC 91.3(0.0)• 93.2(1.5)⊙ 93.1(1.1)• 92.6(1.4)⊙ 91.7(1.1)• 87.2(4.9)•
CSMSC 88.9(0.0)• 90.6(0.6)• 90.9(0.7)• 81.8(3.9)• 77.1(7.5)• 72.4(4.2)•
ISRL 94.8(0.6) 94.2(0.5) 94.4(0.8) 93.6(0.9) 93.0(0.8) 92.8(0.7)
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表 4 各算法在 6 个数据集上不同缺失特征比例 IR 下的聚类 NMI 对比 (均值 (标准差))

Table 4 NMI comparison (AVE(STD)) of all algorithms in six data sets at different missing feature ratios IR

IR = 0% IR = 10% IR = 20% IR = 30% IR = 40% IR = 50%

Algorithm MSRC-v1

MVL-IV 79.9(10.2)• 82.0(8.7)• 84.9(6.8)• 80.4(8.6)• 80.2(5.9)• 82.6(7.0)•
DAIMC 85.8(5.0)• 85.1(3.9)• 83.7(6.0)• 81.2(5.1)• 82.0(4.6)• 78.5(3.6)•

IML-BDR 96.0(1.9)⊙ 96.4(1.1)⊙ 94.4(2.2)⊙ 93.0(2.0)⊙ 92.3(2.8)⊙ 89.5(2.6)⊙
LMSC 65.3(7.0)• 65.6(5.5)• 61.9(3.7)• 59.2(5.7)• 57.1(4.5)• 56.2(2.8)•
LTMSC 64.3(0.8)• 44.9(2.3)• 37.3(3.2)• 26.6(5.4)• 28.2(4.8)• 21.4(3.4)•
CSMSC 80.6(0.3)• 78.4(3.6)• 81.4(4.6)• 75.9(2.9)• 77.4(5.2)• 74.9(3.2)•
ISRL 95.9(0.5) 95.8(0.5) 95.7(0.9) 94.1(1.0) 93.0(1.6) 91.1(2.6)

Algorithm Ionosphere

MVL-IV 30.9(13.0)• 26.5(14.4)• 21.6(12.0)• 22.4(16.2)• 13.3(5.8)• 11.5(5.2)•
DAIMC 19.0(17.3)• 15.3(12.2)• 8.6(6.8)• 8.1(2.5)• 7.6(3.7)• 6.1(1.9)•

IML-BDR 21.4(6.2)• 20.0(7.3)• 19.5(7.2)• 16.7(7.2)• 20.2(8.0)• 19.5(5.9)⊙
LMSC 35.4(3.8)• 24.8(9.8)• 32.8(8.8)• 35.5(9.6)• 28.2(5.2)⊙ 25.1(8.7)⊙
LTMSC 15.9(0.0)• 37.8(2.8)• 36.4(4.2)• 42.9(8.2)⊙ 37.9(6.8)⊙ 36.0(5.3)◦
CSMSC 16.7(0.0)• 22.9(3.2)• 23.7(4.0)• 23.8(3.1)• 21.1(2.0)• 17.0(2.4)•
ISRL 99.7(0.8) 81.5(2.9) 63.8(5.6) 48.2(5.1) 30.9(6.4) 21.5(3.0)

Algorithm NNSpt

MVL-IV 42.0(24.4)• 37.5(30.7)• 55.1(19.9)• 46.9(25.4)• 52.5(16.8)• 58.6(4.4)•
DAIMC 12.5(5.5)• 10.1(1.2)• 10.0(1.7)• 13.2(6.5)• 13.3(3.5)• 19.5(17.4)•

IML-BDR 68.1(1.5)• 67.2(2.3)• 67.9(1.7)• 68.7(1.6)• 64.8(1.7)• 61.7(4.6)•
LMSC 11.3(2.2)• 14.3(1.8)• 16.2(3.5)• 12.8(1.3)• 11.9(2.5)• 10.0(4.1)•
LTMSC 1.0(0.0)• 9.5(26.7)• 77.4(26.9)⊙ 59.8(40.7)• 18.3(36.1)• 1.1(0.2)•
CSMSC 94.1(0.0)◦ 94.7(1.6)◦ 94.9(1.5)◦ 94.9(1.4)◦ 94.3(1.2)◦ 93.7(2.4)⊙
ISRL 92.0(0.0) 92.2(0.5) 92.4(1.7) 93.1(1.3) 91.7(1.1) 92.6(1.0)

Algorithm Protein

MVL-IV 62.2(3.1)• 63.8(4.3)• 61.9(5.9)• 51.2(17.7)• 45.1(22.9)• 43.8(23.9)•
DAIMC 42.0(4.4)• 42.0(5.3)• 41.7(6.1)• 46.1(11.3)• 42.1(11.1)• 46.2(13.4)•

IML-BDR 67.0(2.6)• 69.2(3.2)• 67.5(3.2)• 67.5(5.8)• 67.3(6.4)• 63.3(6.6)•
LMSC 34.9(4.2)• 35.4(4.9)• 38.4(4.6)• 36.1(3.7)• 44.7(10.0)• 44.7(9.2)•
LTMSC 0.5(0.0)• 0.5(0.1)• 1.4(1.3)• 1.8(1.4)• 1.8(1.4)• 1.3(1.3)•
CSMSC 2.5(0.0)• 2.5(0.0)• 34.9(1.7)• 50.1(2.0)• 67.6(4.3)• 84.4(2.7)⊙
ISRL 91.3(2.2) 89.7(2.2) 88.0(3.3) 85.7(4.4) 85.1(3.5) 83.9(3.2)

Algorithm WebKB

MVL-IV 51.4(13.2)• 27.1(16.7)• 15.9(2.7)• 16.4(3.1)• 15.1(1.8)• 12.3(2.0)•
DAIMC 41.3(16.0)• 38.0(19.0)• 28.2(14.1)• 32.9(16.0)• 17.7(16.8)• 12.7(14.4)•

IML-BDR 50.5(7.4)• 52.6(6.9)• 50.2(7.4)• 49.2(6.1)• 49.6(5.0)• 40.8(6.7)•
LMSC 46.7(12.2)• 30.4(17.3)• 27.7(14.8)• 25.9(16.3)• 11.5(7.7)• 3.2(2.8)•
LTMSC 0.6(0.0)• 0.4(0.0)• 0.4(0.0)• 0.4(0.0)• 0.8(0.8)• 0.4(0.1)•
CSMSC 0.4(0.0)• 11.3(17.8)• 25.7(17.2)• 29.1(11.7)• 35.0(12.8)• 15.1(12.4)•
ISRL 75.4(0.4) 72.9(1.3) 69.0(2.6) 66.6(3.2) 60.9(3.2) 54.6(2.8)

Algorithm Digits

MVL-IV 69.1(11.8)• 70.2(9.4)• 72.2(5.3)• 68.6(6.7)• 70.5(6.4)• 73.2(6.3)•
DAIMC 82.3(4.1)• 85.8(1.8)• 84.5(2.8)• 84.4(2.7)• 85.6(1.7)⊙ 85.8(2.2)⊙

IML-BDR 70.9(3.2)• 72.8(1.9)• 70.6(1.7)• 69.0(2.1)• 65.9(3.0)• 60.1(2.4)•
LMSC 79.1(2.0)• 78.3(2.4)• 78.9(2.2)• 79.8(2.5)• 80.6(1.8)• 79.6(1.8)•
LTMSC 86.6(0.0)• 88.3(1.5)⊙ 87.8(1.3)⊙ 86.8(1.7)⊙ 85.4(1.2)• 81.9(1.8)•
CSMSC 83.1(0.1)• 84.5(0.8)• 84.7(0.8)• 83.5(1.2)• 79.5(2.1)• 79.2(1.4)•
ISRL 89.8(0.6) 88.9(0.6) 88.8(1.0) 87.8(1.0) 86.6(1.2) 85.9(0.8)
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图 1 (网络版彩图) ISRL 的收敛曲线

Figure 1 (Color online) The convergence curve of ISRL. (a) MSRC-v1; (a) Ionoshpere; (c) NNSpt

5.5 计算时间分析

为了验证 ISRL 的计算效率, 表 5 报告了 ISRL 及其对比方法在 6 个数据集上的运行时间. 实

验设定缺失比例为 20%, 并基于预先确定的参数将每个方法运行 20 次后取平均时间. 此外, 由于对

比方法 LMSC, LTMSC 与 CSMSC 不能直接处理缺失数据, 因此实验将矩阵补全所花费的时间也加

入对应算法之中. 从表 5 可以看出, 在 Ionosphere 数据集上 ISRL 不如 MVL-IV 和 DAIMC, 这可能

是由于 Ionosphere 为小数据集, 数据个数并不是影响计算复杂度的主要因素. 在较大的数据集上, 例

如 Digits 上, 本文提出的 ISRL 方法计算时间方面优势更加明显, 这验证了 ISRL 的线性计算复杂度

的有效性.

6 结束语

针对无标注且视图特征任意缺失情形下的多视图聚类问题,本文研究如何同时进行数据补全和多

视图子空间聚类,设计了可行的改造方式,提出了基于独立自表达学习的不完全多视图聚类方法 ISRL.

ISRL 在每个视图上基于自表达重构对数据进行补全的同时, 学习一个视图共有的自表达矩阵使得各

个视图的信息可以交互. 不同于传统方法, ISRL 并不显式地计算自表达矩阵, 而是基于低秩假设, 学

习反映自表达矩阵潜在结构的表示矩阵. 为了区分视图的不同重要性, ISRL 设计了一个考虑视图互
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图 2 ISRL 对参数 µ, r 和 λ 的敏感度分析

Figure 2 The sensitivity analysis of ISRL with parameters µ, r and λ. (a) MSRC-v1: µ = r; (b) MSRC-v1: µ = 100.5r;

(c) MSRC-v1: µ = 10r; (d) Ionosphere: µ = r; (e) Ionosphere: µ = 100.5r; (f) Ionosphere: µ = 10r

表 5 ISRL 及其对比方法在 6 个数据集上的运行时间 (s)

Table 5 Average runtime comparison (s) on 6 datasets

Dataset MVL-IV DAIMC IML-BDR LMSC LTMSC CSMSC ISRL

MSRC-v1 1.1582 6.0947 0.7913 1.7175 3.6664 1.0469 0.3576

Ionosphere 0.0315 0.0812 0.6358 1.5895 1.5703 0.1344 0.1261

NNSpt 1.7509 3.1533 4.5344 9.5049 13.8337 1.2181 0.4306

Protein 4.3931 510.2782 6.4285 13.4356 27.5087 6.3576 2.0101

WebKB 3.8727 32.5769 7.7573 18.6160 31.1849 4.3133 1.2825

Digits 3.5635 3.3618 100.0725 93.4729 326.9522 5.2347 0.7072

补性的视图权重学习机制.此外, 本文针对 ISRL的优化问题提出了一个高效的求解算法, 设计了相应

的实验对 ISRL 算法的有效性进行了验证. 在未来的研究中, 拟从以下两方面来继续深入本文的工作:

(1)在已有理论的基础上,尝试直接分析 ISRL算法的整体目标函数的解的性质; (2)考虑深入分析 ℓ2,1

对 ISRL 算法的影响及其隐含的运行机理.
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Abstract Incomplete multi-view clustering is a learning paradigm that combines heterogeneous and incomplete

characteristics of multi-view data to obtain data structure and improve clustering performance. In practical

application, each view will also be affected by missing values and outliers, in addition to missing some complete

samples, which makes most traditional incomplete multi-view clustering methods ineffective. An incomplete multi-

view clustering method based on independent self-presentation learning is proposed to solve the above issue. The

proposed method fills in the missing features and learns the unique self-presentation matrix of each view using

self-representation reconstruction. Then, to better mine the structure, low-rank constraints are added to the

self-presentation matrix, and the diversity among different views is measured by introducing the Hilbert-Schmidt

independence criterion. Experimental results on multiple data sets show that the proposed method can achieve

better clustering than other advanced methods in most cases.

Keywords incomplete multi-view clustering, arbitrary missing feature, self-presentation, diversity
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