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摘要 多项式优化是目标函数和约束函数均为多项式的一类特殊的非线性优化问题. 矩 - 平方和松弛

算法是全局求解多项式优化问题的主要算法. 本文主要介绍多项式优化的矩 -平方和松弛以及其有限

收敛性理论、全局最优性的判别以及如何获取全局最优解. 当标准的矩 -平方和松弛不具有收敛性时,

本文介绍如何利用 Lagrange 乘子表示来构造具有有限收敛性的矩 - 平方和松弛.
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1 引言

多项式优化 (polynomial optimization) 是一类重要的非线性优化问题, 其通常可以表达成如下

形式: 
min f(x)

s.t. ci(x) = 0 (i ∈ E),

cj(x) > 0 (j ∈ I),

(1.1)

这里 f(x), ci(x) 和 cj(x) 为关于变量 x := (x1, . . . , xn) ∈ Rn 的多项式函数, E 和 I 分别是等式和不
等式约束的不交的有限指标集. 记 K 为问题 (1.1) 的可行集, fmin 为 (1.1) 的最优值. 多项式优化包

含了很多重要的优化问题 [27, 31,32,34,35]. 与传统的非凸优化通常设计算法求解驻点或者局部最优解不

同, 多项式优化研究通常关注于求解全局最优值和全局最优解 1).

矩 - 平方和松弛序列 (moment-SOS hierarchy) 是全局求解多项式优化的主要方法 [12]. 自它被

提出以来, 该方法在优化领域引起了广泛的关注, 并被应用于求解各类实际问题. 矩 - 平方和松弛由

1) 本文若无特殊声明, 所有的最优解均指全局最优解.
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一列半正定规划松弛构成. 在阿基米德性条件 (Archimedean condition) 下, Lasserre [12] 证明了矩 -

平方和松弛具有渐近收敛性. 但在实际计算中, 矩 - 平方和松弛常常具有有限收敛性. 这一现象在近

期被 Nie 等 [31] 所揭示. Nie [20] 证明了, 若线性无关约束规范性条件、严格互补松弛性条件和二阶充

分性条件在问题的每个最优解处都成立, 则矩 - 平方和松弛具有有限收敛性. 在一些特殊的情形下,

其有限收敛性也得到了证明, 如严格凸或者平方和 - 凸 [13]、等式约束的可行集是有限集等. 最为有效

的验证矩 - 平方和松弛有限收敛性和提取 (1.1) 最优解的准则是平滑截断 (flat truncation). Nie [18] 证

明了在一般性的假设下, 若矩 - 平方和松弛具有有限收敛性, 则当松弛阶充分大时, 矩松弛的每个最

优解都具有平滑截断. 这一结论近期在文献 [11] 中被改进为在标准的最优性条件下, 当松弛阶充分大

时, 矩松弛的每个最优解都具有平滑截断.

当最优性条件 (如严格互补条件和二阶充分性条件) 得不到满足时, 标准的矩 - 平方和松弛通常

不具有有限收敛性. 文献 [23] 在约束多项式是非奇异的假设下, 利用一阶最优性条件构造了 Lagrange

乘子变量的多项式表示, 进而构造了具有紧性的矩 - 平方和松弛. 多项式优化也被成功地应用于全局

求解广义 Nash 均衡问题 [27, 28]、双层规划 [30, 31]、鞍点问题 [35]、特征值优化 [1, 9, 21,22,29,33] 和矩阵优

化 [5, 8, 17,39] 等.

本文余下内容的安排如下. 第 2节介绍实代数几何和多项式优化的基本记号以及最优性条件.第 3

节介绍无约束多项式优化的矩 -平方和松弛以及高阶松弛. 第 4节介绍约束多项式优化的矩 -平方和

松弛以及有限收敛性理论. 第 5 节介绍如何利用 Lagrange 乘子表示构造具有紧性的矩 - 平方和松弛.

第 6 节给出总结与展望.

2 预备知识

2.1 基本符号

符号 N (R, C)记为所有非负整数 (实数,复数)的集合. ⌈t⌉记为大于等于实数 t ∈ R的最小整数.

对正整数 m, 记 [m] := {1, . . . ,m}. 向量 v 的标准 Euclid 范数记为 ∥v∥, AT 为矩阵 A 的转置. A ≽ 0

表示矩阵 A 是对称半正定的. 对变量 x := (x1, . . . , xn) 和幂 α = (α1, . . . , αn), 记

xα := xα1
1 · · ·xαn

n , |α| := α1 + · · ·+ αn.

记 R[x] := R[x1, . . . , xn] 为关于变量 x 的实系数多项式环. R[x]d 为 R[x] 中所有次数小于或等于 d 的

全体多项式构成的子集, [x]d 表示所有次数小于等于 d 的单项式构成的向量, 在加权字典序下可以表

示为

[x]Td = [1, x1, x2, . . . , x
2
1, x1x2, . . . , x

d
1, x

d−1
1 x2, . . . , x

d
n].

记单项式幂集 Nnd := {α ∈ Nn : |α| 6 d}. 记 deg(p) 为多项式 p ∈ R[x] 的总次数. 设 p 为齐次多项式,

若 p(x) > 0, ∀x ̸= 0, 则称 p 是正定的. 若 p 为关于变量 x 的函数, 则 ∇p 和 ∇2p 分别代表 p 关于 x

的梯度和 Hessian 矩阵.

2.2 理想、二次模和矩矩阵

本小节介绍多项式优化和实代数几何的基本概念,详情可参见文献 [7,10,14,24]. 一个子集 I ⊆ R[x]
称为 R[x] 的一个理想, 如果 I 满足

I · R[x] ⊆ I, I + I ⊆ I.
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对一个多项式组 h := (h1, . . . , hm), Ideal[h] 记为 h 生成的理想, 即

Ideal[h] = h1 · R[x] + · · ·+ hm · R[x].

对一个次数 k, 理想 Ideal[h] 的第 k 阶截断为

Ideal[h]k = h1 · R[x]k−deg(h1) + · · ·+ hm · R[x]k−deg(hm).

理想 Ideal[h] 所定义的实代数簇 (real variety) 为

VR(h) = {x ∈ Rn | h1(x) = · · · = hm(x) = 0}.

其所定义的复代数簇 (complex variety) 为

VC(h) = {x ∈ Cn | h1(x) = · · · = hm(x) = 0}.

理想 Ideal[h] 被称为实根理想 (real radical), 若它满足

Ideal[h] = Ideal[VR(h)],

这里 Ideal[VR(h)] 为在集合 VR(h) 上都为零的多项式全体.

多项式 p称为平方和多项式 (sum of squares, SOS),如果存在 p1, . . . , pt ∈ R[x]使得 p = p21+· · ·+p2t .
所有平方和多项式构成的集合记为 Σ[x]. 对一个次数 k, 记截断

Σ[x]k := Σ[x] ∩ R[x]k.

一个多项式组 g = (g1, . . . , gℓ) 所生成的二次模 (quadratic module, QM) 为

QM[g] := Σ[x] + g1 · Σ[x] + · · ·+ gℓ · Σ[x]. (2.1)

类似地, 对一个次数 k, 二次模 QM[g] 的第 k 阶截断为

QM[g]k = Σ[x]k + g1 · Σ[x]k−2⌈deg(g1)/2⌉ + · · ·+ gℓ · Σ[x]k−2⌈deg(gℓ)/2⌉. (2.2)

集合 Ideal[h] + QM[g] 被称为阿基米德的, 如果存在 R > 0 使得 R − ∥x∥2 ∈ Ideal[h] + QM[g]. 当

Ideal[h] + QM[g] 为阿基米德的时, 集合

K := {x ∈ Rn | h(x) = 0, g(x) > 0}

一定是紧集. 这是因为对于每个 x ∈ K,都有 R−∥x∥2 > 0. 集合K 称为实半代数集. 显然,如果多项式

p ∈ Ideal[h]+QM[g],则 p在 K 上非负.反之,则不一定是正确的,例如,当 f = x41x
2
2+x

2
1x

4
2+1−3x21x

2
2

为 Motzkin多项式且 K = R2 时 (参见文献 [38]). 但是,如果 p在 K 上是正的且集合 Ideal[h]+QM[g]

是阿基米德的,则一定有 p ∈ Ideal[h]+QM[g]. 这个结论也被称为 Putinar正多项式表示定理 (Putinar’s

Positivstellensatz) (参见文献 [37]).

对一个正整数 k,记号 RNn
2k 代表全体幂集为 α ∈ Nn2k的实向量所构成的线性空间,即每个 y ∈ RNn

2k

都可以表示如下:

y = (yα)α∈Nn
2k
.
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这样的 y 被称为 2k 次截断多元序列 (truncated multi-sequences, tms). 对于 t 6 2k, y|t 记为截断子
序列:

y|t = (yα)α∈Nn
t
.

对多项式 p =
∑
α∈Nn

2k
pαx

α ∈ R[x]2k, 定义双线性算子

⟨p, y⟩ =
∑
α∈Nn

2k

pαyα. (2.3)

当多项式 p给定时, ⟨p, y⟩是关于 y 的一个线性泛函. 对次数 t := k−⌈deg(p)/2⌉, p的 k 阶局部化矩阵

(k-th order localizing matrix of p) L
(k)
p [y] 是一个关于 y 的对称线性矩阵泛函, 且使得对所有 q ∈ R[x]t,

下式成立:

vec(q)T(L(k)
p [y])vec(q) = ⟨pq2, y⟩, (2.4)

其中 vec(q) 是多项式 q 的系数向量. 例如, 当 n = k = 2 和 p = x1 − x1x2 时, 矩阵 L
(2)
p [y] 为

L(2)
p [y] =


y10 − y11 y20 − y21 y11 − y12

y20 − y21 y30 − y31 y21 − y22

y11 − y12 y21 − y22 y12 − y13

 .
特别地,如果 p = 1,则 L

(k)
1 [y]也称为 y 的 k 阶矩量矩阵 (k-th order moment matrix of y),相应地记为

Mk[y] := L
(k)
1 [y].

例如, 当 n = 2, k = 2 时, 矩阵 M2[y] 的构成如下:

M2[y] =



y00 y10 y01 y20 y11 y02

y10 y20 y11 y30 y21 y12

y01 y11 y02 y21 y12 y03

y20 y30 y21 y40 y31 y22

y11 y21 y12 y31 y22 y13

y02 y12 y03 y22 y13 y04


.

对多项式 p, 令 V
(2k)
p [y] 为使得

⟨qp, y⟩ = (V (2k)
p [y])Tvecq, ∀ q ∈ R[x]2k−deg(p) (2.5)

的向量, 称 V
(2k)
p [y] 为 p 的局部化向量 (localizing vector of p). 例如, 当 p = x31 + x32 − 1, k = 2 时,

向量

V (4)
p [y] = [y30 + y03 − y00 y40 + y13 − y10 y31 + y04 − y01]

T.

集合 Ideal[h]2k +QM[g]2k 的对偶锥为y ∈ RNn
2k

∣∣∣∣∣∣ V
(2k)
hi

[y] = 0 (i = 1, . . . ,m),

Mk[y] ≽ 0, L
(k)
gj [y] ≽ 0 (j = 1, . . . , ℓ)

 .
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2.3 最优性条件

本小节回顾非线性优化中的最优性条件, 可参见文献 [40]. 假设 u 为 (1.1) 的局部最优解. 在 u

处, 积极不等式约束的指标集记为

J(u) := {j ∈ I | cj(u) = 0}. (2.6)

称线性无关约束规范性条件 (linear independence constraint qualification condition, LICQC)在 u 处满

足, 若梯度集合 {∇ci(u)}i∈E∪J(u) 是线性无关的. 在 LICQC 下, 存在 Lagrange 乘子向量

λ := (λi)i∈E ∪ (λj)j∈I

满足 Karush-Kuhn-Tucker (KKT) 条件:

∇f(u) =
∑
i∈E

λi∇ci(u) +
∑
j∈I

λj∇cj(u), (2.7)

0 6 cj(u) ⊥ λj > 0, ∀ j ∈ I. (2.8)

(对 a, b ∈ R, 记 a ⊥ b 表示 a · b = 0.) 称方程 (2.7) 为一阶最优性条件 (first order optimality condition,

FOOC), 称 (2.8) 为互补条件. 满足 (2.7) 和 (2.8) 的可行点称为 KKT 点. 进一步地, 若

0 6 cj(u) ⊥ λj > 0, λj + cj(u) > 0, ∀ j ∈ I, (2.9)

则称严格互补条件 (strict complementarity condition, SCC) 在 u 处成立. 对于 (2.7) 和 (2.8) 中的

Lagrange 乘子 λi, 相应的 Lagrange 函数为

L(x) := f(x)−
∑
i∈E

λici(x)−
∑
j∈I

λjcj(x). (2.10)

记 Lagrange 函数的 Hessian 矩阵为

∇2L(x) := ∇2f(x)−
∑
i∈E

λi∇2ci(x)−
∑
j∈I

λj∇2cj(x). (2.11)

若 LICQC 在 u 处成立, 则二阶必要性条件 (second order necessary condition) 在 u 处成立:

vT(∇2L(u))v > 0, ∀ v ∈
∩

i∈E∪J(u)

∇ci(u)⊥, (2.12)

其中 ∇ci(u)⊥ 记为其正交补:

∇ci(u)⊥ := {v ∈ Rn | ci(u)Tv = 0}.

进一步地, 若

vT(∇2L(u))v > 0, ∀ 0 ̸= v ∈
∩

i∈E∪J(u)

∇ci(u)⊥, (2.13)

则称二阶充分性条件 (second order sufficient condition, SOSC) 在 u 处成立.
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3 无约束多项式优化

无约束多项式优化是一类基本的优化问题.本节介绍无约束多项式优化的矩 -平方和松弛算法以

及如何获取全局最优解. 无约束多项式优化可表示成如下形式:

min
x∈Rn

f(x), (3.1)

其中目标函数 f(x) 为多项式. 注意到, 若问题 (3.1) 有下界, 即最优值 fmin > −∞, 则多项式 f 的次

数一定是偶数. 否则, f 在 Rn 上一定是下无界的. 假设 f 的次数为 2d. 优化问题 (3.1) 有着非常广阔

的应用,如非线性最小二乘问题、最佳秩一张量逼近核传感器网络选址等. 当 f 的次数大于等于 4时,

求解无约束多项式优化 (3.1) 是一个 NP (non-deterministic polynomial)- 难的问题 [16]. 以下假设最优

值 fmin 有限且可以取到, 即 f(x) > fmin (∀x ∈ Rn) 且存在 u ∈ Rn 使得 f(u) = fmin.

3.1 标准的矩 - 平方和松弛

假设 f ∈ R[x]2d. 实数 γ 是 f 的一个下界当且仅当多项式 f(x)− γ 是一个非负多项式, 即对任意

的 x ∈ Rn, 都有 f(x) − γ > 0. 将非负条件替换成平方和多项式, 则可以得到经典的 SOS 松弛 [12,36].

求解 (3.1) 的标准 SOS 松弛为 max γ

s.t. f − γ ∈ Σn,2d.
(3.2)

优化 (3.2) 的对偶问题为 
min ⟨f, y⟩

s.t. Md[y] ≽ 0,

y0 = 1, y ∈ RNn
2d .

(3.3)

问题 (3.3) 称为 (3.1) 的矩松弛. 称原始对偶对 (3.2) 和 (3.3) 为标准的矩 - 平方和松弛.

令 fsos 和 fmom 分别表示 (3.2) 和 (3.3) 的最优值. 容易验证原始对偶对 (3.2) 和 (3.3) 无对偶间

隙,即 fsos = fmom. 若 fsos = fmin, 则称矩 -平方和松弛 (3.2)和 (3.3)为紧的. 注意到 (3.3)存在内点,

因此强对偶性成立. 进一步地, 若 γ 是 (3.2) 的可行点, 则有 fmin > γ. 因此, 下面的性质是直接的.

性质 3.1 [12, 14] 令 fmin, fsos 和 fmom 为如上不同优化问题的最优值, 则 fsos = fmom 6 fmin. 进

一步地, 若 fsos > −∞, 则 (3.2) 有最优解.

3.2 最优解的提取

通过求解矩 - 平方和松弛 (3.2) 和 (3.3), 可以得到下界 fsos 和 fmom. 最优值 fmin 通常是不知

道的. 下面介绍如何判别矩 - 平方和松弛的紧性, 并讨论最优解的提取. 一个探测矩 - 平方和松弛

的紧性和提取最优值的常用方法是平滑扩张条件 (flat extension condition) [2] 或者平滑截断条件 (flat

truncation condition) [18]. 假设 y∗ 是矩松弛 (3.3) 的一个最优解.

3.2.1 平滑扩张

为了提取最优解, 通常假设如下平滑扩张条件成立: 存在非负整数 t < d 使得

rankMt[y
∗] = rankMd[y

∗]. (3.4)
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下面是一个经典结果.

定理 3.2 [2, 4, 18] 假设 y∗ 是矩松弛 (3.3) 的最优解且秩条件 (3.4) 成立. 令 r := rankMd[y
∗], 则

存在 r 个不同的点 u1, . . . , ur ∈ Rn 和正整数 λ1, . . . , λr > 0 使得

y∗ = λ1[u1]2d + · · ·+ λr[ur]2d, (3.5)

并且每个 ui 是 (3.1) 的最优解. 进一步地, 矩 - 平方和松弛是紧的, 即 fmin = fsos = fmom.

3.2.2 平滑截断

秩条件 (3.4) 是矩 - 平方和 (3.2) 和 (3.3) 松弛紧性的充分条件, 但却不一定必要的. 例如, 当

f = (x1x2 − 1)2 + (x1x3 − 1)2 + (x2x3 − 1)2

时, 有 fsos = fmin = 0, 但并不是 (3.3) 的所有最优解都满足 (3.4) (参见文献 [18]). 一般来讲, 若秩条

件 (3.4) 成立且 rankMd[y
∗] 是最大时, 则 f 只有有限多个最优解 [14]. 但即使 f 只有有限多个最优解,

条件 (3.4) 也不一定成立. 然而, 当矩 - 平方和松弛是紧的时, 如果用更高阶的松弛, 秩条件 (3.4) 最终

会成立.

对整数 k > d (2d 是 f 的次数), 考虑第 k 阶平方和松弛max γ

s.t. f − γ ∈ Σn,2k,
(3.6)

其对偶优化问题为 
min ⟨f, y⟩

s.t. Mk[y] ≽ 0,

y0 = 1, y ∈ RNn
2k .

(3.7)

由于 f − γ ∈ Σn,2k 当且仅当 f − γ ∈ Σn,2d,松弛 (3.6)等价于 (3.2),因此松弛 (3.6)的最优值也等

于 fsos. 我们同样可以证明 (3.7) 的最优值也为 fmom. 但是, 从提取最优解的角度来看, (3.7) 和 (3.3)

却是不等价的.

定义 3.3 [18] 称 (3.7) 的最优解 y∗ ∈ RNn
2k 满足平滑截断, 如果存在整数 t2 > t1 > 0 使得

rankMt1 [y
∗] = rankMt2 [y

∗], d 6 t2 6 k. (3.8)

定理 3.4 [18] 假设 y∗ 是 (3.7) 的最优解. 若 y∗ 满足平滑截断 (3.8), 则存在 r := rankMt2 [y
∗] 个

不同的点 u1, . . . , ur ∈ Rn 和正实数 λ1, . . . , λr > 0 使得

y∗|2t2 = λ1[u1]2t2 + · · ·+ λr[ur]2t2 , (3.9)

且每个 ui 都是 (3.1) 的最优解. 进一步地, 矩 - 平方和松弛是紧的, 即 fsos = fmom = fmin.

当矩 - 平方和松弛是紧的时, 下面的定理证明如果 f 只有有限多个最优解, 则平滑截断 (3.8) 一

定会被满足.

定理 3.5 [18] 若 fmin = fsos 且 (3.1) 的最优解只有有限多个, 则松弛 (3.7) 可以取得最优值且当

松弛阶 k 充分大时, (3.7) 的每个最优解 y∗ 都满足平滑截断.
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3.3 高阶松弛

由于并非所有的非负多项式都是 SOS (如 Motzkin多项式 x41x
2
2+x

2
1x

4
2+1−3x21x

2
2、Robinson多项

式 x61+x
6
2+3x21x

2
2−x41(x22+1)−x42(x21+1)−(x21+x

2
2)和 Choi-Lam多项式 x41x

2
2+x

4
2+x

2
1−3x21x

2
2),矩 -平

方和松弛 (3.2)和 (3.3)可能不能够求得 (3.1)的全局最优值,即 fsos < fmin. 然而, Artin对 Hilbert第

17问题的证明告诉我们:对每个非负多项式 p,都存在非零平方和多项式 σ 使得 σ · p是 SOS.特别地,

若 p 是一个对称正定的齐次多项式, 则可以选 σ = (xTx)k. 当 p 非齐次时, 可以选 σ = (1 + xTx)k. 这

启发我们使用带分母形式的高阶矩 - 平方和松弛.

对整数 k > 0, γ 是 f 的下界当且仅当 (1 + xTx)k(f − γ) 是非负多项式. 同样地, 将非负性用平方

和多项式表示, 可以得到第 k 阶平方和松弛max γ

s.t. (1 + xTx)k(f − γ) ∈ Σn,2d+2k.
(3.10)

记 fk 为 (3.10) 的最优值. 显然, fk 6 fmin 且序列 {fk} 是单调递增的, 即

f0 6 · · · 6 fk 6 · · · 6 fmin.

当 k = 0 时, 松弛 (3.10) 和 (3.2) 相同, 故 f0 = fsos. 优化 (3.10) 的对偶问题为 (参见文献 [24])

min ⟨(1 + xTx)kf, y⟩

s.t. ⟨(1 + xTx)k, y⟩ = 1,

Mk+d[y] ≽ 0,

y ∈ RNn
2d+2k .

(3.11)

由强对偶定理可得 (3.11) 的最优值等于 fk. 原始对偶对 (3.10) 和 (3.11) 被称为求解 (3.1) 的第 k 阶

矩 - 平方和松弛. 称该松弛为紧的, 如果存在某个 k 使得 fk = fmin. 下面是渐近收敛性结果.

定理 3.6 假设 f ∈ R[x]2d, 记 fhom 为 f 中的次数为 2d 的部分. 若 fhom 是对称正定的, 则

fmin > −∞ 且
lim
k→∞

fk = fmin.

当 fhom 不是对称正定时, 收敛性 fk → fmin 是无法保证的. 假设 y∗ 是矩松弛问题 (3.11) 的一个

最优解. 为了提取 (3.1) 的最优解, 考虑如下秩条件: 存在整数 t ∈ [0, d+ k) 使得

rankMt[y
∗] = rankMd+k[y

∗]. (3.12)

当 (3.12) 成立时, 一定有 fk = fmin 且能够得到 (3.1) 的若干个最优解.

定理 3.7 [18] 假设 y∗ 是矩松弛 (3.11) 的一个最优解. 如果秩条件 (3.12) 成立, 则存在 r :=

rankMt[y
∗] 个不同的点 u1, . . . , ur ∈ Rn 和实数 λ1, . . . , λr > 0 使得

y∗|2d+2k = λ1[u1]2d+2k + · · ·+ λr[ur]2d+2k.

进一步地, 每个 ui 都是 (3.1) 的最优解且 fk = fmin = f(ui).
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4 约束多项式优化

本节讨论约束多项式优化问题. 矩 - 平方和松弛是求解约束多项式优化的基本方法. 本节介绍其

渐近收敛性和有限收敛性以及最优解的提取等相关议题. 记约束多项式组

ceq := (ci)i∈E , cin := (cj)j∈I . (4.1)

一个实数 γ 是 fmin 的下界 (即 γ 6 fmin) 当且仅当多项式 f − γ 在 K 上非负. 确保非负性的一个充

分性条件是

f − γ ∈ Ideal[ceq] + QM[cin],

其中 Ideal[ceq] 是 ceq 生成的理想, QM[cin] 是 cin 生成的二次模.

问题 (1.1) 的第 k 阶平方和松弛如下:max γ

s.t. f(x)− γ ∈ Ideal[ceq]2k +QM[cin]2k.
(4.2)

由于集合 Ideal[ceq]2k +QM[cin]2k 可以表示为半正定规划的可行集,因此问题 (4.2)可以转化成一个半

正定规划问题. 这里不详细地写出其推导过程, 感兴趣的读者可参见文献 [14, 24].

问题 (4.2) 的对偶问题为第 k 阶矩松弛

min ⟨f, y⟩

s.t. V
(2k)
ci [y] = 0 (i ∈ E),

L
(k)
cj [y] ≽ 0 (j ∈ I),

Mk[y] ≽ 0,

y0 = 1, y ∈ RNn
2k .

(4.3)

松弛 (4.2) 和 (4.3) 构成了经典的矩 - 平方和松弛算法. 记 fsos,k 和 fmom,k 分别为 (4.2) 和 (4.3)

的最优值. 以下是矩 - 平方和松弛的基本性质.

性质 4.1 对每个松弛阶 k, 有

fsos,k 6 fmom,k 6 fmin. (4.4)

此外, {fsos,k}∞k=1 和 {fmom,k}∞k=1 都是单调增加的.

(i) 假设所有的等式约束优化是线性的或者 E = ∅. 若存在 v ∈ K 使得 cj(v) > 0 (j ∈ I), 则 fsos,k

= fmom,k 且松弛 (4.2) 的最优值是可达的.

(ii) 假设存在 R > 0 使得 R − ∥x∥2k0 ∈ Ideal[ceq]2k0 + QM[cin]2k0 , 其中 k0 ∈ N, 则对所有 k > k0,

矩松弛 (4.3) 是可行的, 且最优值可达的.

矩 -平方和松弛 (4.2)和 (4.3)称为紧的 (或者说具有有限收敛性),若对某个松弛阶 k, 有 fsos,k =

fmin. 若当 k → ∞ 时, 有 fsos,k → fmin, 则称矩 - 平方和松弛具有渐近收敛性. 下面是关于矩 - 平方和

松弛的渐近收敛性的一个经典结果, 需要阿基米德假设.

定理 4.2 [12] 若集合 Ideal[ceq] + QM[cin] 是阿基米德的, 则 fsos,k → fmin.
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将多项式优化问题的矩 - 平方和松弛建模成半正定规划问题的常用软件为 GloptiPoly3 [6] 和

YALMIP [15]. 更加深入和系统的介绍, 可参见文献 [14, 24].

定理 4.2 只是保证了矩 - 平方和松弛的渐近收敛性, 但是在实际计算中, 该方法往往都具有有限

收敛性. 本节介绍矩 - 平方和松弛有限收敛性理论的主要结果, 其中包括最优值的有限收敛性以及能

够在有限步内获得最优解.

4.1 最优解的提取

矩 - 平方和算法的另一个优势是, 我们常常可以从矩量矩阵 Mk[w
∗] 的信息中提取出 (1.1) 的最

优解, 从而能够验证全局最优性. 这是非凸优化的绝大部分算法所不具备的. 在计算中, 检验有限收敛

性的一个方便的判据是平滑截断 [2, 18]. 假设 w∗ ∈ RNn
2k 是松弛 (4.3) 的一个最优解. 记

dc := max
i∈E∪I

{
1,

⌈
1

2
deg(ci)

⌉}
,

d0 := max

{
dc,

⌈
1

2
deg(f)

⌉}
.

(4.5)

如果存在整数 t ∈ [dc, k] 使得

rankMt−dc [w
∗|2t] = rankMt[w

∗|2t], (4.6)

则称截断多元序列 w∗ 具有平滑截断. 此时, 一定存在 λ1, . . . , λr > 0, u1, . . . , ur ∈ K, 使得

λ1 + · · ·+ λr = 1,

w∗|2t = λ1[u1]t + · · ·+ λr[ur]t.

注意到 ⟨f, w∗⟩ = λ1⟨f, [u1]t⟩+ · · ·+λr⟨f, [ur]t⟩ > fmin.因此,有 fmom,k = fmin 且 u1, . . . , ur 是 (1.1)的

最优解. 如何从矩量矩阵 Mt(w
∗) 中提取出 (1.1) 的最优解可参见文献 [14, 24].

Nie [18] 首次给出了平滑截断会成立的一般性条件.

定理 4.3 [18] 假设 (1.1) 只有有限多个最优解且存在 ρ ∈ QM[cin] 使得对每一个指标子集 J ⊆ I
(其中 J 是 (1.1) 的某个最优解 u 处积极约束的指标集), 等式约束优化问题min f(x)

s.t. ci(x) = 0 (i ∈ E ∪ J)

最多只有有限多个实的 KKT 点属于如下集合:

Θ := {x ∈ Rn : f(x) = fmin, ceq(x) = 0, ρ(x) > 0}.

则当松弛阶 k 充分大时, 矩松弛 (4.3) 的每一个最优解都有平滑截断.

上述定理近期在文献 [11] 得到了进一步改进.

定理 4.4 [11] 假设集合 Ideal[ceq]+QM[cin]是阿基米德的. 如果 LIQC, SCC和 SOSC在 (1.1)的

每一个最优解处都满足, 则当松弛阶 k 充分大时, 矩松弛 (4.3) 的每一个最优解都有平滑截断.

若 rankMk[y
∗]是 (4.3)的所有最优解中秩最大的,则对 y∗ 的每一个平滑截断 y∗|2t, rankMt[w

∗|2t]
等于 (1.1) 最优解的个数. (1.1) 的所有的最优解都可以从 y∗|2t 中得到. 但如果 (1.1) 有无穷多个最优

解且 rankMk[y
∗] 是 (4.3) 最优解中秩最大的时, y∗ 不可能有平滑截断. 我们总结如下.
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性质 4.5 [14] 记 S 为 (1.1) 的最优解的集合, y∗ 为矩松弛 (4.3) 的秩 rankMk[y
∗] 最大的最优解.

(i) 若 (4.6) (t ∈ [d0, k]) 得到满足, 则 rankMt[y
∗] = |S|, 这里 |S| 是集合 S 的基数;

(ii) 若 S 是无限集, 则不存在 t ∈ [d0, k] 使得 (4.6) 成立.

当矩 - 平方和松弛没有有限收敛性时, 平滑截断 (4.6) 不可能得到满足. 然而, 平滑截断依然可以

作为一个验证渐近收敛性和提取近似最优解的一个准则. 当 (1.1) 只有有限多个最优解时, 平滑截断

(4.6) 是渐近满足的. 由于矩松弛 (4.3) 可能不存在最优解, 我们需要考虑 (4.3) 的近似最优解. 称一个

序列 {y(k)}∞k=1 为渐近最优的, 若 y(k) 是 (4.3) 的可行点且

lim
k→∞

⟨f, y(k)⟩ = lim
k→∞

fmom,k.

定理 4.6 [18] 假设 Ideal[ceq] + QM[cin] 是阿基米德的并且 (1.1) 的最优解集是非空有限集. 假设

{y(k)}∞k=1 是 (4.3) 的渐近最优序列, 则当 t > dc + |S| − 1 时, 截断序列 {y(k)|2t}∞k=1 的每个极限点都是

平滑的.

4.2 有限收敛性理论

矩 - 平方和松弛的有限收敛性和最优性条件存在着深刻的联系. 下面是 (1.1) 的矩 - 平方和松弛

的有限收敛性的主要结果.

定理 4.7 [20] 假设集合 Ideal[ceq] + QM[cin] 是阿基米德的. 若 LICQC, SCC 和 SOSC 在 (1.1)

的每一个最优解处都满足, 则矩 - 平方和松弛 (4.2) 和 (4.3) 具有有限收敛性, 即当松弛阶 k 充分大

时, 有 fsos,k = fmom,k = fmin.

例 4.8 [20] 考虑如下约束优化问题:min x61 + x62 + x63 + 3x21x
2
2x

2
3 − x41(x

2
2 + x23)− x42(x

2
3 + x21)− x43(x

2
1 + x22)

s.t. x21 + x22 + x23 = 1,
(4.7)

其目标函数 f 是 Robinson 多项式. 它是全局非负但不是平方和的多项式. 最优值 fmin = 0 且 (4.7)

的最优解为
1√
3
(±1,±1,±1),

1√
2
(±1,±1, 0),

1√
2
(±1, 0,±1),

1√
2
(0,±1,±1).

我们容易验证线性无关约束规范性条件和严格互补松弛条件在每个最优解处都成立. 实际上, 二阶充

分性条件 (2.13) 也在所有最优解处都成立. 例如, 当 u = 1√
3
(1, 1, 1) 时, Hessian 矩阵

∇2L(u) =
4

9
(3I3 − uuT)

在正交补空间 u⊥ 上是正定的. 定理 4.7 告诉我们矩 - 平方和松弛对这个问题是有有限收敛的. 数值

实验表明 fsos,5 = fmin.

进一步地, Nie [20] 也证明了 LICQC, SCC 和 SOSC实际上都是一般性的条件, 即这些条件在所出

现的多项式空间的一个稠密开子集中都成立.

定理 4.9 [20] 设 d0 和 di (i ∈ E ∪ I) 为正整数, 则存在以 f ∈ R[x]d0 和 ci ∈ R[x]di (i ∈ E ∪ I) 的
系数为变量的有限多个非零多项式 ϕ1, . . . , ϕL 使得: 若

ϕ1(f, c) ̸= 0, . . . , ϕ1(f, c) ̸= 0,

则 LICQC, SCC 和 SOSC 在 (1.1) 的每个局部最优解处都满足.
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定理 4.9 表明, 当 f 和 ci (i ∈ E ∪ I) 是一般性的多项式时, 矩 - 平方和松弛具有有限收敛性. 对

有些例子, 即使有些最优性条件不成立, 矩 - 平方和松弛仍然具有有限收敛性. 然而, 条件 (2.7) 一般

而言是有限收敛性所必须具有的.

性质 4.10 [20] 假设平方和松弛 (4.2) 的最优值可达. 若一阶最优性条件 (FOOC) (2.7) 在 (1.1)

的一个最优解处不成立, 则对所有的 k, 都有 fsos,k < fmin.

4.3 有限集上的优化问题

4.3.1 有限实代数簇的情形

当等式约束的可行点是有限集时, 文献 [19] 证明了矩 - 平方和松弛具有有限收敛性. 记实代数簇

VR(ceq) = {x ∈ Rn : ci(x) = 0 (i ∈ E)}.

定理 4.11 [19] 对多项式优化 (1.1), 如果实代数簇 VR(ceq) 是有限的, 则矩 - 平方和松弛 (4.2) 和

(4.3) 具有有限收敛性, 即当松弛阶 k 充分大时, 有 fsos,k = fmom,k = fmin. 进一步地, 若 K ̸= ∅, 则矩
松弛 (4.3) 有最优解且当 k 充分大时, 每个最优解 y∗ 一定满足平滑截断 (4.6).

当 VR(ceq) 是有限集时, 平方和松弛 (4.2) 可能在任何松弛阶 k 都达不到最优值 fsos,k. 例如, 考

虑优化 min x1

s.t. x21 + x22 + · · ·+ x2n = 0.

我们知道对所有的 k > 1, 都有 fsos,k = 0. 然而, 对任意的 ϕ ∈ R[x], 多项式 φ = x1 − (x21 + x22 + · · ·
+x2n)ϕ 都不是平方和的. 此时, 松弛 (4.2) 没有最优解. 然而, 当 Ideal[ceq] 是实根理想, 即 Ideal[ceq] =

I(VR(ceq)), 且 k 充分大时, (4.2) 都取得到最优值. 当 VR(ceq) 不是有限集时, 有如下性质.

性质 4.12 [19] 设 K 为 (1.1) 的可行集. 假设 fmin 有限且矩 - 平方和松弛 (4.2) 和 (4.3) 有有限

收敛性. 若 Ideal[ceq] = I(K), 当 k 充分大时, (4.2) 都达到最优值.

例 4.13 [19] 考虑目标函数 f = x1x2 和约束条件

c1(x) = (x21 − 1)2 + (x22 − 1)2 = 0, c2(x) = x1 + x2 − 1 > 0.

显然, VR(c1) = (±1,±1), K = (1, 1), fmin = 1. 令

a :=
1

2
(x1 + x2 − 1)(x1 − x2)

2 ∈ QM[c2]4,

f̂ := f − 1− a =
1

2
[(x22 − 1)(x1 − x2 + 1)− (x21 − 1)(x1 − x2 − 1)].

由于在 VR(c1) 上有 f̂ ≡ 0, 所以可得

f̂2 + q =
1

2
((x1 − x2)

2 + 1)c1 ∈ Ideal[c1]6,

其中

q =
1

4
((x21 − 1)(x1 − x2 + 1) + (x22 − 1)(x1 − x2 − 1))2.

对于任意 ϵ > 0, 有 ϕϵ = − 1
4ϵ (f̂

2 + q) ∈ Ideal[c1]6 且

σϵ = ϵ

(
1 +

f̂

2ϵ

)2

+
1

4ϵ
q + a ∈ QM[c2]6.

对所有 ϵ > 0, 有 f − 1 + ϵ = ϕϵ + σϵ. 因此, 当 k > 3 时, fsos,k = 1.
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4.3.2 有限实半代数集的情形

当实代数簇 VR(ceq) 不是有限集时, 可行解集合 K 仍然可能是有限的. 一个处理这种情形的自然

技巧是引入新变量 xn+1, . . . , xn+ℓ, 其中 ℓ 是不等式约束的个数. 因此, K 可以等价地定义为

ci(x) = 0 (i ∈ E),

cj(x)− x2n+j = 0 (j ∈ I).

显然, K 是有限集当且仅当上面的方程在空间 Rn+ℓ 中只有有限多个实解. 当 K 有限时, 若使用上述

新的定义方程, 由定理 4.11 可知, 矩 - 平方和松弛 (4.2) 和 (4.3) 具有有限收敛性. 但是新变量的引入

会使得矩 - 平方和松弛的计算工作量更大.

当 K 是有限集时, 矩 - 平方和松弛 (4.2) 和 (4.3) 则在一个额外的假设下具有有限收敛性. 记

理想

J := (Ideal[ceq] + QM[cin]) ∩ −(Ideal[ceq] + QM[cin]). (4.8)

理想 J 的维数定义为坐标环 (coordinate ring) R[x]
J 的维数, 即复代数簇 VC(J)的维数 (参见文献 [24]).

定理 4.14 [24] 假设 K 有限且 dim R[x]
J 6 1, 则矩 - 平方和松弛 (4.2) 和 (4.3) 具有有限收敛性,

即当 k 充分大时, fsos,k = fmom,k = fmin. 进一步地, 当 K ̸= ∅ 时, 矩松弛 (4.3) 具有最优解且当 k 充

分大时, 每个最优解 y∗ 都满足平滑截断条件 (4.6).

5 Lagrange 乘子表示与紧松弛

经典的矩 - 平方和松弛对有些多项式优化问题可能不具有紧性. 本节引入紧松弛方法. 该方法基

于最优性条件和 Lagrange 乘子表示. 在约束条件非奇异性的假设下, 本节给出新的具有有限收敛性

的矩 - 平方和松弛序列, 并证明它对所有的目标函数都具有紧性.

假设 u 是 (1.1) 的一个局部最优解. 积极不等式约束的指标集为

J(u) := {j ∈ I | cj(u) = 0}. (5.1)

若线性无关约束规范性条件在 u 处成立, 则存在 Lagrange 乘子 λi (i ∈ E ∪ I) 使得∑
i∈E

λi∇ci(u) +
∑
j∈I

λj∇cj(u) = ∇f(u),

cj(u) > 0, λj > 0, λjcj(u) = 0 (j ∈ I).
(5.2)

记 Lagrange 乘子向量为

λ := (λi)i∈E∪I .

考虑复数域上的驻点集合

K :=

(x, λ) ∈ Cn+|E|+|I|

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑
i∈E∪I

λi∇ci(x) = ∇f(x),

ci(x) = 0 (i ∈ E),

λjcj(x) = 0 (j ∈ I)

 . (5.3)

下面是一个很有用的结论.
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定理 5.1 [3, 25] 对所有的 f, ci, cj ∈ C[x] (i ∈ E , j ∈ I), 目标函数值集合 {f(u) : (u, λ) ∈ K} 是一
个有限集.

为了记号方便, 假设指标集 E 和 I 可写为 E ∪ I = {1, . . . ,m}. 对变量 (n1, n2, . . . , nk), 定义如下

对称多项式:

Sr(n1, n2, . . . , nk) =
∑

i1+i2+···+ik=r
ni11 · · ·nikk .

下面给出 (1.1) 的复数域上驻点个数的一个估计.

定理 5.2 [26] 假设 f 的次数是 d0, ci 的次数为 di. 若多项式 f 和 ci 具有一般性的系数, 则 (1.1)

的复数域上的驻点数为 ∑
E⊆{i1,...,ik}⊆E∪I

di1 · di2 · · · dik · Sn−k(d0 − 1, di1 − 1, . . . , dik − 1).

由方程 (5.3)可知,若线性无关约束规范性条件成立,则 Lagrange乘子 λi 可以由梯度向量 ∇ci(u)
唯一决定, 其中 i ∈ E ∪ J(u). 记矩阵

G(x) := [∇c1(x) · · · ∇cm(x)].

若 m 6 n 且 rankG(x) = m, 则可以得到如下的有理表示:

λ = [G(x)TG(x)]−1 ·G(x)T · ∇f(x). (5.4)

由于行列式 det[G(x)TG(x)] 通常次数很高, 所以矩阵逆 [G(x)TG(x)]−1 往往是难以计算的. 若 m > n,

则 G(x)TG(x) 总是奇异的, 此时乘子表示 (5.4) 并不存在.

5.1 Lagrange 乘子表示

本小节展示如何获得 Lagrange 乘子表达. 假设总共有 m 个约束, 记

E ∪ I := {1, . . . ,m}, c := (c1, . . . , cm), λ := [λ1 · · · λm]T,

其中 λ 是 Lagrange 乘子向量. 若 (x, λ) 是驻点, 则 λici(x) = 0, 其中 i ∈ E ∪ I. 记

C(x) :=



∇c1(x) ∇c2(x) · · · ∇cm(x)

c1(x) 0 · · · 0

0 c2(x) · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · cm(x)


, g(x) :=



∇f(x)

0

0

...

0


. (5.5)

因此, Lagrange 乘子向量 λ 满足如下线性方程:

C(x)λ = g(x). (5.6)

注意到 C(x) 是 (m+ n)×m 的矩阵多项式. 若存在矩阵多项式 L(x) ∈ R[x]m×(m+n) 使得

L(x)C(x) = Im, (5.7)
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则可以得到 λ = L(x)C(x)λ = L(x)g(x). 因此, Lagrange 乘子向量 λ 可以表示成

λ = L(x)g(x) = L1(x)∇f(x), (5.8)

这里 L1(x) 是 L(x) 的前 n 列所构成的子矩阵.

定义 5.3 若对所有的复数点 x ∈ Cn, 有 rankC(x) = m, 则称约束多项式组 c = (c1, . . . , cm) 是

非奇异的.

实际上, 约束多项式组 c 是非奇异的当且仅当对所有的 u ∈ Cn, 梯度 ∇ci(u) 是线性无关的, 其中

i ∈ E ∪ J(u), 这里 J(u) 是 (5.1) 中积极不等式约束的指标集. 有趣的是, 矩阵多项式 L(x) 的存在性等

价于约束多项式的非奇异性.

性质 5.4 [23] 多项式组 c 非奇异当且仅当存在 L(x) ∈ R[x]m×(m+n) 满足 (5.7).

当多项式组 c 非奇异时, 以上性质告诉我们一定存在 L(x) ∈ R[x]m×(m+n) 满足 (5.7). 此时, 矩阵

L(x) 可以通过求解线性方程组获得. 若矩阵 L(x) 的次数小于等于 ℓ, 可以假设

Lij(x) =
∑
|α|6ℓ

lij,αx
α, i ∈ [m], j ∈ [m+ n],

则 (5.7) 等价于
m+n∑
k=1

( ∑
|α|6ℓ

lik,αx
α

)
Ckj = δij ,

其中 δij 为 Kronecker 记号. 以上等式意味着左右两边多项式有相同的系数, 因此求解 L(x) 等价于求

解线性方程组. 若方程组不可行, 可以增加次数到 ℓ+ 1. 以此类推, 直到线性方程可行从而获得 L(x).

这个性质实际上可以推广到一般的非奇异矩阵多项式.

性质 5.5 [23] 对矩阵多项式 W (x) ∈ C[x]s×t, 其中 s > t, rankW (u) = t 对所有的复数点 u ∈ Cn

成立当且仅当存在 P (x) ∈ C[x]t×s 满足方程 P (x)W (x) = It.

实际上, 当多项式 ci 具有一般性的系数时, 多项式组 c = (c1, . . . , cm) 是非奇异的. 这在文献 [23]

中得到证明.

定理 5.6 [23] 设 d1, . . . , dm 为正整数, 则存在空间 R[x]d1 × · · · ×R[x]dm 中的一个稠密开集 U 使
得所有的 c = (c1, . . . , cm) ∈ U 都是非奇异的.

以下是几个多项式乘子表示的例子.

• 考虑单纯形约束 eTx− 1 = 0, x1 > 0, . . . , xn > 0,

E = {0}, I = [n], c0(x) = eTx− 1, cj(x) = xj (j ∈ [n]).

其 Lagrange 乘子可以表示为

λ0 = xT∇f(x), λj = ∂xjf − xT∇f(x), j = 1, . . . , n. (5.9)

• 考虑超立方体 [−1, 1]n 约束

cj := 1− x2j > 0, j = 1, . . . , n.

我们可以得到如下乘子表示:

λj = −1

2
xj∂xjf, j = 1, . . . , n. (5.10)
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• 考虑球面约束 1− xTx = 0 或者球约束 1− xTx > 0, E ∪ I = {1}, c = (1− xTx) 且

xT∇f(x) = xT(−2λ1x) = 2λ1(1− xTx)− 2λ1 = −2λ1.

我们可以得到如下乘子表示:

λ1 = −1

2
xT∇f(x). (5.11)

5.2 紧的矩 - 平方和松弛序列

本小节介绍新的求解多项式优化 (1.1) 的矩 - 平方和松弛序列. 它对所有目标函数都具有紧性.

假设 (1.1) 的最优值是可达的. 令 λ := (λi)i∈E∪I 为 (5.2) 中的 Lagrange 乘子向量. 我们作如下假设.

假设 5.7 对每个 i ∈ E ∪ I, 存在多项式 pi ∈ R[x] 使得对所有 (x, λ) ∈ K, 有 λi = pi(x).

假设 5.7 是一个一般性的假设. 例如, 若存在矩阵多项式 L(x) 满足 (5.7), 则

λ = L(x)C(x)g(x) = L1(x)∇f(x).

因此, 可以选择如下的多项式表示:

pi = (L1(x)∇f(x))i, (5.12)

其中下标 i 表示第 i 个分量.

记多项式集合如下:

Φ :=

{
∂f

∂xj
−

∑
i∈E∪I

pi
∂ci
∂xj

}n
j=1

∪ {pjcj : j ∈ I},

Ψ := {pj : j ∈ I}.
(5.13)

若 KKT 条件在最优解处得到满足, 则问题 (1.1) 等价于



min f(x)

s.t. ci(x) = 0 (i ∈ E),

cj(x) > 0 (j ∈ I),

ϕ(x) = 0 (ϕ ∈ Φ),

ψ(x) > 0 (ψ ∈ Ψ).

(5.14)

我们可以直接用矩 - 平方和松弛求解约束优化 (5.14). 第 k 阶 SOS 松弛为max γ

s.t. f − γ ∈ Ideal[ceq]2k +QM[cin]2k + Ideal[Φ]2k +QM[Ψ]2k.
(5.15)
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其对偶问题为第 k 阶矩松弛 

min ⟨f, y⟩

s.t. V
(2k)
ci [y] = 0 (i ∈ E),

L
(k)
cj [y] ≽ 0 (j ∈ I),

V
(2k)
ϕ [y] = 0 (ϕ ∈ Φ),

L
(k)
ψ [y] ≽ 0 (ψ ∈ Ψ),

y0 = 1, Mk[y] ≽ 0, y ∈ RNn
2k .

(5.16)

因此, 得到一个新的矩 - 平方和松弛序列. 记 fcsos,k 和 fcmom,k 分别为 (5.15) 和 (5.16) 的最优值. 类似

地, 我们有不等式

fcsos,k 6 fcmom,k 6 fmin. (5.17)

新松弛序列 (5.15) 和 (5.16) 称为紧的 (或者说是精确的, 或者是具有有限收敛性的), 若对所有充分大

的 k, fcsos,k = fmin 都成立.

5.3 松弛的紧性

松弛序列 (5.15) 和 (5.16) 的一个重要性质是对所有目标函数都具有有限收敛性. 考虑如下假设.

假设 5.8 存在 ρ ∈ QM[cin,Ψ] 使得, 若 u ∈ K, f(u) < fmin, 则 ρ(u) < 0.

包含关系 ρ ∈ QM[cin,Ψ] 意味着, 若 u 是 (5.14) 的一个可行点, 则 ρ(u) > 0. 因此 ρ(x) = 0 可以

看成一个分隔可行驻点和不可行驻点的超曲面. 假设 5.8 是一个一般性的假设 (参见文献 [23]). 下面

证明松弛序列 (5.15) 和 (5.16) 的紧性.

定理 5.9 [23] 假设 K ≠ ∅ 且假设 5.7 成立. 若下列条件之一成立:

(i) Ideal[ceq,Φ] + QM[cin,Ψ] 是阿基米德的;

(ii) Ideal[ceq] + QM[cin] 是阿基米德的;

(iii) 假设 5.8 成立,

则当 k 充分大时, fcsos,k = fcmom,k = fmin.

5.4 紧性的判定和最优解的提取

假设 y∗ 是第 k 阶松弛 (5.16) 的一个最优解. 记多项式次数

d := max

{⌈
1

2
deg(h)

⌉
: h ∈ {ci}i∈E∪I ∪ Φ ∪Ψ

}
. (5.18)

如果平滑截断成立: 存在整数 t ∈ [d, k] 使得

rankMt[y
∗] = rankMt−d[y

∗], (5.19)

则 fcsos,k = fmin 且可以得到 r := rankMt(y
∗) 个问题 (5.14) 的最优解. 一般而言, 条件 (5.19) 是提取

最优解的一个充分和必要条件. 当 (5.14) 不存在 KKT 点时, 通过求解松弛 (5.15) 和 (5.16), 也可以验

证其不可行性. 下面是探测松弛序列 (5.15) 和 (5.16) 的紧性和提取最优解的主要结论.
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定理 5.10 [23] 如果假设 5.7 中的 Lagrange 乘子表示存在, 则松弛序列 (5.15) 和 (5.16) 具有如

下性质.

(i) 如果对某个松弛阶 k, 松弛 (5.16) 是不可行的, 则优化 (5.14) 一定是不可行的, 即 (1.1) 没有

KKT 点.

(ii) 当假设 5.8 成立时, 如果 (5.14) 不可行, 则当松弛阶 k 充分大时, 松弛 (5.16) 是不可行的.

如果 (5.14) 是可行的, 则还有如下性质.

(iii) 若存在 t ∈ [d, k] 使得 (5.19) 成立, 则 fcmom,k = fmin.

(iv) 若假设 5.8 成立且 (5.14) 只有有限多个最优解, 则矩松弛 (5.16) 有最优解且当 k 充分大时,

每个最优解 y∗ 都满足 (5.19).

若 (5.14) 有无穷多个最优解, 则平滑截断 (5.19) 通常不会成立. 这可以参考性质 4.5.

例 5.11 [23] 考虑优化问题 

min x21 + 50x22

s.t. x21 −
1

2
> 0,

x22 − 2x1x2 −
1

8
> 0,

x22 + 2x1x2 −
1

8
> 0.

为了满足 (5.7), 矩阵 L(x) 的第一列为
8 x3

1

5 + x1

5

288 x2 x
4
1

5 − 16 x3
1

5 − x2 x
2
1 124
5 + 8 x1

5 − 2x2

−288 x2 x
4
1

5 − 16 x3
1

5 +
x2 x

2
1 124
5 + 8 x1

5 + 2x2

 ,
第二列为 

− 8 x2
1 x2

5 +
4 x3

2

5 − x2

10

288 x3
1 x

2
2

5 +
16 x2

1 x2

5 − 142 x1 x
2
2

5 − 9 x1

20 − 8 x3
2

5 + 11 x2

5

−288 x3
1 x

2
2

5 +
16 x2

1 x2

5 +
142 x1 x

2
2

5 + 9 x1

20 − 8 x3
2

5 + 11 x2

5

 .
目标函数是强制性的 (即集合 {x ∈ Rn : f(x) 6 c} 对任意的 c ∈ R 均是紧集), 因此 fmin 可以在驻点

处达到. 该问题的最优值为 fmin = 56+ 3
4 +25

√
5 ≈ 112.6517,其最优解为 (±

√
1
2 ,±(

√
5
8 +

√
1
2 )).松弛

序列 (4.2)–(4.3) 与 (5.15)–(5.16) 计算结果的比较见表 1 (为了简洁, 只显示四位有效数字). 我们可以

观测到对所有 k > 4, 有 fcsos,k = fmin.

表 1 例 5.11 的计算结果

阶数 k
(4.2)–(4.3) (5.15)–(5.16)

fmom,k 时间 fc
mom,k 时间

3 6.7535 0.4611 56.7500 0.1309

4 6.9294 0.2428 112.6517 0.2405

5 8.8519 0.3376 112.6517 0.2167

6 16.5971 0.4703 112.6517 0.3788

7 35.4756 0.6536 112.6517 0.4537
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6 总结与展望

本文介绍了多项式优化问题的矩 -平方和松弛算法及其有限收敛性理论、全局最优性的判别以及

全局最优解的获取. 当最优性条件不成立时, 经典的矩 - 平方和松弛通常并不具有有限收敛性. 本文

进一步介绍了如何利用 Lagrange 乘子表示来构造具有有限收敛性的矩 - 平方和松弛.

多项式优化是一个正在蓬勃发展的研究领域, 仍然具有很多亟待解决的重要问题. 例如, 定理 4.7

证明了当松弛阶充分大时, 经典的矩 - 平方和松弛具有有限收敛性. 但是却很难得到如此收敛阶次数

的准确估计. 在实际计算中, 我们发现对很多问题, 低阶的矩 - 平方和松弛常常已经是精确的. 如何给

出低阶松弛精确性的一些充分性刻画, 是一个很重要的研究问题.
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An introduction to polynomial optimization
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Abstract Polynomial optimization is a broad class of optimization problems whose objective functions and con-
straining functions are polynomials. The moment-SOS (sum of squares) hierarchy is the most powerful method to
solve polynomial optimization globally. In this paper, we introduce moment-SOS methods for solving polynomial
optimization. We also study their finite convergence theory, the certificate for global optimality, and how to
extract minimizers. When the standard moment-SOS hierarchy does not have finite convergence, we introduce
tight relaxations by using Lagrange multiplier expressions.
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