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摘  要: NURBS 曲线是 CAGD 中的标准工具, 其等距曲线的计算是 CAGD 中的重要内容, 对异常情况包括自交(或

自交环)、奇点等的处理是等距曲线计算的关键技术. 基于 2 阶导数采样和 NURBS 曲线的单值性, 提出一种 NURBS

曲线的无自交近似等距曲线计算算法. 首先提出并证明了 NURBS曲线无自交等距曲线的最大偏移距离; 然后通过计

算最大偏移距离, 以 NURBS 曲线的单值性为约束条件计算 NURBS 曲线的无自交近似等距曲线. 2 次和 3 次 NURBS

曲线无自交近似等距曲线计算的数值实例的结果表明, 所提算法可以快速、有效地生成无自交的 NURBS 曲线的近似

等距曲线, 保证剩余控制顶点数尽量少且不依赖于权因子的选择, 保留了 NURBS 曲线的权因子对曲线形状的调整性. 
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Abstract: The NURBS curve is a standard tool in CAGD. The calculation of the offset curve is an important re-

search component in CAGD. The processing of abnormal situations, including self-intersections(or 

self-intersection loops) and singularities, is a key technology of offset curve calculation. Based on the sec-

ond-derivative sampling and injectivity of the NURBS curve, an algorithm for computing non-self-intersecting 

approximate offset curve of the NURBS curve is proposed. First, the maximum offset distance of the 

non-self-intersecting offset curve of the NURBS curve is proposed and proved. Second, using the injectivity of 

the NURBS curve as a constraint condition, the non-self-intersecting offset curve of the NURBS curve is com-

puted. Examples of computing non-self-intersecting offset curves of NURBS curves with degrees of 2 and 3 are 

presented. It is verified through examples that the proposed algorithm can quickly and effectively generate the 

approximate offset curves of the non-self-intersecting NURBS curve. Furthermore, the proposed algorithm does 

not depend on the choice of weights, and retains the adjustment of the weights of the NURBS curve to the curve 

shape. 
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随着机械行业 CNC 数控技术的发展, 传统的

数控加工方式面临程序复杂、增降速频繁、表面粗

糙等诸多问题. 由于 NURBS 曲线通用的数学表达

式可以描述任意自由曲线或标准解析曲线 , 同时

NURBS 具有产生光滑曲率的柔性, 因此 NURBS

曲线的等距曲线近似算法广受关注 . 等距曲线又

称为偏移曲线, NURBS 曲线的等距技术因其优势

被广泛地应用于数控加工[1-3]、铣削仿真[4-5]、机械

制造[6]等方面. 采用 NURBS 曲线等距近似算法进

行曲面零件的加工 , 能够有效地提高零件加工精

度与表面质量[7-8]. 

通常, 等距曲线比原曲线更复杂. 例如, 原曲

线是规则的 , 等距曲线可能存在局部的或全局的

切线不连续等情形 , 从而导致产生新的自交点或

环. 生成 NURBS 曲线的无自交近似等距曲线不仅

保证了曲线形状与原曲线更接近 , 同时可以保证

信息不缺失[9-11]. 因此, 对 NURBS 曲线的等距曲

线上的自交点或环的处理是 NURBS曲线等距设计

中必须处理的异常情况; 同时, 避免自交点或环的

产生, 以及移除自交(包括自交环)是 CAGD 中的重

要内容[12-13].  

近年来, 国内外学者对生成 NURBS 曲线的无

自交近似等距曲线做了大量工作. Pekerman 等[6]使

用二法线准则和简单的直接代数消去移除自交 ; 

Alcázar 等 [14]通过代数算法将等距自交点参数化, 

建立隐式方程, 从而移除自交; 梁盈富等[15]改进 4

阶阿当姆斯微分方程 , 预估等距近似过程的曲线

参数 , 可以一定程度地移除生成等距曲线时产生

的自交点和环; Hong 等[16]通过多边形网格表示外

边界算法 [17], 从参数空间中的等距切边区域的角

度出发提出一种移除等距自交算法; 秦睿等 [18]基

于空间距离生成无自交的等距曲线.  

Piegl 等[19]基于边界的 2 阶导数[20]采样, 提出

一种 NURBS 曲线等距算法. 该算法对特殊形状曲

线能够给出精确的等距量 , 在对一般自由型曲线

生成近似的等距曲线的过程中产生的误差较小 , 

且等距近似后的曲线控制点的数量少. Kumar 等[21]

通过去除采样点形成的自交闭环生成无自交的等

距曲线 , 实际上 , 该算法可能会去除过多的采样

点 , 在插值反求控制顶点时可能会把在给定的误

差限内的节点移除, 从而产生更大的误差.  

若 NURBS 曲线没有自交点, 称其具有单值性. 

Zhao 等[22]通过定义适定性的 NURBS 曲线的控制多

边形, 且根据 NURBS 曲线的 Toric 退化理论[23]进行

证明, 给出了 NURBS 曲线单值的充要条件. 在等

距曲线计算过程中 , 当曲率半径小于等距偏移距

离 d 、沿着法向量正向的反方向等距偏移[24]时, 等

距曲线可能会自交. 为避免这一情形, Piegl 等[19]

提出的算法始终假设曲率半径大于 d . 与这些算

法不同, 本文考虑一种包含此情形的 NURBS 曲线

等距算法, 基于 NURBS 曲线的单值条件提出一种

NURBS 曲线的无自交近似等距算法.  

本文利用基于 2 阶导数采样法[19], 在进行非

均匀 B 样条曲线插值等距点前, 先判断哪些点在

插值之后会产生自交, 提出一种移除自交的算法, 

得到无自交的最大等距偏移距离 , 用于计算新的

等距点 ; 再根据等距点的数量反求控制顶点 , 在

给定的误差限内将 NURBS 分段成有理 Bézier 曲

线段 [25]; 通过节点移除算法[26]去掉多余的控制顶

点 , 由适定性条件验证最后剩余的控制顶点构成

的控制多边形是适定的, 进而得到 NURBS 曲线的

非自交等距曲线.  

本文算法不需要计算曲率 , 通过分析几何位

置关系给出无自交的最大等距偏移距离 , 不仅能

最大程度地保留等距得到的采样点数量 , 且在节

点移除过程中不会产生更大的误差; 同时给出不

需要计算曲率就可得到的无自交的最大等距偏移

距离, 其更具有几何直观性且便于计算, 利于实际

应用. 

1  NURBS 曲线的等距曲线 

Piegl 等[27]提出对 NURBS 曲线定义的描述, 

为前后文描述统一, 做出如下定义. 

定义 1.   20,1, ,iB i n   b 表示控制顶点

集 ;  0,1, ,i i n     表示权因子集 , 其值

不全为 0;  ,i pN u 表示定义在非均匀节点向量

 10, ,0, , , ,1, 1p nu u   U 上的 p 次 B 样条基函

数, 则平面上一条 p 次 NURBS 曲线为 

          , ,
0 0

, ,
n n

i p i i p i
i i

u x u y u R u x R u y
 

 
   

 
 c  (1) 

其中 ,  
 

 

,
,

,
0

,
i i p

i p n

i i p
i

N u
R u u

N u






 


U ; ,i ix y 表示控

制顶点的坐标分量 , 节点向量首末的重数都为

1p  重. 

依次用直线段连接相邻 2 个控制顶点所得的

折线多边形称为控制多边形, 记为 P. 
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等距曲线定义为点的轨迹 , 它们的距离是恒

定的 , 即原曲线上每点沿着该点处的法矢方向等

距偏移一个距离所得点的轨迹 . 由文献[28]可知 , 

对于一条 p 次 NURBS 曲线  uc , 其 1 阶导数及其

模长分别定义为 

 
      
     2 2

,u x u y u

u x u y u

   


   

c

c
  (2) 

由 文 献 [19] 可 知 ,  uc 的 等 距 曲 线

      ,x yu C u C uC 可表示为 

      u u d u C c N   (3) 

其中, 

  
         
         

x

y

C u x u dy u x u y u

C u y u dx u x u y u

     


    
 (4) 

或 

 
         
         

x

y

C u x u dy u x u y u

C u y u dx u x u y u

     


    
 (5) 

d 表示 NURBS 曲线  uc 每点的法向量方向移动

的距离(可正可负);  uN 表示 u 处的单位法向量. 

本文中取 d 的移动方向为     ,y u x u  . 

对于 NURBS 曲线 , 每个 B 样条基函数

 , i pN u 的 1 阶导数计算公式为 

 

     

 

, , , 1

1, 1
1 1

d
 

d i p i p i p
i p i

i p
i p i

p
N u N u N u

u u u
p

N u
u u




 
  

  




 
(6)

 

所以有      , ,
0 0

,
n n

i p i i p i
i i

u R u x R u y
 

 
    

 
 c . 其中,  

 
   

 
, , 2

,
0

d
 

di p i p
n

i i p
i

L K
R u R u

u
N u



  
 
 
 


 (7) 

其中,  

   

   

, ,
0

, ,
0

d
,

d
d

= .
d

n

i i p i i p
i

n

i i p i i p
i

L N u N u
u

K N u N u
u

 

 




 






 

曲线的曲率描述了其切向量相对于弧长的转

动率. 由等距曲线的定义可知, 等距曲线与原始曲

线在一定距离上是平行的 [29], 自由曲线中可能会

包含曲率变化程度不同的不规则曲线段 , 当进行

自由曲线等距偏移时, 即使原曲线是非自交的, 在

曲率变化大的曲段部分仍然会在等距偏移的过程

中产生自交, 如图 1 所示. 给定一个距离 d , 利用

采样点法对 NURBS 曲线进行等距偏移时, 会生成

一个由等距采样点形成的自交环. 
 

 

图 1  产生自交的 NURBS 等距曲线 

 
在曲率变化大的曲线段上, 切向量转动大, 即

2 个点的切向量夹角大 , 则其对应的法向量夹角

小. 因此选取的等距偏移距离 d 较大时, 采样点的

轨迹会出现“回折”, 即形成自交环. 此时, 利用插

值算法进行等距曲线拟合时 , 可知插值曲线是非

单值的 , 即存在自交点 (环 ). 由于单位法向量

 uN 是有向的[30], 因此选取特定的等距偏移距离

d , 沿法向量正向或反向等距偏移会存在自交点

(环). 如图 2 所示, 沿反向的等距曲线 2C 即为自交

的等距曲线. 
 

 

图 2  正向的等距曲线和反向的等距曲线 
 

由上述分析可知 , 此自交环通常出现在曲率

变化较大的曲线段部分. 由几何关系可知, 法向量

与切向量垂直, 当 2 个切向量相交时, 其对应的法

向量必然相交. 

2  本文算法 

本文利用 NURBS 曲线的单值条件提出一种

NURBS 曲线的无自交近似等距曲线的计算算法.  

定义 2[22]. 给定一条 p 阶 NURBS 曲线  uc , 

P 表示控制多边形,   20,1, ,iB i n   b 表示

控制顶点集, B 表示 B 的子集, P 表示 P 的子集, 

且是由 B 中相邻的点顺次连接成线段的并集, 当

且仅当 P 满足以下条件时 , 称 P 是非适定的 ; 否

则称 P 是适定的. 
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条件 1. 对于控制顶点集  0,1, ,iB i n  b , 

如果 P 中有自交点, 或者存在一个子集 B B , 使

P 的子集 P 有自交点.  

条件 2. 对于 B , 存在 B B , 使子集 P 中的

某条边
1i ik k 

b b 与子集 B 中任意 3 个连续的控制顶

点
1 2

, ,
j j jk k k 

b b b ( 2j ik k  或 1i jk k  )构成的三角

形内部的交集是非空的. 

定理 1[22]. 给定 NURBS 曲线  uc 的控制顶点

集   2 ,i iB B   b b  控制多边形记为 P , 权因

子集为  0 0,1, ,i i n      , NURBS 曲线

 uc 单值的充要条件是其控制多边形 P 是适定的. 

由定义 2 可知, 若控制多边形是非适定的, 存

在一组正权因子 , 使曲线存在自交点 . 进一步分

析, 对于一条曲线, 如果沿着单位法向量的某一方

向、以无自交的最大等距偏移距离偏移时, 等距点

的轨迹不会产生自交点(环). 在插值这些等距点之

前 , 首先反求控制顶点 , 其次去掉多余的控制顶

点, 进而利用控制多边形是适定的作为约束条件, 

得到无自交的等距曲线. 

2.1  等距曲线自交的移除 
在等距曲线的算法中 , 关于自交点(环)的处

理, 通常有如下几种做法[27].  

(1) 改变权因子 . 对于如图 3a 所示的 2 次

NURBS 曲线, 将 3b 对应的权因子 3 =9 改为 3 =1 , 

则可以如图 3b 所示移除自交点. 但是, 这种做法

只能处理依靠改变权因子移除等距曲线的自交. 

 

 

图 3  改变 3 的 NURBS 曲线 

 
(2) 改变控制顶点. 由于以这种算法移除自交

会使原曲线表达式发生变化, 不利于实际应用, 因

此通常不采用此算法. 

(3) 改变节点向量. 通过改变节点向量移除自

交点在计算过程中往往不易操作. 

(4) 改变等距偏移距离. 本文算法首先计算无

自交的最大等距偏移距离 , 然后利用控制多边形

的适定性约束, 给定任意正权因子, 可生成无自交

的 NURBS 曲线的等距曲线, 同时避免了曲率的计

算, 更简便. 

2.2  无自交的最大等距偏移距离 

定理 2[20]. 设     2: ,u a b  c 表示 2C 连续的

NURBS 曲 线 ,  uc 表 示 其 线 性 逼 近 , 且 有

   a ac c ,    b bc c , 则有 

       21
sup sup .

8a u b a u b
a a b a u  

≤ ≤ ≤ ≤

≤c c c
 

由定理 2, 基于 2 阶导数的边界, 计算 NURBS

曲线  uc 的采样点个数[19]为 

 01

8

w M
n


   
 

  (8) 

0.50,   
=

0.34,  
w





线性近似
.

其他  

其中 ,        0 max max
; ,  M x u y u x u y u   表示曲

线的坐标分量;  表示误差.  

给定初始等距偏移距离 0d , 根据式(3)对采样

点进行等距偏移 , 等距偏移采样点形成的轨迹出

现局部自交, 如图 4 所示.  
 

 

图 4  等距偏移采样点轨迹形成自交环 

 
等距偏移形成的自交轨迹第 1 个回折转向点

对应的采样点记为 ia 点, 等距点形成自交轨迹的

第 2 个回折转向点对应的采样点记为 ja 点. 由式

(3), 设原曲线上的采样点 ia 和 ja 对应的等距点分

别为 ( ), ( )i i j ju u C C C C , iu 和 ju 分别表示定义

域内的第 i 个和第 j 个参数, 且 i j . 将 ia 与 iC 之

间的线段记为 i ia C , ja 与 jC 之间的线段记为 j ja C  

(图 4 中红色线段). ia 与 ja 之间的采样点分别表示

为  1 1, , 1 1i j i i j j      a a , 对应的等距点分

别表示为 1 1, ,i j C C , 其之间的线段分别记为

1 1 1 1, ,i i j j   a C a C (图 4 中蓝色线段). 在这些线段
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中, 任意 2 条必然相交, 将任意 2 条线段
k ki ia C 和

 ,
r ri i k ri i i j≤ ≤a C 的交点记为

ki
q , 必然能找到

 min , ,
k ki i j ia q a q , 令 线 段

m mi ia C 与

 
l li i m li i i j  a C (图 4 中绿色线段 )的交点为

mi
q . 有    or min , ,

m m l m k ki i i i i i j ia q a q a q a q . 

由上所述 , 假设  1 1,
mi

x ya ,  2 2,
li

x ya , 

 3 3,
mi

x yC ,  4 4,
li

x yC ,  ,
mi

x yq , 通过代数

运算可得点
ki

q 的坐标 . 因为
m mi ia q 所在的方向是

点
mi

a 的法向量方向 , 
l mi ia q 所在的方向是点

li
a 的

法向量方向 , 则有
m m mi i ia q a , l m li i ia q a ; 又由

式(3)(4), 故点
mi

a 到
mi

q 的等距偏移距离可表示为 

 2 21
max 1 1

1

x x
d x y

y

    


  (9) 

或 2 21
max 1 1

1

y y
d x y

x

    


. 

由于点
li

a 到
mi

q 的等距偏移距离也为 maxd , 

故 maxd 可表示为 

  2 22
max 2 2

2

x x
d x y

y

    


 (10) 

或 2 22
max 2 2

2

.
y y

d x y
x

    


 其中 , 1 1,x y  和 2 2,x y 

分别表示  uc 在 mi
a 处和 li

a 处的 1 阶导数坐标分量. 

由上所述, 则有如下定理. 

定理 3. 设  min , ,
k ki i j iA  a q a q , 若任意线

段  
k ki i ki i ja C ≤ ≤ 与 , ,

m l mi i ia a q 3 点构成的三角

形
m l mi i ia a q△ 内 部 的 交 集 是 空 集 , 则 有

 or min
m m l mi i i i Aa q a q , 且 mi

a 到 mi
q 的等距偏移距

离为 maxd , m li i i j   . 

证明 . 首先证明  or min
m m l mi i i i Aa q a q . 假设

存在线段 ( , , )
m mk k m k l mk i i i k j  a C 与点 , ,

m l mi i ia a q

构 成 的
m l mi i i△a a q 内 部 的 交 集 为 非 空 , 使

 or min
m m l mi i i i Aa q a q . 下面讨论点 mka 处的切线

方向与点 mi
a 或 li

a 处的切线方向的关系. 

(1) 当采样点 mka 在采样点 mi
a 之前或 li

a 之后, 

若在点 mka 处的切线方向与点 mi
a 或点 li

a 处的切线方

向平行 , 此时则有
m m m l mk k i i i a C a a q△ , 与已知

不符, 故舍去; 若点 mka 处的切线方向与点 mi
a 或点

li
a 处的切线方向不平行, 仅讨论点 mka 在点 mi

a 之

前 的 情 况 , 由 已 知 设 m m l l lk k i i ka C a C q ,  

m m m m mk k i i ka C a C q , 因为 m mk ka C 与
m l mi i i△a a q 内

部的交集非空, 所以点 lkq 在 mi
a 与 mi

q 之间, mkq 在

li
a 与 mi

q 之间 , 即 m m m mi k i ia q a q , l l l mi k i ia q a q , 这

与  or min
m m l mi i i i Aa q a q 矛盾. 

(2) 若点 mka 处的切线方向与点 mi
a 或点 li

a 处

的切线方向不平行, 不论采样点 mka 在何处, 因为

m mk ka C 与 m l mi i i△a a q 内部的交集是非空的 , 所以

m mk ka C 与 m mi ia C 的 交 点 在 m mi ia q 上 , m mk ka C 与

l li ia C 的 交 点 在 l mi ia q 上 , 则 一 定 与

 or min
m m l mi i i i Aa q a q 矛盾. 

综上所述 , 假设不成立 . 故对于任意线段

 
k ki i ki i ja C ≤ ≤ 与 , ,

m l mi i ia a q 3 点构成的
m l mi i ia a q△

内部的交集为空, 则有  or min
m m l mi i i i Aa q a q , 实

际上, mi
a 与 li

a 是相邻的 2 个采样点.       证毕. 

下面证明 mi
a 到 mi

q 的等距偏移距离为 maxd . 

在式 (3)中   1u N , 所以 , 采样点 mi
a 到等距点

mi
q 的等距偏移距离的大小可表示为 m mi ia q , 如果

m mi ia q 不是无自交的最大等距偏移距离 , 即以

m mi ia q 为等距偏移距离时 , 等距偏移之后仍产生

自交 . 假设存在采样点与等距点的连线线段

m mj ja C 与  , ,
l lj j m l m lj j i ia C ( 此时等距点

mj
C , 

lj
C 是以 m mi ia q 为等距偏移距离得到的等距点)的

交点为 mj
q , 使

m mj j Mda q 为无自交的最大等距

偏移距离 , 可知 maxMd d , 所以
m mM j jd  a q  

maxm mi i da q . 由上一步证明可知,  or
m m l mi i i i a q a q  

min A , 故不存在 mj
q , 即 mi

a 到 mi
q 的等距偏移距

离为 maxd .                             证毕. 

2.3  NURBS 曲线的无自交近似等距算法 
根据定义 2 提出的单值性条件及定理 1, 本文

在 NURBS曲线单值条件的基础上提出一种无自交

的近似等距算法 . 在给出无自交的近似等距算法

前, 先给出无自交的最大等距偏移距离算法.  

算法 1. 无自交的最大等距偏移距离算法. 

输入. 节点向量U , 控制顶点集 B, 权因子集

 , 初始等距偏移距离 0d . 
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输出. 无自交的最大等距偏移距离 maxd . 

Step1. 根据形状不变因子 k 识别圆弧曲线 , 如果

2k  , 输入的 NURBS 曲线表示圆, 则 max 0d d . 

Step2. 将输入的 NURBS 曲线分段成有理 Bézier

曲线段. 

Step3. 利用式(8)计算采样点个数 n . 

Step4. 利用式(1)计算采样点 ka , 利用式(3)计算等

距点 kC . 

Step5. 判断偏移等距点的轨迹是否存在自交 , 如

果等距点的轨迹没有自交, 则 max 0d d ; 如果等距点的

轨迹有自交环, 则确定自交部分采样点下标 ,i j :  
Step5.1. 利用式 (9)或式 (10)在每个自交环上分

别计算处于该自交环的无自交最大等距偏移距离, 记为

sd , s 表示自交环的个数; 

  Step5.2. 计算  max 1min , , sd d d  . 

Step6. 输出无自交的最大等距偏移距离 maxd . 

在算法 1 中, 首先要识别 NURBS 曲线是否表

示圆弧. 由于 NURBS 曲线的圆弧表示并不唯一, 

因此可根据形状不变因子[31]识别圆弧. 对于 2 次

和 3 次 NURBS 表示的圆弧, 由文献[31]可知, 将

NURBS 曲线分段成有理 Bézier 曲线段  uS , 即 

 
 

 

,

,
0

, 2,3 .
i i i p

n

i i p
i

B u
u p

B u






 



P
S  

其中,    , 2,3i pB u p  表示 Bézier 基函数, iP 表示

控制顶点. 当形状不变因子 2k  时,  uS 表示的

是圆弧.  

由算法 1 得到无自交的最大等距偏移距离

maxd . 由于等距偏移距离 d 是任意的 , 如果在

maxd 之内等距偏移 , 可以直接得到无自交的近似

等距曲线 ; 如果在 maxd 之外等距偏移 , 则需要进

一步讨论, 通过迭代可以移除自交. 因此, 本文提

出一种权因子为正的 NURBS曲线的无自交的近似

等距曲线的计算算法.  

算法 2. NURBS 曲线的无自交近似等距曲线

算法. 

输入. 节点向量U , 控制顶点集 B , 权因子集

 , 初始等距偏移距离 0d . 

输出. 无自交的近似等距曲线  uC . 

Step1. 由算法 1 得到无自交的最大等距偏移距离

maxd . 

Step2. 识别圆弧曲线, 如果 2k  , 输入的 NURBS

曲线表示圆:  

  Step2.1. 对识别的圆以 maxd 为等距偏移距离 , 

利用式(3)得到等距点 kC . 对自由型 NURBS 曲线, 如果

maxd d≤ , 利用式(3)计算等距点 kC , 转 Step3; 否则, 令

maxd d d  , 计算等距点 kC ; 

  Step2.2. 由算法 1 计算迭代 t 次的无自交最大等

距 偏 移 距 离 max
td , 令 max max

td d , 重 复 Step2.1 和

Step2.2. 
Step3. 反求控制顶点. 

Step4. 控制多边形适定性判断. 

Step5. 节点移除, 去掉多余控制顶点. 

Step6. 输出无自交的近似等距曲线  uC . 

3  实例与结果分析 

本文分别列举 2 次、3 次 NURBS 曲线移除自

交实例, 数据均保留小数点后 2 位. 

例 1. 设 3 次 NURBS 曲线  uc 的节点向量为

1 1 3
0,0,0,0, , , ,1,1,1,1

4 2 4
   
 

U , 控 制 顶 点 分 别 为

 0 2.5,8b ,  1 1.5,4.5b ,  2 3,5b ,  3 4.5,5b ,

 4 5.5,3b ,  5 6.5,5b 和  6 6,8b ; 设权因子为

 = 1,2,1,3,2,1,2 , 3 次 NURBS 曲线及其等距曲线

 uC 如图 5a 所示. 由式(8)得到采样点个数为 209, 

设初始等距偏移距离 0 0.60d  , 由式(3)对采样点

等距偏移, 其轨迹出现局部自交, 如图 5b 所示. 

 

 

图 5  移除自交的 NURBS 等距曲线 

 

例 2. 设 2 次 NURBS 曲线  uc 的节点向量为

1 2
0,0,0, , ,1,1,1

3 3
   
 

U , 5 个 控 制 顶 点 分 别 为

 0 0,0b ,  1 0.5,2b ,  2 1,2.5 b ,  3 3.5,2.5b

和  4 4,2b ; 设权因子为  = 1,2,2,1,2 , 由式(8)

得到采样点个数为 56; 设初始等距偏移距离

0 1.00d  , 等距曲线如图 6a 所示. 对采样点进行

等距偏移, 1b 附近的采样点等距偏移的轨迹出现

自交, 如图 6b 所示. 

根据算法 1 可得出 mi
a 点  0.64, 2.29 , li

a 点

 0.35, 2.71 和 mi
q 点(0.24, 1.98), 由式(9)或式(10) 
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图 6  2 次无自交 NURBS 曲线等距曲线 

 
得本例的 maxd =0.46. 以 0.46 为偏移距离得到的等

距点如图 6c 所示. 去除多余的控制顶点后, 验证

剩余 27 个控制顶点构成的控制多边形的适定性, 

最后插值等距点得到无自交的等距曲线  uC , 如

图 6d 所示. 

例 3. 使用例 2 中定义的控制顶点、节点向量

和初始偏移距离 , 设权因子  = 3,1,1.5,6.5,3,2,7 , 

NURBS 曲线及其等距曲线如图 7a 所示. 计算得本

例的 max 0.22d , 去除多余的控制顶点后, 验证剩

余 22 个控制顶点构成的控制多边形的适定性, 最

后进行插值得到无自交的等距曲线  uC , 如图 7b

所示. 

 

 

图 7  改变权因子的 3 次无自交等距曲线 

 

例 4. 对例 2 中的 3 次 NURBS 曲线  uc , 若

生成等距偏移 0.60的等距曲线, 第 1次等距偏移的

max 0.21d  , 所 以 当 等 距 偏 移 距 离 为 d   

max 0.49d d  时, 再次计算无自交的最大等距偏

移距离 , 将其记为 1
maxd , 可知 1

max =0.14d ; 以 d   
1
max 0.35d d  为等距偏移距离 , 得到 2

max =0.12d ; 

依次进行, 迭代 5 次, 得到 5
max =0.04d 时输出非自

交的等距曲线  uC , 如图 8 所示. 

 

 

图 8  3 次无自交的 NURBS 等距曲线 

 

例 5. 设 3 次 NURBS 曲线  uc 的节点向量为

1 1 3
0,0,0,0, , , ,1,1,1,1

4 2 4
   
 

U , 控 制 顶 点 分 别 为

 0 1,5b ,  1 4,4.5b ,  2 7.5,2b ,  3 6,2b ,

 4 11,4.5b ,  5 13,5b 和  6 15,4b , 设权因子

为  = 1,2,1.5,3,2,1,1 , 初 始 等 距 偏 移 距 离

0 0.40d  , NURBS 曲线及其等距曲线如图 9a 所示. 

原曲线在 3b 和 4b 附近的曲线出现了尖点, 等距曲

线出现自交, 由算法 1 及式(9)或式(10)得到本例中

的 max 0.02d  . 由式(8)得到采样点个数为 77, 去

除多余的控制顶点后, 验证剩余 24 个控制顶点构

成的控制多边形的适定性 , 最后进行插值得到无

自交的等距曲线  uC , 如图 9b 所示. 

 

 

图 9  特殊情形的无自交 NURBS 等距曲线 
 

4  误差分析 

在等距曲线的计算过程中, 等距曲线  uC 表

示精确等距偏移. 然而, 在实际数值计算的过程中

得到的等距曲线为  uC ,  uC 与  uC 之间就会

产生误差, 这是不可避免的情况, 因此实际误差为

     E u u u C C . 

本文误差结果如图 10 所示. 
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图 10  本文算法不同误差限分析 

 
当等距偏移距离 maxd d≤ 时, 可以保证生成的

等距曲线不会产生自交. 因此, 对于给定的误差限

 , 选择等距偏移距离 d 时, 在满足其生成无自交

等距曲线的同时也要满足  E u  且  E u 尽可能

小, 这样就认为 d 选取得合适.  

由算法 1 可知, 例 1 中, 当取 1=0.10 时, 使

  1E u  , 误差如图 10a 所示 ; 例 2 中 , 当取

2 =0.01 时 , 分 别 选 取 了 max0.46,0.40d d ≤ 及

max0.30,0.20d d ≤ , 均满足   2E u  , 以 maxd 为

等距偏移距离作误差图, 如图 10b 所示; 例 3 中, 

当取 3 =0.10 时, 使   3E u  ,  误差如图 10c 所

示 ; 例 4 中的误差   0.10E u  ; 例 5 中的误差

  0.02E u  . 从图 10 可以看出, 本文算法以 maxd

为等距距离, 得到的  E u 较小. 

此外, 在本文的算例中均选取 350 个参数, 对

比移除自交之前和无自交的近似等距算法的误差

值, 且与 Kumar 等[21]提出的移除自交的算法进行

误差对比, 结果如表 1 所示, 其中选择的是最大误

差值. 可以看出, 本文算法可以减少自交移除过程

对精确度的损失 , 同时得到满足误差要求的

NURBS 曲线的无自交近似等距曲线. 
 

表 1  2 种算法误差对比 

算法 
实例 移除自交前 

本文 Kumar 等[21] 

1 0.034 8 0.025 8 0.040 6 

2 0.005 3 0.004 3 0.015 7 

3 0.023 8 0.016 5 0.057 7 

4 0.034 8 0.025 8 0.040 6 

5 0.020 0 0.019 0 0.018 8 

       
表 2 所示为初始等距偏移距离为 0.60, 取不同

控制顶点个数时, 利用算法 2 计算 3 次 NURBS 曲

线无自交近似等距曲线的运行时间(以上实例中等

距点的轨迹只包含一个自交环), 其中的数据均为

10 次实例取得的平均值的结果. 
 

表 2  不同控制顶点个数下算法 2 运行时间    s 

控制顶点数 确定自交部分采样点 计算 dmax 反求控制点

 13 0.52 0.38 0.37 

 33 0.52 0.48 0.37 

 49 0.53 0.52 0.38 

105 0.55 0.70 0.41 

 

表 3 所示为误差限分别取 110 , 210 和 310 约

束时, 近似等距曲线的控制顶点个数对比, 其中第

2~7 列数据来自文献[19]. 
 

表 3  控制顶点的个数对比 

  Elb-2 Til Lst Lst-2 M-2 P&T 算法 2

10–1  22  25 16 31  78 19 20 

10–2  55  67 48 49  92 33 30 

10–3 190 202 84 94 120 56 55 

 

Piegl 等[19]算法以 0.50 为等距偏移距离, 与其

不同, 本文考虑无自交的 NURBS 的近似等距曲线

的计算, 由算法 1 可知无自交的最大偏移距离为

max 0.36d  ; 因此, 表 3最后一列数据为等距偏移

距离取 0.36 时的 3 次 NURBS 曲线的无自交近似
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等距曲线的控制顶点个数. 可以看出, 采用算法 1

和算法 2 计算得到的 NURBS 曲线的无自交的近似

等距曲线不会增加控制顶点的个数. 

5  结  语 

本文在基于 2 阶导数采样得到的等距曲线算

法的基础上, 提出一种 NURBS 曲线的无自交近似

等距曲线的计算算法. 对 NURBS 曲线采样点等距

偏移后, 当等距点的轨迹存在自交情形时, 计算出

无自交的最大偏移距离 maxd . 本文提出并证明了

无自交的最大等距偏移距离定理, 并给出算法(算

法 1); 然后提出 NURBS 曲线的无自交近似等距曲

线的算法(算法 2), 分别列举 2 次、3 次 NURBS 曲

线等距生成无自交的近似等距曲线的实例 . 对算

法 1 和算法 2 进行验证的结果表明, 以 maxd 为等距

偏移距离可以移除等距偏移时产生的自交 , 且不

依赖于权因子的选择, 保留了 NURBS 曲线的权因

子对曲线形状的调整性, 有利于在机械制造工业

上的应用. 

本文算法尚存在一些不足之处: (1) 当初始等

距偏移距离 d 接近于 0, 即当 mi
a 与 li

a 的距离

0.01
m li i a a 时, 利用本文算法消除自交效果不

显著; (2) 得到的无自交的等距曲线可能导致降低

去除自交附近的等距曲线光滑性 , 需要其他技术

提高光滑性, 如插补技术. 这些不足将在今后的工

作中改善. 
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