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复微分几何是现代数学的一个核心领域 , 在函数论、代数几

何、数论等其他数学分支中也发挥着重要作用. 莫毅明解决了该

领域与相关领域的一系列基础性问题 , 其首先提出的极小有理切

线簇(variety of minimal rational tangents, VMRT)概念已经成为被

广泛使用的研究工具. 莫毅明与 Hwang利用关于 VMRT的复微分

几何方法解决了一系列代数几何的经典问题 , 证明了不可约紧埃

尔米特对称空间在凯勒形变下的刚性定理 , 并解决了代数几何领

域著名的拉萨斯菲尔德问题. 沙努尔猜想是超越数论中的核心猜

想, 它大幅推广了数论中经典的林德曼定理, 而厄克斯-沙努尔猜

想是其在函数域上的类推. 莫毅明运用包括莫-钟紧致化定理的复

微分几何方法, 以及代数几何里 Chow概型与其万有族的概念，证

明了秩为 1 时对任意格成立的厄克斯-林德曼定理, 其思路适用于

志村簇, 从而于 2019年与 Pila和 Tsimerman合作证明了任意志村

簇上的厄克斯-沙努尔定理. 这成功逾越了从模曲线的乘积到高维

志村簇之间的鸿沟, 并已成为复几何和算术几何之间成功合作的

一个标志性成果.  
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摘摘摘要要要 《复微分几何与其应用》源自本人早期对有界对称域Ω的有限体积商空间XΓ := Ω/Γ以及对

偶Hermite紧型对称空间S的研究. 本人解决广义Frankel猜想的论文揭示了极小有理切线簇(variety of min-

imal rational tangents, VMRT)对单直纹射影流形(X,K)的几何意义, 与Hwang合作建立了一套通过VMRT结

构π : C (X) → X与其万有族ρ : U → K发展出来的微分几何理论,用以解决包括有理齐性空间G/P的Kähler形

变刚性与Lazarsfeld问题等的经典难题, 并建立了关于保持VMRT局部双全纯映照的Cartan-Fubini延拓原则,

后来Hong和Mok(2010)以及Mok和Zhang(2019)又发展了非同维Cartan-Fubini延拓原则以及子VMRT结构的延拓

理论, 并且证明了Schubert与Schur刚性定理. VMRT理论同时提示了如何研究Ω的代数子簇Z ⊂ Ω到XΓ的投

影. 运用Mok和Zhong关于有限体积完备Kähler流形的紧致化定理, 本人证明了对秩等于1的任意格成立的Ax-

Lindemann定理. 对于Shimura簇,即当Γ为算术格时, o-极小结构理论与Hodge理论提供了研究XΓ的非常有效的工

具. 在此等理论的技巧与研究成果的基础上,本人从复微分几何以及代数几何的视角与Pila及Tsimerman合作,成

功证明了期待已久的Shimura簇上的Ax-Schanuel定理. 后者与其多方面的推广,为数论里一系列猜想提供了强而

有力的研究手段.

关关关键键键词词词 单直纹射影流形,极小有理切线簇(VMRT), Cartan-Fubini原则,有界对称域, Shimura簇,非寻常交集

1 引引引言言言

1.1 历历历史史史背背背景景景

古典几何源于希腊,以欧几里得约公元前300年关

于平面以及立体几何的著作《几何原本》为滥觞. 高斯

于1827年证明了关于三维空间曲面的“绝妙定理”,引进

了由第一基本型所确定的高斯曲率. 黎曼于1854年在

德国哥廷根大学进行了《论作为几何基础的假设》的就

职演讲, 奠定了黎曼几何的基础. 黎曼度量g为光滑流

形X上的第一基本型, 从而在切空间Tx(X)上定义了内

积,并由此产生了测地线的概念. 黎曼度量唯一地确定

了与其相伴随的黎曼连络,即对X上光滑矢量场Z进行

与g相适应的无挠共变微分的公式,并且定义了黎曼曲

率张量,从而推广了高斯曲率.

通过正交标架的选择, 在m维光滑流形X上给定

黎曼度量g等同于给出标架丛从GL(m,R)到O(m)的约

化. 欧几里得空间是黎曼流形的一个模型, 局部欧几

里得空间完全可以由曲率张量等于0来刻画. 事实上,

由x0 ∈ X通过单连通邻域返回自身闭曲线上的平行

移动所生成的局部和乐群, 当黎曼曲率张量等于0时,

可以证明是平凡的, 由此推出(X, g)是局部欧几里得

空间.
20世纪初, Cartan得到了半单李代数及与其相伴随

的黎曼对称空间的完整分类. 后者构成一类重要的

几何结构的模型. 对于以齐性空间G/H作为模型的流

形M, Cartan引进了在相伴随的主纤维丛上的Cartan连
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Mok N. Complex differential geometry and its applications (in Chinese). Chin Sci Bull, 2022, 67, doi: 10.1360/TB-2022-0589

http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1360/TB-2022-0589&domain=pdf&date_stamp=2022-08-16
www.scichina.com
csb.scichina.com
mailto:nmok@hku.hk
http://doi.org/10.1360/TB-2022-0589


络. 其相适应的曲率张量Ω一如黎曼曲率张量给出刻画

模型几何结构的准则,由此, M局部等价于G/H当且仅

当Ω = 0.

16世纪引进复数z = x + iy. 微积分在复数域的

推广诱导出全纯函数 f的概念, 通过柯西-黎曼方程来

刻画, 即 ∂ f
∂z = 0, 其中 ∂

∂z =
1
2

(
∂
∂x + i ∂

∂y

)
, 称为(0, 1)矢量;

∂
∂z =

1
2

(
∂
∂x − i ∂

∂y

)
,称为(1, 0)矢量. 全纯坐标变换定义了

黎曼面, 例如,黎曼球面为两个复平面所覆盖,交集上

坐标变换为w = 1
z . 多复变的全纯坐标变换定义了复

流形, 例如, 射影空间Pn := (Cn+1 − {0})/∼是紧复流形,

其中u ∼ v表示存在非零复数λ使得u = λv. n维复流形

的复结构为J
(
∂
∂zk

)
= i ∂
∂zk

, J
(
∂
∂zk

)
= −i ∂

∂zk
, 1 6 k 6 n. 由

此TCX = T 1,0
X ⊕ T 0,1

X . 这里T 1,0
X 等同于全纯切丛TX . 恒有

与全纯坐标选取无关的柯西-黎曼算子

∂ f =
n∑

k=1

∂ f
∂zk

dzk.

与复流形(X, J)相吻合的黎曼度量g称为Hermite度

量, 在(TX , g)上存在唯一与g相吻合而且(0, 1)切矢量

的共变微分等同于∂的仿射连络D. 由此(X, g)上同

时存在Hermite连络D与黎曼连络在TX上的限制∇. 若

以ωg = i
∑n
α,β=1 gαβdzα ∧ dzβ标记(X, g)上的基本(1, 1)形

式, 则D = ∇当且仅当dωg = 0. 满足后者的Hermite度

量g称为Kähler度量. 由此,任意Kähler流形(X, g)的复子

流形(Z, g|Z)恒为Kähler流形. Kähler流形(X, g)上存在局

部势函数φ使得ωg = i∂∂φ.

以[w0, · · · ,wn]标记Pn的齐性坐标, α : Cn+1 − {0}
→ Pn为自然投射. 在Pn上存在典型的Kähler度量,

即Fubini-Study度量g, 使得α∗ωg = i∂∂ log ∥w∥2. 因此,

任意射影流形Z ⊂ Pn均为Kähler流形.

Poincaré和Koebe证明了单值化定理: 单连通黎曼

面三分为黎曼球面P1、复平面C与单位圆盘∆, 按顺序

分别赋有曲率恒等于+1、0与−1的Hermite度量. 在高

维即使是紧流形的万有覆盖也难以分类. 若以紧黎曼

面的分类为借鉴,则相应地有有界对称域Ω、欧几里得

空间与紧型Hermite对称空间S , 而刻画具有特殊曲率

性质的紧复流形为重要问题. 对于一般的紧复流形X,

存在以Kodaira维数κ(X)为分类手段的双有理分类理论,

其中满足κ(X) = dim(X)的流形称为一般型紧流形, 满

足κ(x) = −∞的极端情形被猜想为等价于单直纹(即充

满黎曼球面的)紧流形,两者按序可以类比为亏格>2的

紧黎曼面与黎曼球面的推广.

1.2 “复复复微微微分分分几几几何何何与与与其其其应应应用用用”的的的缘缘缘起起起与与与大大大纲纲纲

作为“复微分几何与其应用”研究项目的前期工

作,本人的研究范畴围绕着Kähler几何,特别是有界对

称域Ω的紧或者具有有限体积的商空间XΓ := Ω/Γ, 包

含有限体积Kähler流形的紧致化定理(参见定理3.4),

以及紧型Hermite对称空间S的曲率刻画, 即广义

Frankel猜想(参见定理2.1).

从20世纪90年代末开始, Hwang和Mok[1∼9]发展了

一套在单直纹射影流形(X,K)上由极小有理曲线

诱导出来的微分几何理论. 具体而言, 在X上的一

般点x可以定义由极小有理曲线的切线组成的子

簇Cx(X) ⊂ PTx(X), 简称VMRT(variety of minimal ratio-

nal tangents). 文献[1∼10]等发展了一套既能用以攻

克难题, 又具有一般理论意义的方法学, 从而解决了

包含Picard数为1的G/P的Kähler形变刚性问题(参见定

理2.2)和Lazarsfeld问题等经典代数几何问题.与G结构

不一样, VMRT结构π : C (X) → X作为纤维空间, 一

般而言并非局部平凡的, 然而通过K与其万有族上
的微分系统, 发展出一套在VMRT结构上的微分几何

理论, 从而验证了Cartan-Fubini原则(参见定理2.3). 文

献[1]解决了赋有可约G结构的单直纹射影流形的刻画

问题.本人[11]提出了关于G/P的“重识问题”并解决了对

称与接触流形的特例(参见定理2.4), 又与其他合作者

发展了一套由Cartan-Fubini原则启发的非同维Cartan-

Fubini定理[12]以及关于刻画(X,K)上的单直纹射影子

簇的子VMRT理论[13, 14], 解决了G/P上光滑Schubert链

的Schur刚性等[14∼16]刻画问题(参见定理2.5).

本人的研究范畴包含了与数论有关系的几何问

题,首先是解决了由Clozel和Ullmo[17]提出的有关不可

约对称有界域至其乘积的全纯等距芽[18, 19]以及全纯

保度量映照芽[20]的刻画问题, 用以解决文献[17]中关

于模对应的交换子的刻画问题(参见定理3.1). 更为

广泛被关注的课题是Shimura簇上的函数域超越性理

论(参见定理3.2). 本人[21, 22]引进了一套糅合Kähler几

何与代数几何里关于Chow概型与万有族的方法,用以

研究有界对称域Ω上通过Borel嵌入Ω ⊂ S所定义的代

数子簇Z到拟射影商空间XΓ的投影πΓ(Z)的Zariski闭包,

2



评 述

证明了当秩为1时适用于任意格Γ的Ax-Lindemann定

理(参见定理3.3). Mok等人[23]在模型理论的o-极

小结构[24]与复微分几何[25]等方法的基础上, 通过

运用Hilbert概型与节丛(jet bundle)证明了Shimura簇

上的Ax-Schanuel猜想(参见定理3.4), 其方法通过文

献[26]被推广到周期域, 从而提供了Shafarevich猜

想 的 重 要 研 究 手 段[27, 28]. 此 外, 文 献[23]的

方法被广泛推广到 混合Shimura簇[29∼31](参见定

理3.5). 另一方面,对于任意格子群Γ ⊂ Ω,文献[24]中的

数点定理并不适用,由此文献[22]提供了一条使用复微

分几何的崭新路径. 在此方向, 文献[32]通过研究Ω上

圆盘的等距嵌入及应用Poincaré-Lelong方程证明了双

代数射影流形的刻画定理(参见定理3.6).

2 VMRT几几几何何何理理理论论论

2.1 Kähler几几几何何何经经经典典典难难难题题题“广广广义义义Frankel猜猜猜想想想”:
VMRT作作作为为为几几几何何何载载载体体体

“Frankel猜想”指的是源自Frankel[33]的猜想, 即具

正全纯双截曲率的紧Kähler流形必然双全纯等价于射

影空间Pn. 1980年, Siu和Yau[34]运用稳定调和映照的方

法证明了Frankel猜想.同时,按照在代数几何领域里更

强的“Hartshorne猜想”,任意具丰富切丛的射影流形必

然双正则等价于Pn. 1979年, Mori[35]发展了有理曲线的

存在性与形变理论,从而正面解决了Hartshorne猜想.

“广义Frankel猜想”指的是具非负全纯双截曲率的

紧Kähler流形(X, g)必然局部等价于欧几里得空间与紧

型对称空间的乘积. 按照20世纪70年代已知的结果,

问题可简化为证明“任意具非负全纯双截曲率和在

一点具有正Ricci曲率并且第二Betti数为1的紧Kähler流

形(X, g)必然双全纯等价于不可约紧型Hermite空间”.

运用Hamilton[36]定义的Ricci流, Bando[37]证明了上述

流形(X, g)在Ricci流的演变下保持Kähler性质, 并且

在3维时保持“具有非负全纯正截曲率”的性质. 另外,

Mok和Zhong[38, 39]证明了具有非负全纯双截曲率和

正Ricci曲率的紧Kähler-Einstein流形必然双全纯等距

于不可约紧型Hermite空间. 本人解决了广义Frankel猜

想[40].

定 理2.1 设(X, g)为 具 有 非 负 全 纯 双 截 曲 率

的紧Kähler流形, 并以(X̃, g̃)标记(X, g)的万有覆盖.

则(X̃, g̃)必然双全纯等距于(Cn, s) × (M, h),其中s为Cn上

的欧几里得度量, 而M双全纯等价于紧型Hermite对称

空间. 同时, (M, h)双全纯等距于(M1, h1) × · · · × (Mℓ, hℓ),

其中所有Mk(1 6 k 6 ℓ)均为不可约紧型Hermite对称

空间, 而当Mk的秩> 2时, (Mk, hk)为紧型Hermite对称

空间.

证明运用了非线性偏微分方程里的Ricci流与代数

几何领域里的Mori理论. 综合文献[37∼39], 本人[40]证

明了任意维具有非负全纯双截曲率的紧Kähler流

形(X, g)在Ricci流的演化中保持此曲率性质, 并且

在存在一点x0 ∈ X使得Ric(X, g)(x0) > 0的前提下,

Kähler流形(X, gt), t > 0, 满足Ric(X, gt) > 0. 已知可

以假设b2(X) = 1, 因此Picard数为1. 文献[35]蕴涵X上

存在着极小有理曲线, 并且对一般的参数化极小

有理曲线 f : P1 → X, 有 f ∗TX � O(2) ⊕ O(1)p ⊕ Oq,

1 + p + q = n = dim(X). 由此可知X为单直纹射影流

形,而且在一般点x ∈ X,由所有切线[Tx(ℓ)] ∈ PTx(X)所

组成的集合的拓扑闭包Cx(X) ⊂ PTx(X)为p维射影子

簇. 虽然还没有引进一个名称, 但是Cx(X) ⊂ PTx(X)恰

恰是后来定名为极小有理切线簇(VMRT)的射影

子簇(参见定理2.2). 当在一般点x ∈ X恒有VMRT

Cx(X) ( PTx(X)时, 文献[40]证明的关键在于验证

当t > 0时Cx(X) ⊂ PTx(X)在(X, gt)上是平移不变的, 因

此通过Berger对对称空间的刻画证明了X必然双全纯

等距于秩> 2不可约紧型Hermite空间, 从而证明了广

义Frankel猜想.

2.2 Picard数数数为为为1的的的有有有理理理齐齐齐性性性空空空间间间G/P在在在Kähler形形形
变变变中中中的的的刚刚刚性性性问问问题题题: 由由由VMRT生生生成成成的的的亚亚亚纯纯纯分分分布布布

设X为任意单直纹射影流形(如Fano流形), 并

以TX标记其切丛, PTX标记其射影化切丛. 固定X上一

个正线丛(L, h),有理曲线Λ ⊂ X称为X上的极小有理曲

线当且仅当Λ为自由有理曲线,并且在所有自由有理曲

线C中相对于L的次数degL(C) :=
∫

C c1(L, h)当C = Λ时

取最小值, 其中对参数化有理曲线 f : P1 → X,

C = f (P1); Λ称为自由有理曲线当且仅当P1上矢量

丛 f ∗(T (X)) > 0,即 f ∗(T (X)) � O(a1) ⊕ · · · ⊕ O(an),其中

所有ai >0, n := dimC X.

以Q0标记包含某极小有理曲线C的Chow概型的不

可约分支, 并以Q标记其正规化. 定义K0 ⊂ Q0为Q0上
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用以标记极小有理曲线的稠密Zariski开集, 则K0的正

则化K ⊂ Q为光滑的, 称为极小有理分支. 在K上存
在万有族ρ : U → K与其赋值映照µ : U → X, 并

且有切线映照τ : U d PTX . ρ : U → K是以黎曼
球面P1为纤维的局部平凡全纯纤维丛. 万有族U上
的点w ∈ U等同于(Λ, x), 其中Λ := f (P1)为极小有

理曲线, 并且x = f (0). 赋值映照µ : U → X定义

为µ(w) := x. 设x为Λ的光滑点, 则τ(w) := [Tx(Λ)] ∈
PTx(X). 由所有极小有理曲线的切线组成的子簇的闭

包C (X) ⊂ PTX在一般点x上的纤维Cx(X)称为(X,K)的

极小有理切线簇(variety of minimal rational tangents,

VMRT), π : C (X) → X称为(X,K)的VMRT结构. 运

用VMRT几何理论, Hwang和Mok[2]解决了有关形变刚

性代数几何经典难题.

定理2.2 设S为不可约紧Hermite对称空间, 并设π :

X → ∆为由紧复流形构成的正则族. 假设当t ,

0时Xt := π−1(t)双全纯等价于S , 并且中心纤维X0 :

π−1(0)为Kähler流形. 那么, X0也是双全纯等价于S的.

对任意复矢量空间V ,若以α : V − {0} → PV标记商
映照,则对任意集合E ⊂ PV以Ẽ标记α−1(E). 设(X,K)为

任意单直纹射影流形, π : C (X) → X为其VMRT结构.

以W ⊂ TX标记在一般点x ∈ X由C̃x(X)生成的亚纯分布.

定理2.2证明的关键在于运用有理曲线的形变理论证明

两个关于W的可积性的结果.一方面, 如果W ( TX , 文

献[2]证明了W的可积性蕴涵着X的Picard数>2. 另一方

面,又给出了W ( TX可积的充分条件如下:

(†) 假 设X的 一 般 点x上 的 切 线 簇Tx(X) ⊂
P(Λ2Wx)为线性非退化的,则分布W ( TX是可积的.

运用这两个结果, 文献[2]推导出在定理2.1的中心纤

维X0的一般点x0上Cx0 (X0) ⊂ PTx0 (X0)射影等价于模

型S上的VMRT Cx0 (S ) ⊂ PT0(S ), 然后运用G结构理论

与多复变函数论的Hartogs延拓定理得以重构X0 � S .

以文献[2]为出发点,文献[2,6,8,9,41]解决了Picard

数为1的G/P上的Kähler形变刚性问题.除了7维Fano齐

性接触流形GQ(1, 5)(即5维超二次曲面上射影直线的

模空间)以外, S = G/P的复结构均在Kähler形变的过程

中保持不变.文献[6]解决了G/P属于长根类的情形(即

极大抛物子群P ⊂ G由李代数g的Dynkin图的长根所

定义),使用了代数的证明方法,运用了Yamaguchi[42]刻

画G/P上自然零幂微分系统的代数方法,也使用了半单

复李代数通过生成元素与Serre关系重构的结果,关键

在于根据上一段所叙述的条件(†)否定了VMRT所生成

的亚纯分布W在t → 0时发生突变. Hwang和Mok[9]则解

决了主要的短根类(关乎Cn与例外李群F4)的Kähler形

变刚性问题. 以σ : ∆(ϵ) → X标记π : X → ∆在

充分小的圆盘∆(ϵ)上的一般全纯截面. 文献[9]首

先证明了VMRT Cσ(t)(Xt) ⊂ PTσ(t)(Xt)当t → 0时不可

能发生突变. 设Q ⊂ Pm为线性非退化的射影子簇,

以Aut′(Q) ⊂ PGL(m + 1,C)标记保持Q的射影线性自同

构, aut′(Q)标记其李代数. 文献[9]发展了关于aut′(Q)的

延拓的一般理论,从而对由Xt上的整体矢量场所组成的

复李代数H0(Xt, TXt ) � g当t → 0时所发生的变异给出

了限制,用以重构X0 � G/P.

Pasquier和Perrin[43]发现了Fano齐性接触流形S =

GQ(1, 5)可以突变为拟齐性Fano流形, 突变的发生恰

恰对应于C0(Xt) � P1 × Q1(其中Q1 ⊂ P2为二次有

理曲线)突变为C0(X0) �非平凡Hirzebruch曲面Σ2 =

P(O ⊕ O(2))的情形. Hwang和Mok在Kähler形变问题

上的基础理论为研究各类拟齐性Fano流形的形变

理论提供了重要的工具. 例如, Fu和Li[44]最近证明

了单李代数G的奇妙扩充G =: S的Fano形变刚性, 即

在t , 0时Xt � S并且在X0为Fano流形的前提下恒

有X0 � S = G. 另外,作为文献[9]所引进的关于线性非

退化射影簇延拓理论的后续研究, Fu和Hwang[45]完成

了aut′1(Q) , 0射影簇Q ⊂ PN的分类,其中aut′1(Q) , 0为

李代数aut′(Q)的第一次延拓.

2.3 Cartan-Fubini延延延拓拓拓原原原则则则与与与Lazarsfeld问问问题题题的的的
解解解决决决

以(S , g)标记紧型秩> 2不可约Hermite对称空间,

dim(S ) = n, Gc := Aut0(S , g), K ⊂ Gc为参考点0 ∈ S的

稳定子群, S = Gc/K. 设G := Aut0(S ), P ⊂ G为极大抛

物子群, S = G/P, P = KCM−, KC ⊂ K为P的Levi子

群, M− ⊂ P为幂单根式. 那么, S上自然存在着

全纯KC结构. S由双正则于Cn的一类Zariski开集U所

覆盖, 其中U � Cn上存在Harish-Chandra全纯坐标,

并且Cn上的欧几里得平移Ta(z) = z + a(a ∈ Cn)构

成G的Abel复子群M+, 因此S上的自然KC结构在U上

的限制通过KC × U ⊂ GL(n,C)来体现,即S的自然KC结

构是平坦的. KC作用在Tx(S )上,由Tx(S )的最高权矢量
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诱导出Wx ⊂ PTx(X), 称为最高权轨道. 容易证明, 后

者等同于S上的VMRT Cx(S ), 即纤维子丛W = C (S ).

设U,V ⊂ S为连通非空开集, f : U
�−→ V为保持自然

KC结构的双全纯映照,即

[d f ](W|U) =W|V .

运用李代数的上同调理论, Ochiai[46]证明了存在F ∈
Aut(S )使得

f ≡ F|U .

由于在S上W = C (S ), Ochiai上述的定理启发

了对VMRT结构的推广, 称为Cartan-Fubini原则. 文

献[5]证明了以下的Cartan-Fubini延拓定理.

定理2.3 设(X,K)与(X′,K ′)为Picard数为1的单直纹射

影流形. 假设(X,K)在一般点x ∈ X的VMRT Cx(X)维

数为p > 1, 并且在Cx(X)的一般点[α] ∈ Reg(Cx(X))的

射影第二基本型σ[α]的核(†) Ker(σ[α]) = 0. 设U ⊂ X,

U′ ⊂ X′为非空连通开集,并且 f : U
�−→ U′为双全纯映

照,使得[d f ](C (X)|U) = C (X′)|U′). 那么,存在双全纯映

照F : X
�−→ X′,使得F|U ≡ f .

以ν标记高斯映照. 要求(†) Ker(σ[α]) = 0等同于要

求dν([α])是单射的. 假如VMRT Cx(X) ⊂ PTx(X)为非线

性子流形, p > 1,则dν([α])在一般点[α] ∈ Reg(Cx(X))必

然是单射的.

定理2.3的证明运用了代数几何领域中关于有理

曲线的Mori分裂引理以及多复变解析延拓与全纯包

的方法, 首先是证明了VMRT结构π : C (X) → X上的

重言叶状结构F在上述非退化条件(†)下完全由纤维空
间π : C (X)→ X所确定,证明涉及在C (X)与模型空间上

构造微分系统.证明同时推导出对任意单直纹射影流

形(X,K)在一般点x ∈ X的切线映照τx : Ux d Cx(X)为

全纯双有理映照. 另外,在X � Pn和Picard数为1的前提

下,文献[7]从Cartan-Fubini原则推导出任意有限全纯映

照h : Y → X均为刚性的.

代 数 几 何 领 域 里 的Lazarsfeld问 题 是Lazars-

feld[47]提出的. Hwang和Mok[3]正面回答了此问题.

定理2.4 设 f : Z → X为从Picard数为1的有理齐性空

间Z = G/P到光滑复流形X的非常值满射全纯映照. 则

或者X = Pn,或者 f : Z
�−→ X.

Hwang和Mok[3]运用Ochiai上述定理与G/P上全纯

微分系统[42]首次正面解决了Lazarsfeld问题, 在文

献[7]中又给出了脱离了G/P的分类理论而基本根据

上述Cartan-Fubini延拓定理推导出来的证明.

2.4 G结结结构构构与与与Picard数数数为为为1的的的G/P上上上的的的重重重识识识问问问题题题:
极极极小小小有有有理理理曲曲曲线线线至至至C (X)重重重言言言提提提升升升(tautological
lifting)的的的相相相对对对第第第二二二基基基本本本型型型的的的平平平移移移不不不变变变性性性

以S标记n维紧型秩> 2的不可约Hermite对称空间.

根据(定理2.3), S上存在着自然的可积(即平坦) KC结

构. KC ⊂ GL(n,C)是可约线性李代数. Guillemin[48]发

展了关于可约全纯G结构的可积性的理论,定义了有限

多个类似于曲率的张量Θk,而所有Θk = 0给出G结构为

平坦的充要条件. Hwang和Mok[1]证明了具可约G结构

单直纹射影流形的刻画定理.

定理2.5 设L ( GL(n,C)为可约线性子群, 而X为赋

有L结构的单直纹射影流形. 那么, X必然全纯等价于某

秩>2不可约Hermite对称空间S .

X上的L结构给出最高权轨道W ⊂ PTX . 文献[1]首

先证明了W = C (X),从而X上所有极小有理曲线ℓ的重

言提升ℓ̂均在W上, 并运用TX |ℓ的标准分裂推导出上述
所有曲率类张量Θk = 0.

Mok[11]提出了如下关于Picard数为1的G/P =: S的

重识问题: 若(X,K)为Picard数为1的单直纹射影流形,

而其在一般点x ∈ X的VMRT Cx(X) ⊂ PTx(X)射影等价

于C0(S ) ⊂ PT0(S ),那么, X 是否全纯等价于S ? 提出重

识问题的一个动因在于为形变刚性ν : X → ∆提供证
明机制:首先证明在一般截面s : ∆(ϵ) → X上VMRT没

有当t → 0时出现突变, 然后引用(假设成立)对“重识

问题”的正面解得到X � S的结论. 另外, 重识问题

在特殊情形早被Mok[49]证明并用以刻画某些赋有

数值有效切丛的Fano流形. 本人观察到在VMRT结

构π : C (X) → X 上, 沿着一条标准极小有理曲

线ℓ ⊂ X的重言提升ℓ̂ ⊂ C (X), π : C (X) → X 的相对

射影第二基本型σ是平移不变的, 更确切地, σ可以理

解为P1上某个平凡全纯矢量丛上的全纯截面, 由此

从ℓ的x点σ唯一且平凡地从[α] := [Tx(ℓ)]平移到另一

点y上的[β] := [Ty(ℓ)]. 恰恰可以从σ的平移不变性推

导出在X上的稠密Zariski开集上定义的S结构可以解

析延拓到整个X上, 从而由文献[1]得到X � S的结论.

当S为齐性接触流形时,同样地,第3次基本型也是平移

不变的. 对其他长根类S := (g, αk), Hong和Hwang[50]得
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到了同样的结果,证明涉及Cartan连络的构造.短根类

辛Grassmann流形S = (Cn, αk)(2 6 k 6 n − 1)的情形最

近被Hwang和Li[51]正面解决了.

2.5 非非非同同同维维维Cartan-Fubini与与与子子子VMRT结结结构构构的的的延延延拓拓拓:
G/P上上上Schubert刚刚刚性性性与与与Schur刚刚刚性性性

Hong和Mok[12](包含Mok[52]的特例)证明了如下的

非同维Cartan-Fubini延拓定理.

定理2.6 设(Z,H)与(X,K)为单直纹射影流形. 假

设Z的Picard数为1,并且Cz(Z)在一般点z ∈ Z的维数> 0.

设U ⊂ Z为连通开集, f : U → X为全纯浸入. 假设 f谨

守VMRT,并且相对于(H ,K)为非退化的. 那么,存在有

理映照F : Z d X,使得F|U ≡ f .

(X,K)的好集指的是满足τx : Ux d Cx(X)为双有

理全纯映照的点集, 其补集称为坏集. f谨守VMRT指

的是在一般点z ∈ U, [d f ](Cz(Z))为C f (z)(X)的线性截面.

相对于(H ;K), 全纯浸入 f : U → X称为非退化当

且仅当 f (U)并非包含在(X,K)的坏集B里, 并且在一般

点z ∈ U及一般光滑点α ∈ C̃z(Z), d f (α)为C̃ f (z)(X)的光滑

点;而C̃ f (z)(X) ⊂ T f (z)(X)处于d f (α)的第二基本型σ当限

制于Td f (α)(d f (C̃z(Z))) ⊂ Td f (α)(C̃ f (z)(X))时仅有平凡核,

即

(††) {ζ ∈ Td f (α)
(
C̃ f (z)(X)

)
: ∀ξ ∈ Td f (α)

(
d f (C̃z(Z))

)
,

σ(ζ, ξ) = 0} = Cd f (α).

Mok和Zhang[14]定义了在(X,K)上的子VMRT结构.

设W ⊂ X − B为连通开集, S ⊂ W为复子流形,

dim(S ) =: s > 1, C (S ) := C (X) ∩ PTS . 如果自然投

影ϖ : C (S ) → S为满射的,而且存在正整数m,使得在

任意点x ∈ S , ϖ处于x的纤维Cx(X)共有m个不可约分支,

那么ϖ : C (S ) → S称为子VMRT结构. 对于后者, 文

献[14]定义了类似于(††)并且关系到Cx(X) ⊂ PTx(X)限

制于Cx(S )的第二基本型的投影几何条件(††)′,称其为
相对于子结构的非退化条件,使得S可以通过递加极小

有理曲线得以扩充. 文献[14]通过多复变函数论关于解

析子集的Thullen延拓技巧证明了以下的定理.

定理2.7 设S ⊂ W ⊂ X− B为s维复子流形, C (S ) :=

C (X) ∩ PTS , ϖ : C (S ) → S为子VMRT结构. 假设在一

般点x ∈ S , (Cx(S ),Cx(X))满足子结构非退化条件(††)′,
并且由C̃ (S )线性生成的亚纯分布矢量场D通过迭代矢

量场的李括号运算生成TS , 那么, 存在s维的不可约射

影子簇Z ⊂ X使得S ⊂ Z.

Mok和Zhang[14]定义了在Picard数为1的有理齐性

空间X = G/P的可容对(X0; X), 即(a) 包含映射ι :

X0 ↪→ X诱导出ι∗ : H2(X0,Z)
�−→ H2(X,Z) � Z; (b)

若把X与通过第一典型嵌入ν : X ↪→ PN所得到的映

像ν(X)等同起来, 则X0 ⊂ X为射影线性截面. 若X =

G/P由标记Dynkin图(g, αk)所定义,而X0 = H/Q由其标

记Dynkin子图(h, αℓ)所定义,则(X0, X)为可容对, 称为子

图类可容对. 可容对(X0, X)称为刚性对当且仅当

(∗) 给定任意以(X0; X)为模型的子VMRT结构ϖ :

C (S )→ S都存在自同构Φ ∈ Aut(X)使得Φ(S ) ⊂ X0.

文献[14]证明了以下定理.

定理2.8 设X = G/P是Picard数为1的有理齐性空间,

(X0; X)为子图类可容对, X0 ⊂ X非线性. 那么(X0, X)为

刚性对.

在有理齐性流形X = G/P上的Schubert链X0 ⊂ X具

有Schur刚性当且仅当给定任意满足[Z] = r[Z0]的

代数圈Z恒有gk ∈ Aut(X), 1 6 k 6 r, 使得Z =

g1(X0) + · · · + gr(X0). Bryant[53]与Walters[54]首先考虑

了紧型不可约Hermite对称空间S , 并通过积分公式

得知Z于一般光滑点为某Schur微分系统S的解. 另

外, Schubert微分系统D的解V是每一点的切空间等

价于模型X0 ⊂ X的切空间. 对称空间S上非线性

光滑Schubert链的Schur刚性可以通过Schubert刚性加

上D = S得以验证(Hong[55])(包括S上奇异Schubert链

的Schur刚性问题则通过李代数上同调论由Robles-

The[56]解决). 对于通过标记Dynkin子图所定义的

齐性Schubert链X0 ⊂ X, Schubert刚性等价于(X0; X)为

刚性对. 不过, 对非对称Picard数为1的X = G/P无

从验证D = S . Hong和Mok[15]通过研究X0 ⊂ X作

为(X,K)上单直纹复子流形的形变解决了r = 1特例

的Schur刚性,称其为同调刚性. 文献[16]又通过C∗作用

证明了同调刚性蕴涵Schur刚性,定理如下.

定理2.9 设X = G/P如上, X0 ⊂ X为非线性光

滑Schubert链. 那么, X0 ⊂ X具有Schur刚性.

Mok[52]以非同维Cartan-Fubini延拓得出蔡宜洵逆

紧映照刚性定理(1993年)在第一类典型域情况的新

证明. 文献[13]阐述了如何在有界对称域之间的逆紧

映照刻画问题上应用子VMRT理论. Mok[57]给出了验

证非子图类可容对(X0; X)为刚性对的路径, 又证明了
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当n > 3时(GrIII(n, n); Gr(n, n))为刚性对.

最近, Hong和Mok[58]发展了有理齐性空间上谨守

某类齐性子空间的全纯浸入芽的Cartan-Fubini延拓

原则.

3 复复复微微微分分分几几几何何何与与与数数数论论论的的的界界界面面面

3.1 Kähler流流流形形形间间间的的的全全全纯纯纯等等等距距距与与与相相相关关关映映映照照照及及及其其其对对对
算算算术术术动动动力力力系系系统统统的的的应应应用用用

Mok和Ng[20]回答了Clozel和Ullmo[17]的问题,并取

得以下算术动力系统的结果.

定 理3.1 设Ω为 任 意 不 可 约 有 界 对 称 域, 并

把Aut(Ω)视为定义在Q上的线性代数群G . 设Γ ⊂
Aut(Ω)为无挠同余子群, XΓ := Ω/Γ. 设g ∈ G为有理点,

S g ⊂ XΓ × XΓ为由g定义的外模对应.设Y ⊂ XΓ × XΓ为

与S g交换的代数对应.那么, Y必然是模对应.

不可约模对应指的是由满足Γ与g−1Γg为可公

度格子群的g ∈ Aut(Ω)通过S g = π(ig(Ω))所定义的

代数对应, 其中ig : Ω → Ω定义为ig(z) = (z, g(z)),

而π : Ω × Ω → XΓ × XΓ为万有覆盖. 称S g为外模对

应,如果g与Γ所生成的子群在Aut(Ω)中为非离散的. 模

对应指的是有限个S g的和.定理3.1为下述复微分几何

定理[20]的推论.

定理3.2 设Ω为任意不可约有界对称域, dim(Ω) > 2,

并以dµΩ标记Ω的Bergman度量的体积元素.设d1和d2为

正整数, f = ( f1, · · · , fd2 ) : (Ω, d1dµΩ; 0) → (Ωd2 , π∗1dµΩ
+ · · · + π∗d2

dµΩ; 0)为全纯保测度映照芽(其中πk : Ωd2 →
Ω为至第k个因子的投影),使得每一个 fk, 1 6 k 6 n,在

一般点的秩均为最大的. 那么, d1 = d2,并且 f可以解析

延拓为Ω上全纯全测地嵌入.

设Y ⊂ XΓ × XΓ为代数对应, 第i个投影pri : Y →
XΓ的一般纤维为有di个点的集合. 对一般点x ∈ X,

pr1(pr−1
2 (x)) = {x1, · · · , xd2 }, 从而得出 f0 : (X; x) →

(X; x1) × · · · × (X; xd2 ). 代数对应可视为多值映照,

从而定义代数对应的复合. Clozel和Ullmo[17]通过恒

等式Y ◦ S g ≡ S g ◦ Y及其迭代证明定理3.2蕴涵定

理3.1, 而文献[20]通过CR几何的结果(Huang[59])与多

复变Alexander类结果证明了定理3.2.

Clozel和Ullmo[17]同时提出了类似于定理3.2而把

保测度全纯映照芽换成全纯等距芽 f = ( f1, · · · , fd2 ) :

(Ω, λds2
Ω

; 0) →
(
Ωp, π∗1ds2

Ω
+ · · · + π∗pds2

Ω
; 0
)
, 其中λ >

0为任意正实数, 并由此推导出关于模对应的交换子

的应用. 这里对任意有界域U,以ds2
U标记其Bergman度

量. 文献[17]观察到在Ω的秩> 2时 f的刻画可以从文

献[60, 61]中关于Hermite度量刚性诱导出来. 本人[18]通

过全纯等距芽的解析延拓与Alexander定理解决了余下

的Ω = Bn, n > 2的情形,并在后来的文献[19]中发展了

一套适用于赋有有理Bergman核的有界域上的解析延

拓方法.

定理3.3 设D b Cn,Ω b CN为有界域. 设x0 ∈ D, λ >

0, f : (D, λds2
D; x0) → (Ω, ds2

Ω
; f (x0))为全纯等距映照

芽. 设KD(z,w) (相应地, KΩ(ξ, ζ)) 可延拓为(z,w) (相应

地, (ξ, ζ))的有理函数. 那么,处于(x0, f (x0))的解析子簇

芽Graph( f )可延拓为不可约仿射代数子簇S ♯ ⊂ Cn×CN .

若(Ω, ds2
Ω

)完备, 则S := S ♯ ∩ (D × Ω)为全纯等距嵌

入F : (D, λ, ds2
D) → (Ω, ds2

Ω
)的图. 若(D, ds2

D)完备,

则F逆紧.

3.2 函函函数数数域域域超超超越越越性性性理理理论论论与与与算算算术术术几几几何何何: 研研研究究究背背背景景景

Shimura簇XΓ = Ω/Γ, πΓ : Ω → XΓ往往是代

数几何分类问题的模空间. 例如, 若以H标记上
半平面, 则H/PSL(2,Z) � C为椭圆曲线的模空间,

而Ag := Hg/PSp(g,C), 称为Siegel模空间, 是赋有主

极化的Abel簇的模空间. 此处以Hg标记Siegel上半平

面,即由满足Im(τ) > 0的g × g复对称矩阵τ组成的区域,

H1 = H . 在Shimura簇上有特殊点的概念, 如以Eτ标

记τ ∈ H所定义的椭圆曲线. 那么, j(τ)称为特殊点当

且仅当EndQ(Eτ)不是平凡的,即CM(complex multiplica-

tion)点(复乘点). 同时可以定义(弱)特殊子簇的概念.

XΓ的弱特殊子簇恰恰等同于全纯测地子集, 而特殊子

簇为包含一个特殊点的全纯测地子集.

André-Oort猜想是关于XΓ上的特殊点的著名猜想.

根据此猜想,在XΓ上由特殊点组成的集合E的Zariski闭

包为有限个特殊子簇的并集. XΓ的特殊点可与Abel簇

的有挠点类比. Zannier首先提出攻克关于特殊点种

种猜想的策略, 即把问题拆分为两半, 一半是关于特

殊点Galois轨道的下界估计, 属于代数数论范畴; 另

一半是关于刻画非0维的特殊子簇, 属于复几何范畴.

Pila和Zannier[62]运用这个策略给出了关于Abel簇的子

流形上的Manin-Mumford定理的新证明. 至于André-
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Oort猜想, 几何部分等同于XΓ上的Ax-Lindemann猜

想, 即对任意不可约代数子簇(通过Borel嵌入定义)

Z ⊂ Ω, πΓ(Z)在XΓ里的Zariski闭包Y必然是全测地

子集. XΓ上的Ax-Lindemann定理由Klingler等人[63]证

明. Tsimerman[64]运用关于Ag的Ax-Lindemann定理特

例(由Pila和Tsimerman于2014年证明)和代数数论解决

了Ag上的André-Oort猜想.文献[63]中的证明运用了数

理逻辑的模型论里o-极小结构理论. 关于后者参见文

献[65].

在{Rn : n ∈ N}上的结构S指的是由满足以下条

件(♯)的Boole代数Sn ⊂ 2R
n
, n ∈ N组成的集合.

(♯) S内可以取乘积与坐标投影, S2包含了R×R
的对角集,而且S3包含了加法+与乘法×的图.

结构S称为o-极小的当且仅当S1的任意元是有限个

区间与点的并集. 任意Sn的元称为可定义集, 而任

意o-极小结构S里的可定义集只有有限个连通分

支. 以Ran,exp标记包含R
n上次解析集合及实指数函

数的图Graph(exp)的极小结构. Dries和Miller[66]证明

了Ran,exp是o-极小的.

以h : Qn → N标记标准的高度函数. 设Z ⊂ Rn为

可定义集, 并以Zalg标记所有包含在Z里连通非0维半

代数集的点的并集. 对任意子集E ⊂ Rn, 以N(E; T )标

记E ∩ Qn里h值6 T的点的个数, N( · ; T )称为计数函

数. Pila和Wilkie[24]证明了以下重要的数点定理: 对任

意ϵ > 0,存在cϵ > 0,使得N((Z−Zalg) ∩Qn; T ) 6 cϵT ϵ ,其

论证追溯到Bombieri和Pila[67]的丢番图估计.

文献[24]在文献[63]中的应用如下. 定义代

数Q群G := Aut0(Ω)和算术群Γ ⊂ G(Z) (Z ⊂ Ω)为不

可约代数子簇, Y为πΓ(Z)的Zariski闭包. 设W为π−1
Γ

(Y)的

极大不可约代数子簇. 以Θ ⊂ G标记W的稳定子群,

以H ⊂ G标记G(Z) ∩ Θ ⊂ G的Zariski闭包的单位连

通分支. 那么, H ⊂ G为非平凡Q群, 并且H为非紧

李群. 证明采用反证法, 重要步骤如下. 存在XΓ的

可定义基本区F ⊂ Ω使得πΓ|F也是可定义的. 定

义E := {γ ∈ Γ : W ∩ γF , ∅}. 一方面, 根据文献[24],

N(E − Ealg; T )的增长是次多项式的. 另一方面, 运

用Hwang-To[25]关于Ω上解析子簇在测地球上的体积下

界估计证明N(E,T )具有多项式增长,由此得出Ealg , ∅,
并以文献[24]中的强化形式完成证明.

Peterzil和Starchenko[68]在o-极小几何的基础上建

构了一套驯顺复几何(tame complex geometry), 包括证

明了可定义Chow定理,用以验证某些在拟射影簇的全

纯子簇必然为拟射影子簇.

毋庸置疑, Shimura簇上的函数域超越性理论涉

及复微分几何与模型理论. 本人对该问题的关注始

自文献[21]. 2013年, 本人在ETH(Eidgenössische Tech-

nische Hochschule Zürich)的“数论与几何”会议上进行

了关于完全以复几何的角度攻克包含非算术格Ax-

Lindemann猜想的演讲,从事包含非算术格Ax类问题的

研究,同时开展与数论专家在Shimura簇有关问题上的

交流与合作.

3.3 关关关于于于秩秩秩为为为1的的的任任任意意意格格格的的的Ax-Lindemann定定定理理理:
Kähler几几几何何何与与与Chow概概概型型型的的的应应应用用用

设Ω为任意有界对称域. 设Γ ⊂ Aut(Ω)为无挠算

术格, 紧致的商空间XΓ为射影流形. 若XΓ非紧, 根

据Satake等人[69, 70]的紧致化定理或Mok和Zhong[73]的

复微分几何紧致化定理, XΓ为拟射影流形,即不可约射

影簇的稠密光滑Zariski开集. Mok和Zhong[71, 72]的紧致

化定理如下.

定理3.4 设(X, g)为n维完备Kähler流形, ω为其Kähler

形式, 且体积(X, g) < ∞. 设(X, g)的黎曼截曲率的绝

对值有上界, 并且其拓扑为有限的. 假设在X上存

在Hermite全纯线丛(L, h), a, b > 0,使得a <曲率(L, h) <

b. 当k > 0时,以N(X, Ek)标记Ek属于Nevanlinna类的所

有全纯截面s, 即所有满足
∫

X max(log ∥s∥hk , 0)ω
n

n! < ∞的
全纯截面. 那么, dim(N(X, Ek)) < ∞, 并且, 存在正整

数k使得N(X, Ek)无公共零点并把X嵌入P(N(X, Ek)∗)使

得其映像为拟射影流形.

在有界对称域Ω上存在Aut(Ω)不变Kähler-Einstein

度量gΩ. 通过πΓ诱导出XΓ上完备度量g,且体积(XΓ, g) <

∞. 由于(XΓ, g)满足局部齐性, 其黎曼截曲率的绝对值

有上界,因此定理3.4适用于(XΓ, g),从而给出射影紧致

化XΓ ⊂ X♯
Γ
的复微分几何证明. 定理3.4也适用于XΓ上的

局部齐性光滑全纯纤维丛.

设W ⊂ S为不可约代数子簇, Z为W ∩ Ω的不可
约分支, K为Chow概型Chow(S )中包含[W]的不可约分

支. 以ρ : U → K标记K的万有族, 以µ : U → S标

记其取值映照, U0 = U|Ω := µ−1(Ω). Γ ⊂ Aut(Ω)自

然地作用在U0上, UΓ := U0/Γ. 因此UΓ可视为某亚

8
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纯叶状结构F的载体. 依循文献[22]中的方法知, 存

在S上的全纯PN丛ν : P → S , 使得U ⊂ P , Aut(S )自

然地作用在P上, P0 := P |Ω, UΓ ⊂ PΓ := P0/Γ; 存

在νΓ : PΓ → XΓ. 由定理3.4推出PΓ以及UΓ ⊂ PΓ的

拟射影性. 以PΓ ⊂ P♯
Γ
标记射影紧致化, 运用文

献[72]可证明F解析延拓为射影子簇UΓ ⊂ P♯
Γ
的亚

纯分布, 即叶状结构F为代数的, 而UΓ上某F饱和子

簇Z到XΓ的投影给出πΓ(Z)的Zariski闭包Y . 若Ω不可约,

则根据Margulis超刚性定理,当秩>2时Γ必然是算术格,

由此文献[22]只考虑Ω = Bn,并证明了以下定理.

定理3.5 设Γ ⊂ Aut(Bn)为任意格, πΓ : Bn → Bn/Γ =:

XΓ. 设Z ⊂ Bn为代数子簇, Y为πΓ(Z)的Zariski闭包. 那

么, Y ⊂ XΓ是全测地子集.

以W标记π−1
Γ

(Y)的不可约分支. E := F |Z为Z上

的代数叶状结构, Y = νΓ(Z ). 定义s := dim(Z),

d := dim(Y). 由此Y由πΓ(W ∩ Ω), [W] ∈ K充满,

dim(W) = s, W由W ∩ Ω充满, 因此存在p ∈ ∂W和经
过p并与∂BN横截的d维复流形D , 使得W ∪ D为W的
解析延拓, 而D可以全纯分解为以t ∈ ∆d−s为全纯参

数的叶块Dt, Dt ⊂ Wt为连通开集, [Wt] ∈ K . 以gn标

记在Bn上全纯截曲率恒等于−2的Kähler-Einstein度量.

由文献[73]知, (D , gn|D )的渐近全纯截曲率为−2. 可假

设Γ为无挠格. 以Γ′标记π1(Y)在Γ = π1(XΓ)的映像. 利

用W的Γ′不变性[22]对W进行重正则化(即使当XΓ非紧

时),从而推出W ⊂ Bn为全测地子流形. 定理的证明在

非紧的情况运用了文献[74]中关于Bn/Γ的射影紧致化

结果.

3.4 Mok-Pila-Tsimerman关关关于于于Shimura簇簇簇上上上的的的Ax-
Schanuel定定定理理理

不可约子簇W ⊂ Ω×XΓ称为Ω×XΓ的代数子簇当且

仅当存在拟射影簇W′ ⊂ S × XΓ,使得W 为W′ ∩ (S × XΓ)

的不可约分支. 以D ⊂ Ω × XΓ 标记πΓ的图. 下述定理

为Mok等人[23]最主要的成果.

定理3.6 (Shimura簇上的Ax-Schanuel定理) 设W ⊂
Ω× XΓ为代数子簇. 假设存在W ∩D 的不可约分支U使

得U维数比预期大,即codim(U) < codim(W)+codim(D),

也即dim(U) > dim(W) − dim(X). 那么, 存在全测地子

集Y ( XΓ,使得Y包含了U ⊂ Ω × XΓ到XΓ上的投影.

设Z ⊂ Ω为不可约代数子簇,并且πΓ(Z)的Zariski闭

包Y ( XΓ. 取W = Z × Y , 则dim(W ∩ D) = dim(Z) >

dim(W) − dim(XΓ), 由此推导出Shimura簇上的Ax-

Schanuel定理蕴涵Ax-Lindemann定理. Shimura簇上

的Ax-Schanuel定理是算术几何领域里期待已久的定

理. 当Ω等价于上半平面H的乘积且Γ ⊂ Aut(H p)为

模型群PSL(2,Z) ⊂ Aut(H)的乘积时, 定理3.6可以

通过经典的 j函数表达出来. 运用o-极小理论的

数点定理[24]与复微分几何关于体积增长的估

计[25], Pila和Tsimerman[75]证明了上述关于 j函数的Ax-

Schanuel定理.

由 j函数过渡到任意Shimura簇XΓ = Ω/Γ似乎存在

着难以逾越的鸿沟. 受到本人[22]解决秩为1并包含

非算术格的Ax-Lindemann定理所使用的复分析、代

数几何与复微分几何方法的启示, Mok等人[23]从两

套方法中综合出对任意Shimura簇适用的方法, 成功

证明了Shimura簇上的Ax-Schanuel定理. 文献[23]运用

了定理里前设的源于非寻常交集的维数不等式构造

了Hilbert概型与其万有族,由此定义了某些在XΓ×XΓ对

角∆(XΓ)的解析子簇T , 并运用文献[68]证明其代数

性. 取上述适当的Hilbert概型分支F, 以Γ0 ⊂ Γ标记
保持F每一成员不变的子群,并以Θ ⊂ G0 := Aut0(Ω)标

记其Zariski闭包. 由定义知, Θ ⊂ G0为Q子群. 论文

应用了反证法,对Shimura簇上Ax-Schanuel猜想的假想

反例作归纳法, 进行归纳的关键在于证明Θ ⊂ G0为

正则子群. 论文通过F作为模空间的诠释证明了Θ的

正则性. 另外, 由T取得对应于V ⊂ XΓ的不可约分

支, 应用Deligne和André (参见André[76])关于任意混

合Hodge结构的单值群定理证明对极端(Ω维数极小)假

想反例XΓ = Ω/Γ而言, π1(V) ⊂ G为Zariski稠密子群.

文献[23]沿用了文献[63, 75]的思路, 对一个通过归

纳法达到的极端假想反例运用文献[24, 25]的对立

得出矛盾如下. 一方面, 由于π1(V) ⊂ G的Zariski稠

密性对极端(dim(Ω)极小)假想反例得出Θ = {idΩ}为
平凡的; 另一方面, 比较关于Ω子簇的体积增长下

界估计[25]与数点定理[24], 得出反例W ⊂ Ω × XΓ必

然在Γ(假设无挠)的某无限子群的作用下不变, 否

则可取某W′ ( W代替W, U′ ( U与反例的极端

性(dim(U)极小)产生矛盾; 或者可取W′ ) W, 而U不

变与反例的极端性(dim(W) − dim(U)极大)产生矛盾,

从而证明了Shimura簇的Ax-Schanuel定理. 论证中, 文
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献[24, 68]能适用于算术格的关键原因是Ω上存在相对

于Γ可定义的基本区F ,使得πΓ|F可定义.

以Ω b Cn ⊂ S标记Ω的Harish-Chandra与Borel嵌

入, 并以z1, · · · , zn标记C
n上的欧几里得坐标. 以XΓ ⊂

X♯
Γ
标记XΓ的射影紧致扩充,即X♯

Γ
为射影簇,而XΓ为X♯

Γ
的

稠密Zariski开集. 以{φ1, · · · , φN}标记XΓ上相对于Γ的

模函数域的一组基, 即φ1, · · · , φN为线性独立的Γ不变

亚纯函数, 对应于具有同样标记的在XΓ上的亚纯函

数; 而φ1, · · · , φN均可解析延拓为X♯
Γ
上的亚纯函数, 并

且{φ1, · · · , φN}所生成的函数域等同于由所有X♯
Γ
上的亚

纯函数所组成的函数域M(X♯
Γ
).

定理3.7 设k > 2为整数, 并以Mk(Γ)标记由{φ1, · · · ,
φN}及其相对于z1, · · · , zn直至次数为k的偏微分所生成

的函数域, 以M†k(Γ)标记由Mk(Γ)与z1, · · · , zn所生成的

函数域.设V ⊂ Ω为不可约复解析子簇,假设V不包含在

任何满足πΓ(Σ) ⊂ XΓ为拟射影子簇的全纯全测地真子

流形Σ ( Ω内.假设V不包含在φ1, · · · , φN的极点集合内,

故此φ1|V , · · · , φN |V均可以定义为V上的亚纯函数,并得

出M†k(Γ)的函数限制在V上所得出的函数域M†k(Γ)|V .

那么, M†k(Γ)|V相对于复数域C的超越次数大于或等
于dim(G) + dim(V),这里G := Aut0(S ).

定理3.6可以通过节丛(jet bundle)得到推广, 而定

理3.7为Shimura簇节丛上的Ax-Schanuel定理的推论.

Daw和Ren[77]给出了Shimura簇上的Ax-Schanuel定

理对Zilber-Pink猜想的应用, 而André等人[78]则给出了

其对关于Abel概型的Betti映照的应用.

3.5 Shimura簇簇簇上上上的的的Ax-Schanuel定定定理理理及及及其其其推推推广广广在在在
数数数论论论中中中的的的应应应用用用

文献[26]将文献[23]中的Ax-Schanuel定理推广到

周期域D以及在拟射影簇X上定义的周期映照q : X →
D/Γ的情形,其关键论证包含可定义基本区F的构造和
在D上水平子簇的体积估计,这里D = G0/V ⊂ G/P为

某Hodge结构的参数空间, G/P为有理齐性空间. D上

存在由Hodge滤过定义的微分系统, 根据Griffiths横截

性定理,周期映照的映像为“水平子簇”,即是与水平分

布相切的子簇. 文献[26]运用多复变函数论关于d封闭

正(p, p)流的Lelong公式[79]的推广得出D完备水平子簇

的体积增长下界估计.

文献[26]的重要目的是为实施文献[27]中攻克

数论里Shafarevich猜想的策略提供一个基础. 文

献[27]通过文献[26]的Ax-Schanuel定理在p进域的类

推探讨高维诸如Pn的光滑超曲面上的Shafarevich猜

想. 事实上, Lawrence和Sawin[28]已经将文献[26]应用

在关于n > 4维Abel簇光滑超曲面的Shafarevich猜想

上. Faltings[80]证明了Mordell定理, 即任意在PN里定

义在某数域K上且亏格> 2的光滑代数曲线C只有

有限个K有理点, 而证明是由文献[80](关于Abel域

的模p约化)的Shafarevich有限性定理推导出来的, 由

此Shimura簇上的Ax-Schanuel猜想与数论关于有理点

的核心问题的关联可见一斑.

另 外, Gao和Klingler[29]与Chiu[30]证 明 了 由 文

献[23]推广到混合Shimura簇上的Ax-Schanuel定理,

Chiu[31]如同文献[23]还得出了定理里加入模函数的偏

微分的形式. 最近, 混合Shimura簇上的Ax-Schanuel定

理还可以应用在一致Mordell-Lang猜想的证明上.

3.6 任任任意意意无无无挠挠挠离离离散散散子子子群群群Γ商商商流流流形形形XΓ上上上双双双代代代数数数射射射影影影

子子子簇簇簇的的的刻刻刻画画画: ∆到到到Ω上上上的的的全全全纯纯纯等等等距距距

对于Shimura簇XΓ, πΓ : Ω → XΓ, 双代数子簇

的刻画问题是与Ax类问题相关的单值化问题, 即

当Z ⊂ XΓ和πΓ(Z) =: Y均为代数子簇时Z ⊂ Ω是否必
然是全测地流形. Ullmo和Yafaev[81]给出了证明, 关键

点在于Deligne和André(参见André[76])关于任意拟射影

子簇V ⊂ XΓ的单值群定理,证明源自Hodge理论并取决

于Γ是算术格. Chan和Mok[32]证明了以下的双代数子簇

的刻画定理.

定理3.8 设Ω为有界对称域, Γ ⊂ Aut(Ω)为任意无挠

离散子群, XΓ := Ω/Γ, πΓ : Ω → XΓ. 设Y ⊂ XΓ为紧子

簇, 使得π−1
Γ

(Y)的不可约子簇Z ⊂ Ω为代数子簇. 那么,

Y ⊂ XΓ为全测地子簇.

定理的特点是Γ无需是算术格,甚至无需是格子群,

即XΓ的体积可以是无限的. 文献[32]研究了Poincaré圆

盘到Ω的等距映照, 定理3.8是由以下的复微分几何定

理推导出来的.

定理3.9 设Ω为有界对称域, f : (∆; λds2
∆
) → (Ω; ds2

Ω
)

为全纯等距映照, λ > 0, 并以Σ := f (∆) ⊂ Ω标记其映
像.设b ∈ ∂∆为一般点. 那么, 当z → b时, 第二基本型

的范数∥σΣ|Ω( f (z))∥ → 0.

定理3.10 设Ωi 为有界对称域, Gi := Aut0(Ωi), i = 1, 2.

10
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设Φ : G1 → G2为李群单同态, f : Ω1 → Ω2为Φ共变全

纯映照. 那么, f是全测地映照.

当Ω1 = ∆时, ∥σΣ|Ω( f (z))∥为常数, 由定理3.9可推

导出 f为全测地的. 一般情况下, 通过把 f限制在所

有全测地Poincaré圆盘上诱导出来. 定理3.9是用反证

法得到的. 通过假想反例的重正则化可以构造几乎

是齐性的由∆到Ω的全纯非全测地等距嵌入, 使得映

像Σ′ ⊂ Ω的所有矢量空间Tx(Σ′)在Aut(Ω)的作用下均为

等价的. 假如Ω是管状域而Tx(Σ′)均由一般矢量生成,

那么,运用Poincaré-Lelong方程[82]可以验证Σ′为全测地

的, 因而导致矛盾. 定理证明的技术困难在于如何在

任意Ω的情形下在Σ′与Ω之间塞进适当的管状域Ω′. 文

献[32]解决了这个非同维可积问题,从而完成证明.

双代数子簇刻画定理的证明思路如下. 以Ω ⊂ S标

记Borel嵌入, Ẑ ⊃ Z为Z在S的Zariski闭包. Z ⊂ Ω的代数
性蕴涵Z ⊂ Ẑ为开集. Γ在实代数群Aut(Ω)的代数闭包

的连通分支H0作用在Z上, 其复化H ⊂ G := Aut(S )为

复代数子群, 并且H作用在Ẑ上. 运用多复变函数论

证明Z ⊂ Ω于H在Ẑ的作用下是伪齐性的, 即Z是H某

轨道与Ω的交集的连通分支, 由此Z与Y = Z/Γ为光

滑的, 并且典范线从KY > 0. 根据Nadel定理[83]及其

证明, 可知H是半单李群. 极大紧子群L ⊂ H0在Ω上

的作用有固定点x0, 其轨道Hx0为黎曼对称空间M,

而Γ0 := Γ ∩ H0在Z与M上的作用是同伦的,从而通过同

伦论(涉及Kähler形式)推导出Z与M同维,而且H0在Z上

的作用是齐性的. 由此,根据定理3.10得出Z ⊂ Ω是全测
地的.

4 总总总结结结与与与前前前瞻瞻瞻

“复微分几何与其应用”起源于本人在Kähler几何

范畴内对经典流形(包括有界对称域Ω与其有限体积

商空间XΓ = Ω/Γ以及其对偶空间紧型Hermite对称空

间S )的研究. 后者的刻画问题触发了把单直纹射影流

形上的极小有理切线簇(VMRT)视为几何载体的复微

分几何理论, 即研究VMRT结构π : C (X) → X及与其

相伴随的万有族ρ : U → K . VMRT理论也启示了

研究Ω上通过Borel嵌入Ω ⊂ S 定义的代数簇Z在XΓ的

投影πΓ(Z)的一条新路径, 即研究S的Chow概型K的万
有族ρ : U → K在Ω上的限制U0 := U|Ω及其相对
于Γ的自然作用下所取得的商空间UΓ := U0/Γ. 由

此UΓ可视为某亚纯叶状结构F的载体,而其某F饱和

子簇到XΓ的投影给出πΓ(Z)的Zariski闭包. 同时, Mok

和Zhong[72]所给出XΓ紧致化的复微分几何证明提供了

研究XΓ以及其纤维丛上的函数域超越性理论的解析工

具,用以证明种种解析子簇的代数性. 由此亚纯叶状结

构贯穿本人在VMRT理论与函数域超越性理论的研究

旨趣, 也启示了与数论专家在已有方法和结果的基础

上一并攻克Shimura簇上的Ax-Schanuel猜想的路径.

目前, 在VMRT几何理论的框架下, 平移不变性的

体现仍然是重要的目标.如何在没有Cartan连络只有特

殊微分系统的情况下为VMRT结构理论建立一套可应

用的曲率理论是重要的课题.最近发展出来的一套关

于(X,K)的单直纹子簇的子VMRT结构理论,除了自身

的理论价值以外, 还可以有效地应用在多复变函数论

里诸如有界对称域之间的逆紧全纯映照的刻画等问题

上,其后续研究具有发展潜力.

关于函数域超越性理论方面, 本人首先着眼于寻

找对任意格成立的论证, 具体地是在没有数点定理

与Hodge理论的辅助下证明不同层次的Ax类结果.从另

一角度看, 鉴于Shimura簇在数论中显要的位置, 复微

分几何方法可以在相关的问题上与代数几何、模型理

论、Hodge理论等领域相辅相成,为攻克算术几何的关

键问题提供一个新的视角.

总的来说, 复微分几何既是基础数学中历史悠久

的核心领域,同时也与许多领域有着活跃的互动界面.

我深信, 自己在复微分几何领域围绕着经典复流形的

研究方向以及后来发展出来的一套与几何结构有着密

切关系的几何理论,将不断地发展起来并对培养数学

人才作出应有的贡献.
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22 Mok N. Zariski closures of images of algebraic subsets under the uniformization map on finite-volume quotients of the complex unit ball. Compos
Math, 2019, 155: 2129–2149

23 Mok N, Pila J, Tsimerman J. Ax-Schanuel for Shimura varieties. Ann Math, 2019, 189: 945–978
24 Pila J, Wilkie A J. The rational points of a definable set. Duke Math J, 2006, 133: 591–616
25 Hwang J M, To W K. Volumes of complex analytic subvarieties of Hermitian symmetric spaces. Amer J Math, 2002, 124: 1221–1246
26 Bakker B, Tsimerman J. The Ax-Schanuel conjecture for variations of Hodge structures. Invent Math, 2019, 217: 77–94
27 Lawrence B, Venkatesh A. Diophantine problems and p-adic period mappings. Invent Math, 2020, 221: 893–999
28 Lawrence B, Sawin W. The Shafarevich conjecture for hypersurfaces in abelian varieties. 2020, https://arxiv.org/pdf/2004.09046.pdf
29 Gao Z, Klingler B. Ax-Schanuel conjecture for variations of mixed Hodge structures. 2021, https://arxiv.org/pdf/2101.10938.pdf
30 Chiu K C T. Ax-Schanuel for variations of mixed Hodge structures. 2021, https://arxiv.org/pdf/2101.10968.pdf
31 Chiu K C T. Ax-Schanuel with derivatives for mixed period mappings. 2021, https://arxiv.org/pdf/2110.03489.pdf
32 Chan S T, Mok N. Asymptotic total geodesy of local holomorphic curves exiting a bounded symmetric domain and applications to a uniformization

12

https://doi.org/10.1007/s002220050209
https://doi.org/10.1007/s002220050308
https://doi.org/10.1016/S0021-7824(00)01200-9
https://doi.org/10.1016/S0012-9593(02)01087-X
https://doi.org/10.4310/AJM.2004.v8.n1.a6
https://doi.org/10.1007/s00222-004-0417-9
https://doi.org/10.4310/jdg/1303219429
https://doi.org/10.1090/S1056-3911-2012-00611-0
https://doi.org/10.1515/crll.2003.042
https://hkumath.hku.hk/ nmok/Erratum.pdf
https://doi.org/10.4171/JEMS/343
https://doi.org/10.1112/S0010437X19007577
https://doi.org/10.1112/S0010437X19007577
https://doi.org/10.4007/annals.2019.189.3.7
https://doi.org/10.1215/S0012-7094-06-13336-7
https://doi.org/10.1353/ajm.2002.0038
https://doi.org/10.1007/s00222-019-00863-8
https://doi.org/10.1007/s00222-020-00966-7
https://arxiv.org/pdf/2004.09046.pdf
https://arxiv.org/pdf/2101.10938.pdf
https://arxiv.org/pdf/2101.10968.pdf
https://arxiv.org/pdf/2110.03489.pdf


评 述

problem for algebraic subsets. J Differential Geom, 2022, 120: 1–49
33 Frankel T. Manifolds with positive curvature. Pacific J Math, 1961, 11: 165–174
34 Siu Y T, Yau S T. Compact Kähler manifolds of positive bisectional curvature. Invent Math, 1980, 59: 189–204
35 Mori S. Projective manifolds with ample tangent bundles. Ann Math, 1979, 110: 593–606
36 Hamilton R S. Three-manifolds with positive Ricci curvature. J Differential Geom, 1982, 17: 255–306
37 Bando S. On the classification of three-dimensional compact Kähler manifolds of nonnegative bisectional curvature. J Differential Geom, 1984, 19:

283–297
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评 述

Summary for “复复复微微微分分分几几几何何何与与与其其其应应应用用用”

Complex differential geometry and its applications
Ngaiming Mok
Department of Mathematics, the University of Hong Kong, Hong Kong
E-mail: nmok@hku.hk

“Complex differential geometry and its applications” originated from the author’s prior work in Kähler geometry revolving
around bounded symmetric domainsΩ, their finite-volume quotients XΓ := Ω/Γ and dual Hermitian symmetric spaces S of
the compact type. The author’s solution of the generalized Frankel conjecture has revealed the importance of the collection
of tangents to minimal rational curves in the curvature characterization of S . Together with Hwang, the author has devel-
oped the foundation of a differential-geometric theory of uniruled projective manifolds (X,K) based on the variety of min-
imal rational tangents (VMRT), encapsulated in the VMRT structure π : C (X) → X and the universal family ρ : U → K ,
enabling them to resolve classical problems in algebraic geometry such as the deformation rigidity of rational homoge-
neous spaces G/P of Picard number 1, the Lazarsfeld problem and the characterization of uniruled projective manifolds
equipped with reductive G-structures. Hwang-Mok established the Cartan-Fubini extension principle for uniruled projec-
tive manifolds (X,K) of Picard number 1 under very mild conditions for the analytic continuation of VMRT-preserving
local biholomorphisms, which was further developed by Hong-Mok resp. Mok-Zhang to a non-equidimensional version
of Cartan-Fubini extension principle resp. analytic continuation of germs of complex submanifolds inheriting sufficiently
non-degenerate sub-VMRT structures, resulting in particular in Schubert and Schur rigidity theorems. The geometric the-
ory of VMRT has also motivated the author to examine algebraic subsets (defined via the Borel embedding) Z ⊂ Ω, and
their images πΓ(Z) under the quotient map πΓ : Ω→ XΓ, i.e., to examine an irreducible component K of the Chow scheme
Chow(S ), its universal family ρ : U → K and evaluation map µ : U → X, together with the quotient UΓ := U0/Γ of
the restriction U0 := U|Ω. The fibered space UΓ may be regarded as the support of a meromorphic distribution F , such
that the image under the natural projection of a certain F -saturated subvariety Z ⊂ UΓ gives the Zariski closure of q(Z).
At the same time, the prior work of Mok-Zhong for the compactification under certain curvature assumptions of complete
Kähler manifolds of finite volume yields differential-geometric proofs realizing XΓ and various holomorphic fiber bundles
over XΓ as quasi-projective varieties, together with a proof of the algebraicity of natural meromorphic foliations defined on
them, enabling him to prove the Ax-Lindemann Theorem for not necessary arithmetic lattices Γ of rank 1. In the setting
of Shimura varieties XΓ, in which the arithmeticity of the lattices Γ has enabled a flourishing of results on functional tran-
scendence with the availability of o-minimal structures from model theory and the interpretation of XΓ as modular varieties
of (mixed) Hodge structures, a combination of the differential-geometric and algebro-geometric perspective of the author
together with the variety of techniques and results from o-minimality and Hodge theory, enabled Mok-Pila-Tsimerman to
establish the long awaited Ax-Schanuel theorem on Shimura varieties, which, together with its many generalizations, has
proven to be applicable to deep arithmetic problems such as the Pink-Zilber conjecture and the Shafarevich conjecture in
number theory.

uniruled projective manifold, variety of minimal rational tangents (VMRT), Cartan-Fubini principle, bounded
symmetric domain, Shimura variety, atypical intersection
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