
中国科学 : 数学 2022年 第 52卷 第 11期 : 1267∼ 1282

SCIENTIA SINICA Mathematica

论 文

英文引用格式: Wen Z, Wang J X, Xiang C-L. Regularity theory for weak solutions to a class of even order geometric partial

differential equations (in Chinese). Sci Sin Math, 2022, 52: 1267–1282, doi: 10.1360/SSM-2021-0088

c⃝ 2022《中国科学》杂志社 www.scichina.com mathcn.scichina.com

一类偶数阶几何偏微分方程组弱解的正则性理论

文竹1, 汪继秀2∗, 向长林3

1. 长江大学信息与数学学院, 荆州 434023;

2. 湖北文理学院数学与统计学院, 襄阳 441053;

3. 三峡大学三峡数学研究中心, 宜昌 443002

E-mail: 202071149@yangtzeu.edu.cn, wangjixiu127@aliyun.com, changlin.xiang@ctgu.edu.cn

收稿日期: 2021-05-14; 接受日期: 2022-01-11; 网络出版日期: 2022-04-06; * 通信作者

国家自然科学基金 (批准号: 11701045) 和湖北文理学院开放基金 (批准号: XK2021023) 资助项目

摘要 de Longueville 和 Gastel (2021) 提出了下述非常一般的高阶线性椭圆型方程组:

∆mu =

m−1∑
l=0

∆l⟨Vl, du⟩+
m−2∑
l=0

∆lδ(wldu),

并以多调和映照方程为其典型例子. 通过给系数函数以最少的光滑性假设和一阶位势的代数反对称

性假设, 他们成功建立了该方程组的守恒律, 从而得到弱解的处处连续性, 推广了 Rivière (2007) 及

Lamm 和 Rivière (2008) 关于 2 阶和 4 阶方程组的相应理论. 最近, Guo 和 Xiang (2021) 证明了上述

方程组解的局部 Hölder 连续性, 改进了 de Longueville 和 Gastel (2021) 的连续性结果. 本文使用另一

种方法证明对任意的 0 < α < 1, 该方程组的弱解都是局部 α-Hölder 连续的, 进一步改进了 Guo 和

Xiang (2021)的局部 Hölder连续性结果. 在标准的 Dirichlet边界条件下, 本文还得到上述方程组弱解

直到边界的连续性, 推广了 Guo 和 Xiang (2020) 关于 4 阶方程的边界正则性结果.
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1 引言

通常情形下, 人们感兴趣的大部分几何偏微分方程组都是非线性的, 如调和映照方程

−∆u = A(u)(∇u,∇u)

和预定平均曲率方程

−∆u = H(u)ux ∧ uy
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以及更一般的具有共形不变性的几何偏微分方程组. 这些方程一个共同的特性是, 它们都处在椭圆方

程正则性理论的边界上, 使得经典的 Lp 正则性理论无法使用, 并且解通常都会具有奇性 (可参见文

献 [1] 及其参考文献). 另一方面, 在某些情形下这些方程组具有非常优美的几何性质, 如 2 维时的

共形不变性等, 使得人们相信, 至少在某些情形下这些方程组的解应该具有良好的正则性. 著名的

Hildebrandt 猜想 [2] 提出, 在 2 维情形下所有的 2 阶共形不变的椭圆型 Lagrange 泛函的临界点都是

连续的, 从而与靶流形具有同样的光滑性. Heinz 猜想 [3] 则提出, 对于上述 2 维的预定平均曲率方程,

只需要假定方程右端的预定平均曲率函数 H 是有界的, 就应该有解的连续性成立. 确实, 在 Morrey

关于 2 维极小调和映照正则性的经典工作 [4] 发表多年以后, Hélein [5] 终于证明了所有的 2 维调和映

照都是光滑的映照, 从而极大地推广了 Morrey 的结果, 部分肯定了 Hildebrandt 猜想的正确性. 最近,

Rivière [6] 在他的论文中彻底证实了上述两个猜想的正确性, 同时也以新的方法再次证明了 Hélein [5]

的结果.

Rivière [6] 的新方法如下. 首先, 他概括性地提出了一个 2 阶线性椭圆型偏微分方程组

−∆u = Ω · ∇u 在 B2 内, (1.1)

其中, u ∈ W 1,2(B2,Rn)是方程的弱解, Ω = (Ωij) ∈ L2(B2, son⊗∧1R2)是反对称矩阵值函数,且元素是

取值于 R2 的平方可积函数. 这使得所有 2 维情形下共形不变的变分泛函的临界点的 Euler-Lagrange

方程都可以作为特例包含于 (1.1) 中. 特别地, (1.1) 包括了从 B2 ⊂ R2 映射到闭 Riemann 流形的弱

调和映照方程和预定平均曲率方程. 注意到, (1.1) 中的系数 Ω 是与解 u 无关的矩阵值函数. Ω 平方

可积的假设保证了 Ω · ∇u ∈ L1(B2). 从正则性的角度看, 这使得方程具有临界性, 从而使得 (1.1) 可

能存在不连续的弱解. 的确, 如果去掉反对称性假设, 则有反例表明解可以是不连续甚至无界的 [6]. 因

此, 从分析的角度来看, 在 Ω 上找到最少的额外附加假设以便使得每个解都具有处处的连续性, 是一

个非常有趣和重要的问题. 在对共形不变问题的探索中, Rivière [6] 最终发现了一个迄今为止被认为是

最佳的额外假设, 即假设作为矩阵的 Ω 具有反对称性. 在这个额外假设下, Rivière 证明了存在矩阵值

函数 A ∈ L∞ ∩W 1,2(B2, Gl(n)) 和 B ∈ W 1,2(B2,Mn) 满足 ∇A−AΩ = ∇⊥B, 使得方程 (1.1) 可以等

价写为如下守恒律的形式:

div (A∇u+B∇⊥u) = 0, (1.2)

进而由此证明方程 (1.1) 的弱解处处连续.

人们自然地猜测上述结论对高阶的共形不变的几何变分问题应该也正确. 对 4 阶共形不变的变

分问题, Chang 等 [7] 率先发展了从 Euclid 球 Bn (n > 4) 映射到球面的 (外蕴) 双调和映照正则性理

论; Wang [8–10] 系统地把上述结果推广到靶流形为一般紧致闭 Riemann 流形的情形. 双调和映照的

Euler-Lagrange方程是 4阶的半线性椭圆方程组. 为了推广 Rivière [6] 的强大方法,并进一步研究双调

和映照等 4 阶共形不变问题, Lamm 和 Rivière [11] 提出了下述一般的 4 阶椭圆型线性偏微分方程组:

∆2u = ∆(V · ∇u) + div(w∇u) +W · ∇u, 在 B4 内, (1.3)

其中 V ∈ W 1,2(B4,Mn ⊗ ∧1R4), w ∈ L2(B4,Mn), W ∈ W−1,2(B4,Mn ⊗ ∧1R4) 且满足

W = ∇ω + F,

并且 ω ∈ L2(B4, son) 是取值于反对称矩阵的平方可积函数, F ∈ L
4
3 ,1(B4,Mn ⊗∧1R4). 则这个方程囊

括了所有从 B4 到闭 Riemann 流形的外蕴和内蕴双调和映照. 通过研究这个线性方程, 可以在很大程

度上得到关于外蕴和内蕴双调和映照的正则性理论.
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注意到, 为了得到解的处处连续性, 一阶位势 ω 的反对称性假设是关键. 如果 ω 不具有反对称性,

则这个方程就可能具有不连续的弱解. 遵循 Rivière [6] 的方法, Lamm 和 Rivière [11] 找到 (定义在局部

上的) 函数 A ∈ W 2,2 ∩ L∞(B4
1/2,Mn) 和 B ∈ W 1,4/3(B4

1/2,Mn ⊗ ∧2R4) 使得 u 是 (1.3) 在 B4
1/2 上的

解, 当且仅当它满足守恒律

div[∇(A∆u)− 2∇A∆u+∆A∇u−Aw∇u+∇A(V · ∇u)−A∇(V · ∇u)−B · ∇u] = 0. (1.4)

如同 2 阶的情形, 从守恒律 (1.4) 出发, 很容易证明方程 (1.3) 弱解的处处连续性.

受到文献 [2,11]中的研究启发, Lamm和 Rivière在文献 [11,注记 1.4]中指出: “We expect similar

theorems to remain true for general even order elliptic systems of the type (1.3).” (我们预期类似的定

理对形如 (1.3)的一般偶数阶椭圆方程组也成立.) Rivière也在一次会议上特别指出了以下预期 (参见

文献 [12, 第 108 页]): “It is natural to believe that a general result exists for m-th order linear systems

in m dimension whose 1st order potential is antisymmetric.” (自然可以相信, 对于在 m 维具有一阶反

对称位势的 m 阶线性方程组存在一个一般性的结果.)

近十几年来, 一般的高阶共形不变几何问题已经引起了广泛的关注. 例如, Gastel 和 Scheven [13]

考察了临界维的外蕴和内蕴多调和映照, 即泛函∫
B2m

|Dmu|2dx 和

∫
B2m

|∇m−1Du|2dx

的临界点, 其中 u ∈ Wm,2(B2m, N), N 是等距嵌入到某个 Euclid 空间的闭 Riemann 流形. 他们证

明了所有的临界维多调和映照都是光滑的, 从而将 Hélein [5] 和 Wang [8, 9] 关于 2 维调和映照和 4

维双调和映照的结果推广到一般的偶数维. 关于多调和映照的正则性理论方面的研究结果, 可参见文

献 [14–16]. 至于 Lamm和 Rivière预期的一般性正则性理论,最近也得到了突破性进展. de Longueville

和 Gastel [17] 提出了如下偶数阶线性椭圆方程组:

∆mu =
m−1∑
l=0

∆l⟨Vl, du⟩+
m−2∑
l=0

∆lδ(wldu), 在 B2m ⊂ R2m 内, (1.5)

其中系数函数满足假设

wk ∈ W 2k+2−m,2(B2m,Rn×n), k ∈ {0, . . . ,m− 2},

Vk ∈ W 2k+1−m,2(B2m,Rn×n ⊗ ∧1R2m), k ∈ {0, . . . ,m− 1}.
(1.6)

此外, 一阶位势 V0 具有分解 V0 = dη + F , 满足

η ∈ W 2−m,2(B2m, so(n)), F ∈ W 2−m, 2m
m+1 ,1(B2m,Rn×n ⊗ ∧1R2m). (1.7)

如同 2 阶和 4 阶的情形, 这里的关键假设是 η 作为一个矩阵值函数是反对称的. 方程组 (1.5) 囊括了

所有从 Euclid球 B2m 映射到闭 Riemann流形的内蕴和外蕴的 2m阶调和映照,同时还囊括了多种非

变分型方程, 如 “伪多调和方程”:

∆mu+ |∇u|2mu = 0.

如同 Rivière [6]、Lamm和 Rivière [11] 关于 2阶和 4阶方程的情形, de Longueville和 Gastel [17] 成

功建立了方程组 (1.5) 的守恒律. 具体而言, 在一个小性假设下 (参见 (3.3)), 他们找到了满足方程

∆m−1dA+
m−1∑
k=0

(∆kA)Vk −
m−2∑
k=0

(∆kdA)wk = δB

1269



文竹等: 一类偶数阶几何偏微分方程组弱解的正则性理论

的矩阵值函数 A ∈ Wm,2 ∩ L∞(B2m
1/2, Gl(n)) 和 B ∈ W 2−m,2(B2m

1/2,R
n×n ⊗ ∧2R2m), 使得 u 是 (1.5) 在

B2m
1/2 上的解当且仅当 u 满足守恒律

0 = δ

[m−1∑
l=0

(∆lA)∆m−l−1du−
m−2∑
l=0

(d∆lA)∆m−l−1u

−
m−1∑
k=0

k−1∑
l=0

(∆lA)∆k−l−1d⟨Vk, du⟩+
m−1∑
k=0

k−1∑
l=0

(d∆lA)∆k−l−1⟨Vk, du⟩

−
m−2∑
k=0

k−2∑
l=0

(∆lA)d∆k−l−1δ(wkdu) +
m−2∑
k=0

k−2∑
l=0

(d∆lA)∆k−l−1δ(wkdu)− ⟨B, du⟩
]
, (1.8)

其中 d∆−1δ 表示恒等映照. 然后, 如同 4 阶的情形, 结合守恒律 (1.8) 与位势理论, 他们得到了 (1.5)

弱解的处处连续性. 在最近的另一项工作中, Hörter 和 Lamm [18] 利用 Uhlenbeck 变换的小扰动给方

程 (1.5) 构造了一个形式上稍显不同的守恒律.

在进一步讨论之前,我们比较深入地观察方程组 (1.5)和守恒定律 (1.8). 首先注意到的是, (1.5)与

2 阶方程 (1.1) 和 4 阶方程 (1.3) 系数函数的区别: (1.5) 中几乎一半的系数函数是带负指数的 Sobolev

函数 (定义参见第 2 节). 这个特点在建立守恒律 (1.8) 时造成了严重的困难. 为了找到如上所述的 A

和 B, de Longueville 和 Gastel 必须求解一个非常庞大的高阶偏微分方程组. 事实上, 在 4 阶的情形

下, 找到 A 和 B 的任务已经相当困难了. 其次, 所有系数函数的正则性都在椭圆正则性理论的边界

上, 这使得通常的 Lp 正则性理论不能应用, 而带负指数的 Sobolev 函数则需要比通常的 Lp 理论更为

一般的正则性理论. 基于这些考虑, de Longueville 和 Gastel 在文献 [17, 第 19 页] 的最后一段中写道:

“· · · But here, we consider a very general equation with rather irregular coefficients, so maybe we cannot

expect much regularity in general.” (但是在这里, 我们考虑的是具有非常不光滑的系数的一个非常一

般性的方程, 因而可能无法期望解具有 (比连续性) 更强的正则性.)

即便如此, Guo 和 Xiang [19] 还是成功地证明了如下定理:

定理 1.1 方程组 (1.5) 的每个弱解都是局部 Hölder 连续的.

他们在论证方法中没有用到深刻的守恒律 (1.8), 而是对方程作了一个特别的 Gauge 变换并巧妙

地利用了 Lorentz 空间的对偶性来得到关键的估计.

Hölder 连续性的建立对应用具有十分重要的意义. 如 Gastel 和 Scheven 在文献 [13, 定理 1.2]

中所指出的, 对于多调和映照, Hölder 连续意味着光滑. 所以上述结果可以直接应用到多调和映照

理论中去. 其次, 为了获得相关边界值问题的全局连续性, 局部 Hölder 估计也是很有用的 (参见文

献 [16,20,21]). 再次, 2 阶方程 (1.1) 的内部 Hölder 连续性已经由 Sharp 和 Topping [22] 利用守恒定律

(1.2) 解决. 最近, Guo 和 Xiang [21] 利用守恒律 (1.4) 建立了 4 阶方程组 (1.3) 解的局部 Hölder 连续

性. 这些工作启发我们, 通过守恒律 (1.8) 应该也可以证明方程组 (1.5) 的局部连续性.

基于上述的观察和考虑, 我们应用守恒律和 Morrey 衰减估计的办法改进了定理 1.1:

定理 1.2 (内正则性) 方程组 (1.5)的弱解 u ∈ Wm,2(B2m,Rn)是局部 α-Hölder连续的, 且对任

意的 α ∈ (0, 1) 都成立. 此外, 存在仅依赖于 m、n、α 和系数函数的常数 C, r0 > 0, 使得对于所有的

x ∈ B2m
1/8(0) 和 0 < r < r0, 都有如下估计:

oscBr(x)u 6 Crα∥u∥Wm,2(B2m,Rn), (1.9)

其中 osc 表示振幅.
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作为定理 1.2 和文献 [13, 定理 1.2] 的推论, 我们可以得到临界维数下多调和映照的光滑性.

推论 1.1 (参见文献 [13, 定理 1.1]) 设 N 是等距嵌入到 Rn 中的闭 Riemann 流形, 则每个从

B2m 到 N 的弱 (内蕴或外蕴) 2m 阶多调和映照都是光滑的.

作为定理 1.2 的第 2 个应用, 我们得到 (1.5) 在 Dirichlet 边界条件下解的边界正则性的结果.

定理 1.3 (边界正则性) 设 Ω ⊂ R2m 是有界光滑区域, u ∈ Wm,2(Ω,Rn) 是方程 (1.5) 在 Ω 上的

解. 假设存在 g ∈ Cm−1(Ω,Rm), 使得 u 在边界 ∂Ω 上满足 Dirichlet 边界条件

u = g 且 ∇iu = ∇ig, ∀ 1 6 i 6 m− 1,

则 u ∈ C(Ω,Rn), 即解连续到边界.

定理 1.3 推广了文献中关于多调和映照边界连续性的结果, 例如, 推广了 Müller 和 Schikorra [20]

关于 2 阶方程 (1.1) 的边界连续性结果、Guo 和 Xiang [21] 关于 4 阶方程 (1.3) 的边界连续性结果

以及 Lamm 和 Wang [16] 的相关结果. 值得指出的是, 定理 1.3 的证法仅依赖于零阶边界假设 “存在

g ∈ C(Ω,Rm), 在 ∂Ω 上有 u = g”. 因此, 在相同的零阶边界假设下, 我们也可以推导 (1.5) 在其他类

型边值假设下的边界连续性.

最后简单介绍证明定理 1.2 和 1.3 的方法. 为了得到连续性, de Longueville 和 Gastel [17] 结合守

恒律与标准 Riesz 位势理论证明了 u ∈ W
m+1, 2m

m+1 ,1

loc (B2m). 从而由嵌入

W
m+1, 2m

m+1 ,1

loc (B2m) ⊂ C(B2m)

得到解的连续性. 但是, 这种嵌入不能推导出进一步的 Hölder 连续性. 为了得到 Hölder 连续性, 我们

从Wang [9, 10] 以及 Guo和 Xiang [21] 最近的工作中得到启发,设法去证明解的能量满足某种衰减估计,

从而根据 Morrey 的 Dirichlet 增长定理知, 解具有 Hölder 连续性. 由于方程组 (1.5) 的一般性和负指

数 Sobolev 函数的存在, 建立相应的衰减估计 (参见 (3.1)) 要比建立 4 阶方程 (1.3) [21] 的衰减估计复

杂得多. 我们将引入一些新的符号, 并根据不同的情形将证明分解为多个部分, 以使证明尽可能清晰,

详细证明参见第 3 节.

证明定理 1.3 的方法借鉴于 Lamm 和 Wang [16] 使用的方法, 简单来说, 就是利用内部 Hölder 连

续性 (即定理 1.2)和边界极大原理. 边界极大原理最初是由 Qing [23] 在研究调和映照边界连续性时引

入的. 在 4 阶的情形下, Guo 和 Xiang [21] 使用了相同的方法. 在高阶多调和映照的情形下, Lamm 和

Wang [16] 也使用了这个方法. 为方便读者, 第 4 节简述此证明.

我们使用的数学符号是标准的. 特别地, 用 A . ϵB 来表示 A 6 CϵB, 其中 C 是一个与 ϵ 无关的

常数, 每行都可以不同.

2 必要的辅助结果

2.1 Lorentz-Sobolev 函数空间及相关

为了后面证明的需要,本节简要介绍 Lorentz函数空间和 Lorentz-Sobolev函数空间的定义及相关

性质 (有兴趣的作者可以阅读如 Adams 和 Fournier 的著作 [24] 以获得更多关于这些空间的信息). 本

节用 Ω 表示 Rn 中的有界光滑区域.
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2.1.1 Lorentz 空间

对于可测函数 f : Ω → R, 用 δf (t) = |{x ∈ Ω : |f(x)| > t}| 表示它的分布函数, 用 f∗(t) = inf{s >

0 : δf (s) 6 t} (t > 0) 表示 |f | 的非减重排. 定义

f∗∗(t) ≡ 1

t

∫ t

0

f∗(s)ds, t > 0.

Lorentz 空间 Lp,q(Ω) (1 < p < ∞, 1 6 q 6 ∞) 是由满足下述限制的可测函数 f : Ω → R 组成的空间:

∞ > ∥f∥Lp,q(Ω) ≡


(∫ ∞

0

(t1/pf∗∗(t))q
dt

t

)1/q

, 1 6 q < ∞,

supt>0 t
1/pf∗∗(t), q = ∞.

当 q = ∞ 时, Lp,∞(Ω) 即为通常的弱 Lp- 空间. 在 p = 1 的情形, 继续用 L1,∞ 表示弱 L1- 空间.

我们将需要推广到 Lorentz 空间的 Hölder 不等式.

命题 2.1 [25] 设 1 < p1, p2 < ∞, 1 6 q1, q2 6 ∞, 且满足

1

p
=

1

p1
+

1

p2
6 1,

1

q
=

1

q1
+

1

q2
6 1.

则对任意的 f ∈ Lp1,q1(Ω), g ∈ Lp2,q2(Ω) 都有 fg ∈ Lp,q(Ω), 并且

∥fg∥Lp,q(Ω) 6 ∥f∥Lp1,q1 (Ω)∥g∥Lp2,q2 (Ω).

命题 2.2 [26] 对于 1 < p < ∞, 1 6 q1 6 q2 6 ∞, 有 Lp(Ω) = Lp,p(Ω), Lp,q1(Ω) ⊂ Lp,q2(Ω) 且

∥f∥Lp,q2 (Ω) 6 C(p, q1, q2)∥f∥Lp,q1 (Ω).

此外, 如果 |Ω| < ∞, 1 < p < r < ∞, 1 6 q, s 6 ∞, 则 Lp,q(Ω) ⊃ Lr,s(Ω), 并且

∥f∥Lp,p(Ω) 6 Cr,p|Ω|
1
p−

1
r ∥f∥Lr,∞(Ω).

命题 2.2 中的最后一个不等式意味着对于所有的 B2k
r ⊂ R2k 和所有的 1 6 p 6 2k, 都存在一个常

数 C = C(k, p) > 0, 使得

rp−2k

∫
B2k

r

|∇u|p 6 C∥∇u∥p
L2k(B2k

r )
. (2.1)

在后续的证明中, 这将与 Morrey 的 Dirichlet 增长定理相结合来得到解的 Hölder 连续性.

2.1.2 Lorentz-Sobolev 空间

对于 k ∈ N, 1 6 p, q 6 ∞, Lorentz-Sobolev 空间 W k,p,q(Ω) 定义为所有具有 k 阶弱导数的可测函

数 f : Ω → R 组成的空间, 而且 Dαf ∈ Lp,q(Ω) 对于所有的 |α| 6 k 成立. 后面的证明中需要用到如下

结论 (参见文献 [27, 28]):

命题 2.3 设 Ω ⊂ Rn 是有界光滑域, V ⊂ Rn 是开集, 使得 Ω ⊂⊂ V . 设 k ∈ N, 1 < p < ∞,

1 6 q 6 ∞. 则存在有界线性算子 E : W k,p,q(Ω) → W k,p,q(Rn), 使得对于每个 f ∈ W k,p,q(Ω), 有

(i) 在 Ω 中, Ef = f a.e.;

(ii) Ef 在 V 中有紧支集, 并且存在一个仅依赖于 n、k、p 和 Ω 的常数 C > 0, 使得对于所有的

f ∈ W k,p,q(Ω), 都有

∥Ef∥Wk,p,q(Rn) 6 C∥f∥Wk,p,q(Ω).
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我们还需要用到带负指标的 Lorentz-Sobolev 空间. 对于 k ∈ N, 1 6 p, q 6 ∞, Lorentz-Sobolev 空

间 W−k,p,q(Ω)定义为 Ω上所有满足形如 f =
∑

|α|6k D
αfα 的分布组成的空间, 其中 fα ∈ Lp,q(Ω). 对

应的范数定义为

∥f∥Wk,p,q(Ω) := inf
∑
|α|6k

∥fα∥Lp,q(Ω).

后面的证明中需要用到如下结论 (参见文献 [17, 28]):

命题 2.4 设 Ω ⊂ Rn 是有界光滑区域.

(1) (广义 Hölder 不等式) 假设 f ∈ W−k0,p0,q0(Ω), g ∈ W k1,p1,q1(Ω), 其中 k0, k1 ∈ N, 1 < p0, p1

< ∞, 1 6 q0, q1 < ∞. 如果 k0 6 k1,
1
p0

+ 1
p1

6 1 且 k1p1 < n, 则 fg ∈ W−k0,s,t(Ω), 其中, s =
np0p1

n(p0+p1)−k1p0p1
, 1

t = min
{
1, 1

q0
+ 1

q1

}
, 并且

∥fg∥W−k0,s,t(Ω) 6 C∥f∥W−k0,p0,q0 (Ω)∥g∥Wk1,p1,q1 (Ω). (2.2)

如果再额外假设 g ∈ L∞, 则上述不等式在 k1p1 = n 时仍然成立.

(2) (Sobolev 嵌入) 如果 k ∈ Z, l ∈ N, 1 < p < n
l , 1 6 q 6 ∞, 则 W k,p,q(Ω) 连续嵌入

W k−l, np
n−lp ,q(Ω), 从而存在常数 C > 0 使得对所有的 f ∈ W k,p,q(Ω) 都有下述不等式成立:

∥f∥
W

k−l,
np

n−lp
,q
(Ω)

6 C∥f∥Wk,p,q(Ω).

在后续证明中, 将选取 g 为守恒律 (1.8) 中的矩阵值函数 A ∈ Wm,2 ∩ L∞.

2.2 分数阶 Riesz 算子

记 Iα = cα,n|x|α−n (x ∈ Rn, 0 < α < n) 为标准的分数阶 Riesz 算子. Riesz 位势理论在 Lorentz

空间中也对应成立.

命题 2.5 对于 0 < α < n, 1 < p < n/α, 1 6 q 6 q′ 6 ∞, 分数阶 Riesz 算子

Iα : L
p,q(Rn) → L

np
n−αp ,q

′
(Rn),

Iα : L
1(Rn) → L

n
n−α ,∞(Rn)

是有界的.

在后续证明中, 主要用到下述有界情形:

Iα : L
2m
α+j ,2(R2m) → L

2m
j ,2(R2m),

其中, 0 < α < 2m, m > j > 1 且满足 α+ j < 2m.

在后面的证明中,对所有整数 k ∈ [1, 2m− 1]使用奇异积分算子 ∇2m−kIk. 在这种情形下,引入符

号 I0 表示这种类型的奇异积分算子 (如 ∇2m log |x| 和 x ∈ R2m 等), 则命题 2.5 的结果同样对 α = 0

也成立 (参见文献 [29, 定理 V.3.15 和 VI.3.1]).

3 定理 1.2 的证明

本节用 Br(x) 来表示 R2m 中以 x 为圆心、以 r 为半径的开球. 当 x = 0 时, 用 Br 代替 Br(0).

证明定理 1.2 的方法是建立下面的衰减估计.
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引理 3.1 (衰减估计) 设 u ∈ Wm,2(B1,Rn) 是方程组 (1.5) 的解, α ∈ (0, 1) 是任一常数. 则存在

仅依赖于 m、n、α 和系数函数 {Vk, wk}k 的常数 r0, τ ∈ (0, 1), 使得对任意的 x ∈ B1/2 和 0 < r < r0,

都有如下估计成立:

m∑
j=1

∥∇ju∥L2m/j,2(Bτr(x)) 6 τα
m∑
j=1

∥∇ju∥L2m/j,2(Br(x)). (3.1)

从而存在只依赖于 m、n、α 以及系数函数的常数 C > 0, 使得

m∑
j=1

∥∇ju∥L2m/j,2(Br(x)) 6 C∥u∥Wm,2(B1)r
α

对于所有 x ∈ B1/2 和任意 0 < r < r0 都成立.

一旦证明了上述引理, 定理 1.2 就很容易证明了.

定理 1.2 的证明 由引理 3.1 和不等式 (2.1) 知, 对任意的 x ∈ B1/2 和 0 < r < r0, 都有∫
Br(x)

|∇u|2m 6 C∥∇u∥2mL2m,2(Br(x))
6 C∥u∥2mWm,2(B1)

r2mα.

因而, 根据 Morrey 的 Dirichlet 增长定理 [30] 可知 u ∈ C0,α(B1/2). 证毕.

引理 3.1 的证明 由于方程具有伸缩和平移不变性 (参见文献 [17, 定理 5.1 的证明]), 可以假设

x = 0 和 r = 2, 并且假设参数

θ ≡
m−2∑
i=0

∥wi∥W 2i+2−m,2(B2) +
m−1∑
i=1

∥Vi∥W 2i+1−m,2(B2) + ∥η∥W 2−m,2(B2) + ∥F∥
W

2−m, 2m
m+1

,1
(B2)

(3.2)

满足

θ 6 ϵ, (3.3)

其中, ϵ 是一个待定的足够小的常数, 使得守恒律 (1.8) 在 B1 中成立 (注意, 守恒律只在局部成立), 并

且满足

∥A∥Wm,2(B1) + ∥A− Id ∥L∞(B1) + ∥B∥W 2−m,2(B1) . ϵ. (3.4)

我们的目标是对任意给定的 α ∈ (0, 1), 找到不依赖于解的常数 τ ∈ (0, 1), 使得以下估计成立:

m∑
j=1

∥∇ju∥L2m/j,2(Bτ ) 6 τα
m∑
j=1

∥∇ju∥L2m/j,2(B1). (3.5)

步骤 1 推导 A∇u 方程.

反复使用 Leibniz 法则, 得到

δ∆m−1(Adu) = δ

(m−1∑
i=1

∆iA∆m−i−1du+
∑
j,k,l

dl∆jA · dl∆kdu

)
,

其中 j, k, l ∈ N 满足 j + k + l = m− 1, l, k > 1. 上式的右端实际上省略了每项前面的常数系数. 这是

因为这些常数系数的绝对大小在关于 (3.5)的证明中并不重要,而且我们知道这些常数不依赖于 ϵ. 所

以从现在开始用
∑

i fi 仅仅表示 fi 的线性组合, 不去关心前面的系数大小.
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由守恒律 (1.8), 可得

δ

(m−1∑
i=1

∆iA∆m−i−1du

)
= δ

(m−2∑
l=0

d∆lA∆m−1−lu+K

)
,

其中 K 是 (1.8) 的后 5 项. 因此, Adu 在 B1 上满足方程

δ∆m−1(Adu) = δ

(∑
j,k,l

dl∆jA · dl∆kdu+

m−2∑
l=0

d∆lA∆m−1−lu+K

)
.

此外, 注意到存在 1 6 b, c 6 m, a+ b+ c = 2m− 1, 使得

∑
j,k,l

dl∆jA · dl∆kdu =

m−1∑
a=0

diva
∑
b,c

(∇bA∇cu),

则有
m−2∑
l=0

d∆lA∆m−1−lu =
m−1∑
a=0

diva(∇mA∇m−1−au+∇m−1−aA∇mu).

因而 ∑
j,k,l

dl∆jA · dl∆kdu+
m−2∑
l=0

d∆lA∆m−1−lu =
m−1∑
a=0

diva
(∑

b,c

∇bA∇cu

)
,

其中, 1 6 b, c 6 m, a+ b+ c = 2m− 1. 故 Adu 满足方程

δ∆m−1(Adu) = δ

(m−1∑
a=0

diva
(∑

b,c

∇bA∇cu

)
+K

)
,

其中, 1 6 b, c 6 m, a+ b+ c = 2m− 1, K 是 (1.8) 的最后 5 项.

步骤 2 应用 Hodge 分解.

在 B1 上应用 Hodge 分解可得

Adu = df̃ + ∗dg̃ + h̃,

使得在 B1 上,

∆mf̃ = δ

(m−1∑
a=0

diva
(∑

b,c

∇bA∇cu

)
+K

)
,

∆mg̃ = δ∆m−1(Adu),

其中 h̃ 是 B1 中的调和 1- 形式.

由命题 2.3 知, 可以将所有的相关函数从 B1 有界地延拓到整个空间 R2m, 并使这些函数都紧支

撑在 B2 中. 对于负指数的 Sobolev 分布, 如 B =
∑

|α|6m−2 Bα ∈ W 2−m,2(B1), 我们只要在 B1 外面

令 Bα ≡ 0 即可. 为了简化记号, 仍然使用相同的记号表示延拓后的函数.

已知对数函数 log 是 ∆2m 在 R2m 中的基本解 (相差一个常数倍数的意义下). 定义

f = log ∗δ
(m−1∑

a=0

diva
(∑

b,c

∇bA∇cu

)
+K

)
(3.6)
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和

g = log ∗δ∆m−1(Adu), (3.7)

使得在 B1 中有 ∆m(f − f̃) = ∆m(g − g̃) = 0. 再令 h = f − f̃ + g − g̃ + h̃. 则在 B1 上有

Adu = df + ∗dg + h, (3.8)

其中, f 和 g 由 (3.6) 和 (3.7) 定义, h 在 B1 中满足

∆mh = 0.

步骤 3 分别估计 f、g 和 h 的衰减.

为了得到 (3.5), 分别估计 f、g 和 h 的衰减. 为方便起见, 用 I0 表示 Riesz 型奇异积分算子, 如

∇2m log 或 ∇2m−kIk, 其中 1 6 k < 2m 表示任意整数. 则对于任意 1 < p < ∞, 1 6 q 6 ∞, I0 是

Lp,q(R2m) 上的有界算子 (参见文献 [29, 定理 V.3.15 和 VI.3.1]).

首先估计范数 ∥∇jf∥L2m/j,2(R2m), 1 6 j 6 m. 以下所有范数都是指函数在整个空间 R2m 上的范

数, 除非我们专门指出其所考虑的定义域. 由 f 的定义, 可得

|∇jf | ≈ I2m−1−j

(
K +

m−1∑
a=0

diva
∑
b,c

(∇bA∇cu)

)
.

因为 A, u ∈ Wm,2(R2m) 和 b, c 6 m, 所以由 Hölder 不等式 (参见命题 2.1) 可得

∇bA∇cu ∈ L
2m
b ,2 · L 2m

c ,2 ⊂ L
2m
b+c ,1 ⊂ L

2m
b+c ,2

且

∥∇bA∇cu∥
L

2m
b+c

,2 6 ∥∇bA∥
L

2m
b

,2∥∇cu∥
L

2m
c

,2 . ϵ∥∇cu∥
L

2m
c

,2 .

在上述最后一个不等式的推导中, 我们使用了估计 (3.4). 对于 b+ c < j 的情形, 我们总是可以从算子

diva 转移一部分到 ∇bA∇cu 上, 直到满足 b+ c > j. 因此命题 2.5 意味着

∥I2m−j−1(div
a(∇bA∇cu))∥L2m/j,2(R2m) . ∥Ib+c−j(∇bA∇cu)∥L2m/j,2(R2m) . ϵ∥∇cu∥

L
2m
c

,2 ,

其中第一个不等号使用了关系 a = 2m− 1− b− c. 对所有的 a、b、c 和 j 求和, 得到

m∑
j=1

∥∥∥∥I2m−1−j

(m−1∑
a=0

diva
∑
b,c

(∇bA∇cu)

)∥∥∥∥
L2m/j,2(R2m)

. ϵ

m∑
c=1

∥∇cu∥
L

2m
c

,2(R2m)

. ϵ
m∑
c=1

∥∇cu∥
L

2m
c

,2(B1)
, (3.9)

在最后一个不等式中用到了 u 从 B1 延拓到 R2m 时的有界性.

接下来, 对涉及 K 的项建立类似的估计. 用 K1 表示 K 的第 1 项, 即

K1 =
m−1∑
k=1

k−1∑
l=0

∆lA∆k−l−1d(Vkdu).
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反复应用求导运算的 Leibniz 法则得到

∆lA∆k−l−1d(Vkdu) =

2(k−l)∑
i=1

∆lA∇2(k−l)−iVk∇iu.

估计范数 ∥I2m−1−j(∆
lA∇2(k−l)−iVk∇iu)∥L2m/j,2(R2m) 比上一项要复杂得多.为此把这项分成两种情形.

情形 1 2l > m. 则有 2(k − l) < 2(m− 1− m
2 ) = m− 2 < m 和 2(k − l)− 1 < 2k + 1−m. 注意到

∆lA ∈ W 2l−m,2 是负指数函数. 因为 i 6 2(k − l), 所以 ∇2(k−l)−iVk ∈ W 2l−m+i+1,2 和 ∇iu ∈ Wm−i,2

是正指数函数. 此外, 可直接验证

min
16i62(k−l)

(2l −m+ i+ 1,m− i) > 2l −m,

这意味着借助广义 Hölder不等式 (参见命题 2.4),可以得到∆lA∇2(k−l)−iVk∇iu ∈ W 2l−m,2 ∈ Wm−2l,2.

此外, 使用 Leibniz 法则可得

∆lA∇2(k−l)−iVk∇iu =
∑

|α|62l−m

∂αAα(∇2(k−l)−iVk∇iu)

=
∑

|α|62l−m

∑
06β6α

∂β(Aα∂
α−β(∇2(k−l)−iVk∇iu))

=
∑

|α|62l−m

∑
06β6α

∑
06γ6α−β

∂β(Aα∇2(k−l)−i+|γ|Vk∇|α|−|β|−|γ|+iu),

其中 Aα ∈ L2(R2m). 所以 I2m−1−j 作用于上述等式右边给出如下类型的项:

I2m−1−j−|β|(Aα∇2(k−l)−i−|γ|Vk∇|α|−|β|−|γ|+iu).

位势内的函数可积性如下:

Aα ∈ L2, ∇2(k−l)−i−|γ|Vk ∈ W 2l−m+i+1−γ,2 ⊂ L
2m

2m−(2l+i+1)+|γ| ,2, ∇|α|−|β|−|γ|+iu ∈ L
2m

|α|−|β|−|γ|+i
,2.

由 Hölder 不等式, 有

Aα∇2(k−l)−i−|γ|Vk∇|α|−|β|−|γ|+iu ∈ Lp,2,

其中
1

p
=

1

2
+

2m− (2l + i+ 1) + |γ|
2m

+
|α| − |β| − |γ|+ i

2m
=

3m+ |α| − |β| − 2l − 1

2m
.

注意到, 所有的函数都在球 B2 中具有紧支撑. 所以只需要 p > 2m
2m−1−j−|β|+j , 那么

I2m−1−j−|β|(Aα∇2(k−l)−i−|γ|Vk∇|α|−|β|−|γ|+iu) ∈ L2m/j,2.

注意到

(3m+ |α| − |β| − 2l − 1)− (2m− 1− |β|) = m− 2l + |α| 6 0.

因此,

∥I2m−1−j−|β|(Aα∇2(k−l)−i−|γ|Vk∇|α|−|β|−|γ|+iu)∥L2m,2 . ϵ
m∑
i=1

∥∇iu∥L2m/i,2(B1).

1277



文竹等: 一类偶数阶几何偏微分方程组弱解的正则性理论

最后通过求和可得

∥I2m−1−j(∆
lA∇2(k−l)−iVk∇iu)∥L2m/j,2(R2m) . ϵ

m∑
i=1

∥∇iu∥L2m/i,2(B1). (3.10)

情形 2 2l 6 m. 在这种情形下, 我们有两个子情形:

子情形 2.1 2l 6 m 但 2(k− l)− i > 2k+ 1−m. 此时 ∇2(k−l)−iVk ∈ W 2l+i+1−m,2 的指数是负的.

于是, i < m− 2l − 1 < m. 在这种情形下,

min
16i62(k−l)

(m− 2l,m− i) > |2l + i+ 1−m| = m− (2l + i+ 1).

所以 ∆lA∇2(k−l)−iVk∇iu 是有意义的 (参见命题 2.4), 且

∆lA∇2(k−l)−iVk∇iu =
∑

|α|6m−(2l+i+1)

∆lA∂αVk,α∇iu

=
∑
α

∑
β

∂β(Vk,α∂
α−β(∆lA∇iu))

=
∑
α

∑
β

∑
γ

∂β(Vk,α∇2l+|γ|A∇|α|−|β|−|γ|+iu).

所以有

Vk,α∇2l+|γ|A∇|α|−|β|−|γ|+iu ∈ Lp,2,

其中
1

p
=

1

2
+

2l + |γ|
2m

+
|α| − |β| − |γ|+ i

2m
=

m+ 2l + |α| − |β|+ i

2m
.

因此 p > 2m
2m−1−j−|β|+j 相当于 m+ 2l+ |α| − |β|+ i 6 2m− 1− |β|, 或者说, |α| 6 m− 2l− i− 1, 而这

正是我们的假设. 所以在子情形 2.1 中, 估计 (3.10) 仍然成立.

子情形 2.2 2l 6 m 但 2(k − l) − i 6 2k + 1 −m. 也就是说, ∆lA 和 ∇2(k−l)−iVk ∈ W 2l+i+1−m,2

是典型的正指数 Sobolev 函数. 在这种情形下, 还有两种情形: (1) i 6 m 和 (2) i > m.

(1) 当 i 6 m 时,

∆lA∇2(k−l)−iVk∇iu ∈ Lp,2,

其中
1

p
=

2l

2m
+

2m− (2l + i+ 1)

2m
+

i

2m
=

2m− 1

2m
=

2m− 1− j + j

2m
.

则仍有 I2m−1−j(L
2m

2m−1 ,q) ⊂ L2m,2 .

(2) 当 i > m 时, ∇iu ∈ Wm−i,2 是负指数函数. 在这种情形下,

min(m− 2l, 2l + i+ 1−m) > i−m.

所以
∆lA∇2(k−l)−iVk∇iu =

∑
α6i−m

∆lA∇2(k−l)−iVk∂
αuα

=
∑

α6i−m

∑
β

∂β(uα∂
α−β(∆lA∇2(k−l)−iVk))

=
∑

α6i−m

∑
β

∑
γ

∂β(uα∇2l+|γ|A∇2(k−l)−i+|α|−|β|−|γ|Vk).
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则有

uα∇2l+|γ|A∇2(k−l)−i+|α|−|β|−|γ|Vk ∈ Lp,2,

其中
1

p
=

1

2
+

2l + |γ|
2m

+
2m− 1− 2l − i+ (|α| − |β| − |γ|)

2m
=

3m− 1 + i+ |α| − |β|
2m

.

因此 p > 2m
2m−2−|β|+1 相当于 3m− 1− i+ |α| − |β| 6 2m− 1− |β|, 或者说, |α| 6 i−m, 这也正是我们

的假设. 因此, 在子情形 2.2 中, 估计 (3.10) 照样成立.

综上所述, 得到关于 K1 的估计

m∑
j=1

∥∥∥∥I2m−j

(m−1∑
k=1

k−1∑
l=0

∆lA∇2(k−l)−iVk∇iu

)∥∥∥∥
L2m/j,2(R2m)

. ϵ
m∑
i=1

∥∇iu∥L2m/i,2(B1). (3.11)

类似地,可以对K的其余项得到相同的估计,为了简洁起见,将细节留给感兴趣的读者. 于是,对函数 f ,

可推导出
m∑
j=1

∥∇jf∥L2m/j,2(R2m) . ϵ
m∑
i=1

∥∇iu∥L2m/i,2(B1). (3.12)

接下来估计 g 和 h 的衰减. 由 g 的定义 (3.7), 得到如同 (3.9) 一样的估计:

m∑
j=1

∥∇jg∥L2m/j,2(R2m) . ϵ
m∑
i=1

∥∇iu∥L2m/i,2(B1). (3.13)

对于多调和函数 h, 应用文献 [13, 引理 6.2] 可以得到, 对于任意 0 < r < 1, 成立

m∑
j=1

∥∇jh∥L2m/j,2(Br) . r
m∑
i=1

∥∇ih∥L2m/i,2(B1). (3.14)

步骤 4 u 的衰减估计.

现在可以推导 u 的衰减估计. 令 τ ∈ (0, 1/2) 待定. 估计如下:

∥∇ju∥L2m/j,2(Bτ ) 6 ∥∇j−1(A−1h)∥L2m/j,2(Bτ ) + ∥∇j−1(A−1df)∥L2m/j,2(Bτ ) + ∥∇j−1(A ∗ dg)∥L2m/j,2(Bτ )

.
m∑
j=1

(∥∇jh∥L2m/j,2(Bτ ) + ∥∇jf∥L2m/j,2(BR2m ) + ∥∇jg∥L2m/j,2(BR2m ))

. τ

m∑
j=1

∥∇jh∥L2m/j,2(B1) + ϵ

m∑
j=1

(∥∇jf∥L2m/j,2(BR2m ) + ∥∇jg∥L2m/j,2(BR2m ))

. τ
m∑
j=1

∥∇ju∥L2m/j,2(B1)

+ (τ + ϵ)

m∑
j=1

(∥∇jf∥L2m/j,2(BR2m ) + ∥∇jg∥L2m/j,2(BR2m ))

6 C(τ + ϵ)
m∑
j=1

∥∇ju∥L2m/j,2(B1).

在第 2 个不等式中利用了 A 的有界性和 ∇jA 足够小, 见 (3.4). 第 3 个不等式应用了 (3.14), 第 5 个

不等式应用了 (3.12) 和 (3.13). 现在令 α ∈ (0, 1) 是引理给出的任意常数. 先选择足够小的 τ 使得

2Cτ < τα, 再选择 ϵ 6 τ , 就得到了想要的估计. 证毕.
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4 定理 1.3 的证明

我们将使用与文献 [21,第 4节]同样的方法研究边界正则性. 为了更清晰地表达,下面改用 Ω = B1

表示 R2m 中的单位球. 对于 x ∈ Ω和 R > 0,记 ΩR(x) = BR(x)∩Ω. 我们将使用以下类型的 Courant-

Lebesgue 引理 (证明可参见文献 [16, 引理 2.3]).

引理 4.1 存在 C > 0 使得对于任意 R > 0 和 x ∈ Ω, 都存在 R1 ∈ (R, 2R) 使得

osc ∂BR1 (x)∩Ωu 6 ∥u∥Wm,2(Ω4R(x)).

定理 1.2 蕴涵着, 存在一个足够小的 R0 > 0 和 α ∈ (0, 1) 使得, 若

x ∈ Ω, 0 < r < min

{
R0,

dist(x, ∂Ω)

4

}
,

则有 u ∈ Cα(B̄r(x0),Rn) 且

oscBτr(x)u 6 Cτα∥u∥Wm,2(B4r(x)), 0 < τ 6 1. (4.1)

应用上式, 可以证明如下的边界附近的极大值原理.

命题 4.1 存在 C > 0, 使得对于任意 x ∈ Ω 和 0 < R < R0/4, 以及任意 q ∈ Rn, 有

max
ΩR(x)

|u− q| 6 C
(

max
∂ΩR(x)

|u− q|+ ∥u∥Wm,2(Ω4R(x))

)
. (4.2)

证明 下面使用 Lamm 和 Wang 在文献 [16, 定理 3.1] 中的证明方法. 为了方便读者, 在此简述

主要步骤.

固定 q ∈ Rn, 并记 M = maxΩR(x) |u− q|. 可以假定 M > ∥u∥Wm,2(Ω4R(x)). 选择 x0 ∈ ΩR(x) 使得

|u(x0)− q| > 3

4
M. (4.3)

令 r0 = dist(x0, ∂ΩR(x0)), 记 r0 6 R < R0. 因此, (4.1) 意味着, 对于任意 0 < r < r0/4, 有

oscBr(x0)u 6 C

(
r

r0

)α

∥u∥Wm,2(Br0 (x0)) 6 CM

(
r

r0

)α

.

选择 r1 = r0/(4C)1/α, 可得 oscBr1 (x0)u 6 1
4M. 再加上 (4.3) 得到

inf
Br1 (x0)

u > M

2
. (4.4)

通过引理 4.1 可知, 存在 r2 ∈ (r0, 2r0) 使得

osc ∂Br2 (x0)∩ΩR(x)u 6 C∥u∥Wm,2(Ω4R(x)). (4.5)

注意到 ∂Br2(x0)∩∂ΩR(x) ̸= ∅. 用以 x0 为中心的极坐标 (完全类似文献 [16,定理 3.1]中的计算),

可得

inf{|u(r1, θ)− u(r2, θ)| : (ri, θ) ∈ ∂Bri(x0) ∩ ΩR(x), i = 1, 2} 6 C∥u∥Wm,2(Ω4R(x)).

也就是说, 存在 θ0 ∈ ∂B1(x0) 使得

|u(r1, θ0)− u(r2, θ0)| 6 C∥u∥Wm,2(Ω4R(x)). (4.6)
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因此, 任意选择 x∗ ∈ ∂Br2(x0) ∩ ∂ΩR(x), 从 (4.4)–(4.6) 可得

M

2
6 inf

Br1 (x0)
u 6 u(r1, θ0)

6 |u(r1, θ0)− u(r2, θ0)|+ |u(r2, θ)− u(r2, x
∗)|+ |u(x∗)− q|

6 C∥u∥Wm,2(Ω4R(x)) + osc ∂Br2 (x0)∩ΩR(x)u+ sup
∂ΩR(x)

|u− q|

6 C∥u∥Wm,2(Ω4R(x)) + sup
∂ΩR(x)

|u− q|.

证毕.

定理 1.3 的证明 在命题 4.1 中取 x0 ∈ ∂Ω, q = g(x0) (= u(x0)). 注意到

max
∂ΩR(x0)

|u− g(x0)| 6 max
∂ΩR(x0)∩∂Ω

|g − g(x0)|+ osc ∂ΩR(x0)∩Ωu.

结合假设 g ∈ C(∂Ω) 和引理 4.1, 得到 max∂ΩR(x0) |u− g(x0)| → 0 (R → 0). 通过在 (4.2) 中令 R → 0,

即可完成证明.
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Regularity theory for weak solutions to a class of even order
geometric partial differential equations

Zhu Wen, Jixiu Wang & Chang-Lin Xiang

Abstract de Longueville and Gastel (2021) proposed the very general higher-order elliptic equations

∆mu =

m−1∑
l=0

∆l⟨Vl, du⟩+
m−2∑
l=0

∆lδ(wldu),

of which polyharmonic mapping equations are a typical example. Under the smallest regularity assumption on
the coefficient functions and the algebraic antisymmetric assumption on the first-order potential, they succeeded
in establishing a conservation law for this system, from which the weak solutions are continuous everywhere.
Recently, Guo and Xiang (2021) proved the local α-Hölder continuity of weak solutions to the above system for
some α ∈ (0, 1), improving the result of de Longueville and Gastel (2021). In this work, we use another method to
prove that, for any α ∈ (0, 1), the weak solution to the above system is locally α-Hölder continuous. This further
improves the result of Guo and Xiang (2021). Moreover, under the standard Dirichlet boundary value condition,
we obtain the boundary continuity, which extends the boundary regularity theory of Guo and Xiang (2020) in
the fourth-order case.
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