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摘    要:不确定性在工程设计中广泛存在，作为工程设计中的核心内容之一，不确定性传播和量化一直都是工

程设计领域重要的理论课题之一。混沌多项式作为一种高效的不确定性传播方法近年来得到了广泛研究和

应用，具有较大的工程应用潜力。为此，对混沌多项式方法的研究进展进行综述。首先，介绍该方法的应用

场景和基本原理；其次，针对混沌多项式应用中面临的“维数灾难”、计算量大等难题，介绍基截断、稀疏重

构、稀疏网格、多可信度建模等诸多解决策略；然后，对基于混沌多项式的全局和局部灵敏度分析方法进行

介绍；最后，对混沌多项式的研究进行展望。
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Recent advances in polynomial chaos method for uncertainty propagation
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Abstract:  Uncertainty  exists  widely  in  engineering  design.  As  one  of  the  key  components  of  engineering
design,  uncertainty  propagation  and  quantification  has  always  been  an  important  research  topic.  Polynomial
chaos (PC) is  a  highly efficient  uncertainty propagation method which has  been widely studied and applied.
Therefore, this paper reviews recent advances in the PC method. First, the fundamentals of PC are introduced,
including the construction of an orthogonal polynomial basis and the calculation of PC coefficients.  Second,
strategies such as basis truncation, sparse reconstruction, sparse grid and multi-fidelity modeling are described
to  address  the  "curse  of  dimensionality"  issue  of  PC.  Local  and  global  sensitivity  analyses  based  on  PC are
then introduced. Finally, the research prospects of PC are given.
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0    引　言

复杂工程产品（例如飞行器、船舶、汽车等）

高水平、高效率的开发设计对国民经济及国防事

业的发展有着举足轻重的作用。为了缩短设计周

期、降低开发成本、满足产品不断提升的性能需

求和更新换代需要，20 世纪 60 年代中期以来，有

限元分析（FEA）和计算流体力学（CFD）等计算机

仿真技术和优化方法被广泛应用于复杂系统的设

计。模型确认、不确定性分析和优化设计是复杂
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工程产品基于仿真的开发设计中涉及的两大关键

内容。前者主要在于保证仿真模型的高保真度，

从而为可靠的产品性能分析和设计提供保障；后

者旨在通过设计提高产品性能在各种不确定性下

的可靠性和稳健性。对于二者而言，需要解决的

首要问题皆为不确定性传播（uncertainty propaga-
tion, UP），这也一直是工程优化领域重要的理论

课题之一。然而，随着工程系统设计的复杂化、

多学科化，仿真分析模型计算规模和计算量增长，

响应函数高维、强非线性，给不确定性传播带来

“维数灾难”、精度低、可靠性差等诸多难题。

作为一种高效的概率不确定性传播和量化理

论，混沌多项式（polynomial chaos, PC）方法 [1-2] 由

于其坚实的数学基础和良好性能，近些年在学术

界和工业界受到广泛关注。混沌多项式方法实质

上相当于将随机变量表示为一组正交多项式的加

权和，构建一个随机代理模型，不确定性传播就

直接在这个代理模型上进行。它能够对具有任意

分布类型的随机变量实现较为精确的近似，且理

论上当条件满足，即可获得指数收敛速度。而

且，一旦混沌多项式模型构建完成，输出响应的

统计矩、失效概率以及概率密度函数都能非常方

便地得到。相比于传统的蒙特卡罗仿真（Monte
Carlo simulation, MCS）方法，混沌多项式方法在保

证精度的前提下，可大幅降低计算量；相比于传

统的一阶 [3]、二阶 [4-5] 可靠性分析方法，对非线性函

数具有更高的不确定性传播精度，且无需函数的

导数信息，应用起来更加灵活。目前，混沌多项

式方法在机械 [6]、土木 [7-8]、材料 [9]、电力电子 [10-11]、

汽车 [12]、航空航天 [13-19]、船舶 [20-23]、控制 [14,24-25] 等领域

都得到了广泛研究和应用，在航空航天和船舶领

域应用尤为广泛。

由于构建混沌多项式模型的计算量随着不确

定性输入维数的增加呈指数增长，高维下面临严

重的“维数灾难”问题，这也是目前阻碍混沌多项

式方法在工程问题中广泛应用的最大障碍之一。

因此，如何解决或缓解混沌多项式的“维数灾难”

难题，降低计算量，一直是学术界的研究热点。

另一方面，混沌多项式方法基于概率理论，仅能

处理随机不确定性，然而实际问题中存在大量由

于知识或数据不足而导致的认知不确定性，例如

在 CFD 建模中由于认知不够，湍流模型的建立存

在模型不确定性和相关参数选取的不确定性。因

此，如何充分利用混沌多项式的优势，将其扩展

为能处理认知不确定性，是关注的另一热点。本

文将首先给出不确定性传播的基本概念及其在模

型确认和不确定性优化中的作用，然后系统地介

绍混沌多项式方法的构建原理及其各类变种，接

着针对当前混沌多项式应用中面临的“维数灾

难”、计算量大、无法直接处理认知不确定性等问

题介绍相应的解决策略，最后对混沌多项式的研

究进行展望。 

1    基本概念
 

1.1    不确定性传播

不确定性传播也称不确定性分析，是研究各

种不确定性对产品系统性能（泛指系统输出）的

影响规律的方法。简而言之，不确定性传播就是

在给定输入的不确定性信息下，如何估算输出响

应的不确定性信息。不确定性主要分为两大类：

随机不确定性和认知不确定性，前者无法控制或

减少，主要基于概率理论进行研究，而后者主要

由认知或数据不足导致，可以减少。目前有多种

研究认知不确定性的方法，例如模糊 [26]、区间 [27]、

证据 [28-29] 理论等。由于概率方法发展成熟，具有

坚实的数学基础，很多情况下结合贝叶斯定理也

可以处理认知不确定性，因此目前概率方法应用

最为广泛。本文介绍的混沌多项式方法建立在随

机概率空间，主要用于处理随机不确定性。图 1
展示了概率不确定性传播的基本概念，从数学上

具体描述为：在随机输入 x=[x1, ···, xd] 存在不确定

性的情况下（此时 x1, ···, xd 的不确定性可以用其

概率密度函数、累积分布函数、或均值和方差描

述），计算输出响应 y 的不确定性信息，包括均

值、方差、失效概率、概率密度函数（PDF）等。
  

失效概率输入
...

分析模型x1

x2

xd

y=g (x1, ..., xd) Pf

μ
σ 期望/方差

概率分布
PDF

图 1　概率不确定性传播示意图

Fig. 1    Probabilistic uncertainty propagation
  

1.2    模型确认

对于基于仿真的复杂产品性能分析和优化设

计，要想保证精度，构建高可信度的仿真模型是

关键。然而，由于物理过程的复杂性及人们的认

知偏差，物理建模与数值模拟始终存在不确定

性。以 CFD 计算为例，其存在几何模型、模型假

设、模型参数（例如湍流模型封闭系数）、迭代方

法等各类不确定性，从而严重影响数值模拟结果

的可信度 , 使得决策需承担很大风险。以飞行器
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结构有限元分析数值模拟为例，传统的确定性有

限元分析方法并未考虑有限元建模与试验测量中

普遍存在的不确定性，在实际应用中仅以变量的

均值对问题进行分析与描述。或者以围绕均值附

近的“安全系数”这类概念粗略估计问题的随机

性，基于工程师个人的工程经验得到“安全”或

“不安全”这类结论。若以此作为飞行器结构设

计的关键性决策依据，显然是不尽合理的。若不

确定性无法得到有效量化，使用与真实结果存在

较大差异的数值模拟进行设计，极有可能导致真

实系统达不到预期的性能要求，引入潜在风险。

对于数值模拟模型的确认，由于存在大量模

型不确定性和参数不确定性，所以必须首先分析

不确定性对数值模拟结果的影响，实现有效的不

确定性传播，对仿真结果进行不确定性量化，评

估其可信度，进而进行模型修正或重选，确保仿

真结果的高可信度。事实上，模型修正通常涉及

不确定性传播的反问题求解，不确定性传播也是

其中的核心之一。不确定性量化分析在模型确认

总体技术路线中占据重要地位，该问题的研究是

近年来国内外研究人员关注的热点。事实上，美

国机械工程师协会在其计算固体力学验证和确认

（V&V）项目指南中，已将不确定性量化分析列为

模型确认中必不可少的关键研究内容 [30]。图 2 以

CFD 模型确认为例，展示了不确定性传播在其中

的作用，在模型确认过程中要反复调用不确定性

传播模块进行不确定性量化，这也是其中最耗时

的部分。实际上由于不确定性高维、数值模拟较

为耗时，“维数灾难”是不确定性传播面临的最大

难题，因此提高其计算效率尤为重要。
 
 

不确定性来源量化

不确定性传播

模型修正
和重选

满足要求

UP

不满足要求

CFD 建模

CFD 结果不确定性量化

真实试验
观测数据

模型确认
(度量方法)

将 CFD 模型用于性能分析

图 2　不确定性传播在模型确认中的作用

Fig. 2    UP in model validation
 

由于混沌多项式的高效性，其在数值模拟模

型确认中应用非常广泛，尤其对于 CFD 数值模拟

等通常较为耗时的问题，混沌多项式方法能大幅

降低计算量，因此其在 CFD 模型确认的不确定性

量化中应用尤为广泛。Meldi 等 [31] 将混沌多项式

方法用于空间演化混合层流大涡模拟（LES）的不

确定性量化，并分析了不同模拟参数的敏感性。

王瑞利等 [32] 将非嵌入式混沌多项式方法应用于爆

轰模型，对平面爆轰问题和散心爆轰问题进行了

不确定性分析；赵辉等 [33] 发展了非嵌入式混沌多

项式方法，研究了湍流模型系数的不确定性对

RAE2822 翼型跨声速绕流模拟的影响和材料物

性参数的不确定性对烧蚀热响应预测的影响，为

工程中多变量不确定性量化问题提供了有效的解

决方案；刘全等 [34] 将混沌多项式方法应用于拉式

流体模型，对 Sod 激波管问题进行了不确定度量

化；Enderle 等 [35] 将非嵌入式混沌多项式方法应用

于湍流喷雾燃烧模拟，通过对所用的雷诺平均

Navier-Stokes 模型进行不确定性分析实现了对变

量降维，进而实现了模型优化。Schaefer 等 [36-37] 将

混沌多项式方法用于跨声速壁面束缚流湍流模型

封闭系数的不确定性量化和敏感度分析，提出了

一种基于混沌多项式方法的用于工业级规模气动

分析的不确定性量化框架，考虑了湍流模型封闭

系数、来流工况、网格收敛误差等不确定性。 

1.3    不确定性优化设计

确定性条件下的优化技术已经成功运用到诸

多工程设计问题中，但是设计条件的变化，例如

载荷、材料特性和操作环境的变化，往往使得工

程系统存在很大的不确定性。以往由于数学处理

和计算速度等方面的原因，通常将这些不确性量

作为确定量处理，导致产品的设计性能对这些不

确定性因素非常敏感，稳健性低，或在不确定性

下产品性能无法满足约束，设计失效，极有可能

导致灾难性的后果。因此，产生了不确定性下的

优化设计。根据设计理念的不同，可将其分为稳

健优化设计（ robust  design  optimization,  RDO） [38-39]

（见图 3）和基于可靠性的优化设计（ reliability-
based design optimization,  RBDO） [40-41]（见图 4），也
有将二者结合的，这就是所谓的稳健可靠性优

化。通过在设计过程中考虑设计变量、设计参

数、设计决策和系统分析模型等不确定性因素的

影响，来降低不确定性对系统性能的影响。如

图 3 所示，稳健优化所得最优解，虽然相对确定性

优化损失了一定的产品性能，但是却对不确定性

的敏感程度更低，具有更强的稳健性。如图 4 所

示，基于可靠性的优化所得最优解离约束边界相

对较远，虽然一定程度上可能会导致设计的保

守，但是能保证设计始终落在可行性区域内，系
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统是安全的；而确定性最优解由于设计变量或参

数存在不确定性，最优解很大可能违反约束。
 
 

稳健最优
确定性最优

设计变量

x

f

X* XR*

性
能

函
数

图 3　确定性最优和稳健性最优

Fig. 3    Deterministic and robust optimums
 
 

确定性最优

可靠性最优
g2

g1

90

70

50

f

图 4　确定性最优和可靠性最优

Fig. 4    Deterministic and reliability-based optimums
 

图 5 展示了不确定性优化的流程图。由图可

知，不确定性传播是其中必不可少的模块，用于

计算目标和约束函数的均值、标准差或失效概

率。不确定性传播的精度和效率几乎决定了整个

优化的精度和效率 [42]。如上所述，对于复杂工程

系统设计，仿真分析模型通常较为耗时、非线性

程度高且高维，因此计算量大是其不确定性传播

面临的主要难题。

由于混沌多项式的高效性，其在不确定性优

化设计中也得到了大量应用。蔡宇桐等 [19] 针对压

气机叶片制造中的加工误差，应用非嵌入式混沌

多项式进行不确定性量化，得到了增强叶片气动

性能稳健性的优化方向；胡晚亭等 [8] 将混沌多项

式方法应用于 Winkler 地基沉降计算，得到参数

变化对地基沉降可靠性的影响，进而明确了设计

方向；李冬琴等 [22] 利用混沌多项式法分析多维随

机不确定性因素对船舶优化方案的影响，完成了

船舶多学科稳健设计优化研究，有效减少和避免

了船舶设计优化方案失效的可能性。Lie 等 [43] 将

混沌多项式方法与禁忌搜索算法结合起来对天线

阵列反问题进行稳健优化，相较于拉丁超立方抽

样方法极大提高了计算效率并且保证了稳健性能

的计算精度；Mandur 等 [44] 在模型参数不确定性传

播的稳健优化问题中使用混沌多项式方法，展现

出了比蒙特卡罗法更强大的计算精度和计算效率

优势；Huang 等 [45] 针对探测器火星大气进入的轨

迹稳健优化问题，采用混沌多项式方法获得认知

不确定条件下轨迹性能的近似解析函数，建立了

一个双环嵌套的稳健优化模型。 

2    混沌多项式理论基础

混沌多项式方法分为嵌入式（ intrusive）和非

嵌入式（non-intrusive） [46]。嵌入式混沌多项式方法

主要应用于动力学系统的不确定性传播，其主要

思想是将不确定性源进行混沌多项式模型表达，

然后将其代入到动力学微分方程，利用 Galerkin
投影，将随机微分方程转换为一组更高维的以混

沌多项式模型系数为状态量的确定性微分方程

组，通过求解该微分方程组得到混沌多项式系

数，从而完成不确定性传播 [47]。由于嵌入式混沌

多项式方法需要进入系统方程内部，对方程进行

扩维修改，不可避免地会引入数值误差。另一方

面，当前的系统分析模型通常都经过了反复标定

验证和确认，对其进行模型内部调整可能性非常

小。此外，随着仿真软件的大量应用，复杂工程

产品设计分析基本都涉及黑箱型响应函数。因

此，嵌入式混沌多项式方法应用非常有限，非嵌

入式混沌多项式方法将响应函数看作一个黑箱，

仅关注输入和输出的映射关系，构建输出响应的

混沌多项式代理模型，从而实现不确定性传播。

 

收敛

opt *μX   =μX

*μX0=μX

是

否

设计变量初始值 µX0

不确定性传播：
目标、约束函数均值、方差、

失效概率估算

计算：概率目标、约束函数

寻优

最优解 μX*

图 5　不确定性传播在不确定性优化中的地位

Fig. 5    UP in design optimization under uncertainty
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由于简单易于操作，相比嵌入式混沌多项式，其

研究应用更加广泛。本文主要介绍非嵌入式混沌

多项式方法。 

2.1    基本原理

x = [x1, · · · , xi, · · · , xd]以响应函数 y=g(x) ( ) 为例，

混沌多项式理论下输出响应表示为 p 阶截断的混

沌多项式模型。

Y ≈
P∑

i=0

biΦi(ξ) (1)

bi Φi

(d+ p)!/d!p! ξ =

[ξ1, · · · , ξi, · · · , ξd] ξi

xi xi ξi

式中： 为待求的混沌多项式系数； 为正交多项

式；正交多项式的总项数为 P+1= ；

，为标准随机向量，其中 与原随机

变量 存在一定的转换关系，具体与 和 的分布

形式有关。

bi

µy σy

一旦混沌多项式系数 求出，就可直接在混

沌多项式模型上运行 MCS，得到输出响应 y 的随

机概率特性，包括均值 、方差 、概率分布等。

在式 (1) 的基础上，也可得到低阶统计矩关于混

沌多项式系数的如下解析表达：

µy= E[y] =
P∑

i=0

biE[Φi] = b0 (2)

σy
2 =E[y2]−E[y]2= E


 P∑

i=0

biΦi

2
= P∑

i=1

bi
2E[Φi

2] (3)

式中，E 表示求期望，是一个运算符。

Φi bi

对于混沌多项式方法，主要涉及两方面内容：

正交多项式 的构建和混沌多项式系数 的求

取，其中后者涉及响应函数的调用，是计算量消

耗的主要来源。 

2.2    正交多项式构建

Φi (ξ)

(i = 0,1, · · · ,P)

混沌多项式方法最早由 Wiener[48] 提出，以埃

尔米特（Hermite）正交多项式作为基函数，被称为

Wiener 混沌多项式。根据 Cameron-Martin 理论，

它对正态分布型输入具有指数收敛速度，但是对

于其它的分布类型，则收敛速度明显降低。这是

因为 Hermite 正交多项式的权函数刚好与正态分

布的概率密度函数具有相同形式。利用上述特

点，Xiu 等 [2] 根据 Askey 方案中各随机分布类型概

率密度函数与正交多项式权函数一一对应的关

系，针对不同随机输入类型，采用相应类型的一

元正交多项式作为基函数，对其进行直接张量积

操作（tensor product）得到由多元正交多项式

构建的混沌多项式模型，将混沌多

项式理论扩展到了广义混沌多项式（general PC,
gPC）方法，使其对 Askey 方案中所包含的正态、

均匀、指数、贝塔（Beta）、伽马（Gamma）等多种随

机分布类型均具有指数收敛速度。当输入变量不

满足 Askey 方案中所列的 5 种分布时，则通常将

其首先转换为标准正态分布，然后选取 Hermite
正交多项式作为基函数。gPC 方法极大地拓展了

混沌多项式理论的应用范围，使其迅速被大量

应用。

xi(i = 1, · · · ,d)

ξi

Φi (x) (i = 0,1, · · · ,P)

对于一般的常见分布类型，gPC 方法能够得

到较好的不确定性传播结果。但是在实际工程应

用中，存在诸多不属于甚至与 Askey 方案相差较

远的分布类型，例如质量、扩散系数、刚度系数等

物理参数均服从对数正态分布。此时，通常需要

利用不确定性变换将其转化为 Askey 方案中的分

布类型，即：将原随机变量 转换为 As-
key 方案中所示的某类标准随机变量 ，而变换自

然会引入一定的误差，降低不确定性分析的精

度。针对随机分布类型的复杂性和多样性特点，

不少研究提出针对任意的随机分布类型，自行构

建正交多项式。Witteveen 等 [49] 提出了基于 Gram-
Schmidt 正交分解的混沌多项式方法；Zhang 等 [50]

和 Xu 等 [51] 提出了基于斯蒂尔吉斯（Stieltjes）过程

的混沌多项式方法。这些研究分别利用 Gram-
Schmidt 正交分解和 Stieltjes 过程，构建相对于各

维随机输入分布的最优一元正交多项式基函数。

在此基础上，类似于 gPC 通过张量积操作，构建

p 阶截断的多元正交多项式 。

相比于 gPC，这些混沌多项式方法适用范围更加

广泛，可应对任意随机输入分布类型，无需利用

变换，提高了收敛速度。

上述所有混沌多项式方法都建立在已知随机

输入完整的概率分布函数基础之上，而在实际工

程应用中随机参数的信息可能以各种形式存在，

如离散的原始数据样本，尤其对于复杂系统，往

往由于价格高昂、耗时太长等，难以得到其完整

的概率密度函数。此时，上述基于各维随机输入

完整概率分布函数的混沌多项式方法不再适用。

为此，Oladyshkin 等 [52] 提出了一种数据驱动混沌

多项式（data-driven PC）方法，该方法可应对各种

类型的随机分布以及离散的原始数据（无需概率

分布函数），并具有良好的收敛性和精度。Wang 等[53]

在此基础上进一步将投影法（Galerkin projection）
引入到数据驱动混沌多项式中计算混沌多项式系

数，提出了相应的高斯节点和权值的计算方法，

进一步提高了其灵活性。数据驱动混沌多项式方

法的主要思想为，根据各维随机输入变量的离散
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数据或概率分布函数，计算其统计矩，利用正交

多项式的正交性，推导矩匹配（moment-matching）
方程，进而通过匹配随机输入变量一定阶次的统

计矩，完成最优一元正交多项式的构建。需要注

意的是，当离散数据不足时，一元正交多项式的

构建会引入一定的误差。

考虑到在实际工程应用中，常有随机输入变

量相关的情况。例如，结构中的材料属性与疲劳

属性 [54]、飞行器气动噪声与外表面分布的随机载

荷 [55] 等。针对上述问题，多数研究学者采用变换

方法，如正交变换 [56]、 Rosenblatt 变换 [57] 和 Nataf
变换 [58] 等，将相关随机输入变量转换为相互独立

的标准正态随机变量。但是这些变换方法均属于

非线性变换，会导致变换后的响应函数呈现强非

线性特征，特别是当相关随机输入变量服从复杂

的非正态概率分布或响应函数非线性较强时，在

不确定性分析中会引入非常大的计算误差。此

外，这些转换方法均要依赖随机变量完整的分布

函数，当相关随机输入变量以离散数据形式存在

时，上述变换方法显然均不再适用。为此，在数

据驱动混沌多项式方法基础上，Lin 等 [59] 提出了

一种能够直接处理输入变量相关性的混沌多项式

方法，其能避免变换带来的误差，且能应对离散

数据形式的相关输入，扩展了混沌多项式方法的

适用范围。Paulson 等 [60] 针对嵌入式混沌多项式

方法，利用 Gram-Schmidt 正交变换，提出了一种

考虑输入变量相关性的方法。随后，Wang 等 [61]

将该方法应用到了随机潮流。这类考虑相关性的

数据驱动混沌多项式方法依然采用矩匹配方法建

立一元正交多项式基，只不过在求解矩匹配方程

的时候引入了相关随机输入变量混合矩的概念，

进而考虑变量的相关性。

这类自行构建正交多项式的方法显然提高了

混沌多项式方法的适用范围，具有更加广阔的应

用前景，但是构建正交多项式基的过程难免引入

近似或数值等误差。尤其是针对随机变量为复杂

分布（如双峰或多峰），数据驱动混沌多项式方法

可能需要匹配很高阶次的统计矩，矩匹配方程的

求解极易出现奇异，导致正交多项式基的构建精

度难以保证。gPC 方法由于实现方便，稳健性相

对更高，且理论上增加混沌多项式阶次到一定程

度即可应对任意形式的输入分布，因此，目前依

然是应用最为广泛的混沌多项式方法。 

2.3    阶次确定

混沌多项式模型的构建首先必须给定混沌多

项式模型的阶数。事实上，混沌多项式模型阶数

p 对不确定性传播的计算量和精度具有重要影

响。常用的做法是进行阶数的收敛性测试，先从

较低混沌多项式模型阶次出发进行不确定性传

播，增加阶次继续进行不确定性传播，同时考虑

先前样本的重复利用，直到相邻两次的结果（如

输出响应 y 的均值和方差）变化不大，则认为当前

混沌多项式阶数满足要求。但是对于某些特殊问

题，非线性程度高，分布函数甚至呈现非规则双

峰的情况，则需要高达 p=15 的阶数才能获得满意

的精度 [62]。对于工程不确定性分析，往往涉及非

线性黑箱型响应函数，对于混沌多项式模型阶次

的确定并非易事。Hu 和 Youn[63] 利用留一法（leave-
one-out, Loo）评估混沌多项式的精度，构建混沌多

项式阶次的循环，不断增加混沌多项式阶次，直

至满足精度要求为止，从而决定最终的混沌多项

式阶数。目前这方面的研究并不多，主要原因是

对于一般的实际工程系统，通常系统输出响应主

要受各维输入变量以及其低阶交叉项的影响，高

阶交叉项的影响较小 [64]，因此，混沌多项式模型阶

数 p=2 或 3 就能满足工程实际需求，出现高阶混

沌多项式模型的情况较少。 

2.4    系数求取

混沌多项式系数求取是混沌多项式进行不确

定性传播的关键，目前主要有投影法和回归法两

类方法。 

2.4.1    投影法

Φ j(ξ)

利用 Galerkin 投影方法，将式 (1) 两边同时依

次投影到各正交多项式 上，得

< yΦ j(ξ) > =
⟨ P∑

i=0

biΦi(ξ)Φ j(ξ)
⟩
, j = 0,1, · · · ,P (4)

根据内积的定义，并利用正交多项式的正交

性，整理式 (4)，得

bi = E[yΦi(ξ)] /E
[
Φi(ξ)Φi(ξ)

]
, i = 0,1, · · · ,P (5)

E
[
Φi(ξ)Φi(ξ)

]
ξ = [ξ1, · · · , ξd]

E[yΦi(ξ)]

则各混沌多项式系数可通过上式依次得到。

式 (5) 中的分母 是对正交多项式求

期望，由于这些正交多项式是关于各标准随机变

量 的函数，其形式均已知，可以快速

而方便地计算分母的值。因此，计算量主要来自

分子 的计算，需要调用一定次数的输出

响应函数 y(x)，可通过数值方法或者抽样法求

解。较为常用的求解方法有全因子数值积分（full
factorial numerical integration, FFNI）和稀疏网格数

值积分（sparse grid numerical integration, SGNI）[65-66]。

二者皆从一维节点出发，分别利用直接张量积和

24 中    国    舰    船    研    究 第 16 卷



特殊张量积操作获得多维积分节点。当维数较高

时，FFNI 所需积分节点的个数由于随着维数增加

呈指数增长，存在“维数灾难”，此时通常利用 SGNI
取代 FFNI。 

2.4.2    回归法

ξS = [ξS
1 , · · · , ξS

j , · · · , ξS
N]T

Y = [g(xS
1), · · · ,g(xS

N)]T

基于线性回归方法求解混沌多项式系数也称

随机响应面方法（stochastic response surface method,
SRSM），它是美国新泽西州立大学的 Isukapalli 博
士提出来的 [67-68]。将样本 和

相应的函数响应值 分别代入

到混沌多项式模型（式（1））的右端和左端，得
Φ0(ξS

1 ) Φ1(ξS
1 ) · · ·ΦP(ξS

1 )
Φ0(ξS

2 ) Φ1(ξS
2 ) · · ·ΦP(ξS

2 )
...

...
...

Φ0(ξS
N) Φ1(ξS

N) · · · ΦP(ξS
N)




b0

b1

...
bP

 =


g(xS
1)

g(xS
2)
...

g(xS
N)

 (6)

简化上式，写为

ψb = Y (7)

其中，

ψ =


Φ0(ξS

1 ) Φ1(ξS
1 ) · · ·ΦP(ξS

1 )
Φ0(ξS

2 ) Φ1(ξS
2 ) · · ·ΦP(ξS

2 )
...

...
...

Φ0(ξS
N) Φ1(ξS

N) · · ·ΦP(ξS
N)



b =


b0

b1

...
bP

 Y =


g(xS

1)
g(xS

2)
...

g(xS
N)


根据最小二次回归方法，可求得混沌多项式系数：

b = (ψTψ)−1ψTY (8)

Xiong 等 [62] 在上述 SRSM 基础上，进一步提出

了加权随机响应面方法（Weighted SRSM），通过

引入样本权值的概率，考虑其在概率空间的分布

特性，在相同样本的情况下，提高了不确定性传

播的精度。与确定性下的响应面相似，回归中样

本的性能很大程度上决定了响应面的好坏，因此

决定了 SRSM 不确定性传播的精度。关于抽样方

法，Hosder 等 [69] 从精度和收敛性方面，对随机抽

样、拉丁超立方设计（Latin hypercube design, LHD）

和 Hemmasy 抽样方法进行了综合的分析比较，

并推荐用两倍于未知混沌多项式系数个数的

样本（即 N=2（P+1））可以得到比较满意的结果。

Isukapalli[67] 提出在 Wiener 混沌多项式方法中运

用 Hermite 积分节点，也就是 Hermite 正交多项式

的根，作为回归样本来求解系数。在该方法的基

础上，可从 Askey 方案中所列正交多项式出发，分

别求解 p+1 阶正交多项式的根，对这些根（一维空

间）进行直接张量积操作，得到多维空间的全因

子设计样本，然后在这些样本点上进行最小二次

回归，得到混沌多项式系数。这种抽样策略使得

样本点大多数集中在概率空间中的高频率区域，

类似于重要性抽样的原理，因此提高了混沌多项

式系数的估算精度。由于这种抽样方法对一维样

本采用直接张量积，得到的多维样本的组合数为

(p+1)d，呈指数增长。出于计算量的考虑，目前仍

局限于启发式地选取其中部分样本进行回归，通

常选取概率空间出现频率较大的样本点。也有研

究提出利用单项求容积法则（monomial cubature
rules, MCR）来产生回归样本，构建混沌多项式模

型，这就是所谓的 PC-MCR 方法。该方法运用

MCR 产生样本点，由于样本点数目少，可以全部

用来估算混沌多项式系数，不仅保证了不确定性

传播的精度，而且与前面提到的高斯积分点方法

相比大大减少了所需的样本数。

回归法中由于涉及矩阵求逆等运算，针对高

维问题可能会较为繁琐耗时，因此回归法通常适

用于低维问题。随机抽样、拉丁超立方设计、高

斯积分点、MCR 抽样方法在混沌多项式系数计

算方面具有相似的精度，MCR 方法虽然计算效率

方面最为可观，但由于在目前的科学计算软件中

并未见到成熟算法，而且可选取的样本形式有多

种，具体选何种较为主观，因此其应用相对较少。 

3    缓解“维数灾难”的方法

混沌多项式方法具有较高的精度和效率，但

是其计算量通常随着随机输入的维数呈指数增

长，高维下存在“维数灾难”问题，这也是目前混

沌多项式在实际应用中面临的最大难题。关于该

问题，目前产生了诸多方法去缓解“维数灾难”。 

3.1    多项式基截断

为了解决维数灾难，最常用的方法是减少全

阶混沌多项式模型中的正交多项式项数。其中，

双曲线截断（hyperbolic truncation）策略 [70] 是最常

用的一种，其主要思想为：一般的实际工程系统

的输出响应主要受各维输入变量以及其低阶交叉

项的影响，受高阶交叉项的影响较小 [64]，从而可以

直接去除某些多项式项，达到降低计算量的目的。

传统的全阶混沌多项式模型从一元正交多项

式基出发，利用直接张量积构建多元正交多项

式，当混沌多项式模型阶数为 p 时，需要满足

|a| ≡ ∥a∥1 ≡ a1+ · · ·ai+ · · ·+ad ⩽ p (9)
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ai Φi

Φi(i = 0,1, · · · ,P)

式中： 为多元正交多项式 中第 i 维变量对应的

一元正交多项式的阶数；p 为混沌多项式模型的

阶数，也就是式 (1) 中的正交多项式

的最高阶次。

P+1 = (d+ p)!/d!p!

在直接张量积下，式 (1) 中正交多项式的总项

数为 ，可见总项数随着 d 的增

加呈指数增长。为了降低计算量，考虑以下双曲

线截断策略，去除部分高阶交叉多项式项，以达

到减少混沌多项式系数个数、降低计算量的目的。

Id,p
q =

a ∈ Nd : ∥a∥q =
 d∑

i=1

aq
i


1
q

⩽ p

 (10)

a = (a1, · · · ,ad)

式中：q 为自定义稀疏因子； I 为满足不等式的

的集合。

p = {3,4,5,6} q = {1,0.75,0.5}

a = (a1, · · · ,ad)

以 和 为例，在二维

空间中上述截断方法产生的阶数组合如图 6 所

示，图中蓝色的圆圈表示满足式（10）中不等式要

求的 的集合。显然，通过引入双曲

线截断策略，确实去除了一部分高阶交叉项，对

降低计算量具有重要作用。而且，相同的阶数

p 下，q 越小，去除的高阶交叉项越多，计算量降低

越明显。当 q=1（图 6中第一行）时，式（10）退化为

常规的全阶混沌多项式方法。
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图 6　不同稀疏因子下一元正交多项式的阶数组合

Fig. 6    Order combinations of orthogonal polynomial with different sparse factors
 

Φi

a = (a1, · · · ,ad)

除了这类直接去除高阶交叉项多项式项的截

断策略，Hampton 和 Doostan[71] 提出了各向异性多

项式阶数（anisotropic polynomial order）的概念，在

构建混沌多项式模型的过程中，认为 中对应于

各维变量的一元多项式的最高阶次并非相同，通

过引入误差指数，自适应地搜寻最优的各维正交

多项式阶数 ，使之满足

d∑
i=1

ai

pi
⩽ 1 (11)

pi = p (i = 1, · · · ,d)可见，当 时，该方法退化为

全阶混沌多项式模型。实际中，输出响应关于各

维随机变量的非线性是不同的，因此上述考虑各

向异性的多项式阶数确定方法能够在计算量一定

的情况下，将更多资源配置于非线性较强的维度

上，从而提高精度。

多项式基截断策略能够在一定程度上降低计

算量，但是在进行截断的时候稀疏因子的选取较

为主观。如果选取的值过小，虽然可以很大程度

降低计算量，但是由于截除了过多的高阶交叉

项，精度的损失较为严重。因此，该方法适合于

高阶交叉项影响较小的问题。 
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3.2    稀疏重构

Φi (i = 0,1, · · · ,P)

稀疏重构的主要思想是在全阶混沌多项式模

型的基础上，通过去除对输出响应影响不大的正

交多项式项 ，减少混沌多项式系

数的个数，从而降低计算量，是当前应对混沌多

项式“维数灾难”难题最有效的途径之一。稀疏

重构下构建的稀疏混沌多项式模型可表示为

Y ≈
P1∑
i=0

biΦi(ξ) (12)

P1+1 P1+1≪
P+1

其中，混沌多项式系数的个数为 ，显然

。

对于稀疏混沌多项式方法，关键在于如何去

发掘非重要的正交多项式项。Blatman 和 Sudret[72]

提出了一种自适应算法来自动检测重要的正交多

项式项，认为那些能够最大程度降低预测误差的

正交多项式项为重要的项并予以保留，从而减少

混沌多项式系数的个数。随后，他们又提出利用

最小角回归（least angle regression, LAR）方法去发

掘非重要的正交多项式项，进而将其从全阶混沌

多项式模型中去除，以降低计算混沌多项式系数

的计算量 [73]。王丰刚 [74] 对基于 LAR 的稀疏混沌

多项式方法展开了研究，通过诸多算例测试发

现，随着维数和混沌多项式阶数的增长，全阶混

沌多项式所需的样本数量明显增加，导致混沌多

项式求解系数的回归矩阵出现“病态”，难以求

解，然而稀疏混沌多项式则几乎不受此影响，同

时还能保持较高的计算精度。Hu 和 Youn[63] 针对

工程可靠性分析和设计，提出在全阶混沌多项式

模型的正交多项式集合中，通过引入误差指数，

自适应地筛选误差指数最大的双变元正交多项式

项来构建稀疏混沌多项式模型。陈光宋等 [75] 采用

最小绝对收缩和选择算子（LASSO）回归自动选

择混沌多项式的重要项及其展开系数，进一步由

混沌多项式系数解析获得全局灵敏度系数。Cheng
等 [76] 提出了一种可观测响应保持同伦下的自同态

调制（D-MORPH）算法，用于构建稀疏混沌多项式

模型。Diaz 等 [77]、Tsilifis 等 [78] 和陈江涛等 [79] 分别

研究了利用压缩感知（compressed sensing）方法构

建稀疏混沌多项式模型，压缩感知方法是图像和

信号处理领域兴起的新方法，能够高效地重构稀

疏信号，需要的采样点数目小于自由度的个数。

若混沌多项式展开是稀疏的，可通过求解以下优

化问题得到：

b̂ = argmin∥b∥0 s.t. ψb = Y (13)

式中，0 范数表示 b中非零元素的个数，式中所涉

ψb = Y

及的变量符号参见式 (7)。考虑到式 (13) 为 NP-
hard 问题，求解很难，且实际应用中考虑到测量噪

声的情况，不要求 精确满足，则式 (13) 一般

变为

b̂ = argmin∥b∥1 s.t. ∥ψb−Y∥2 ⩽ ε (14)

在求解过程中，需要指定截断误差 ε。除了

以上通过发掘全阶混沌多项式模型中非重要的正

交多项式来构建稀疏混沌多项式的方法，也有研

究将混沌多项式表示为高维模型表达（high di-
mensional model representation, HDMR）的架构，认

为各变量单独作用和双变量共同作用的 HDMR
函数就已经可以较为精确地描述系统的输出，忽

略交叉高阶项，从而构建所谓的稀疏混沌多项式

模型，以达到降低混沌多项式模型中正交多项式

项数的目的 [80]。

LAR、压缩感知等稀疏重构方法在构建稀疏

模型的过程中，需要通过迭代发掘重要的正交多

项式项，尤其对于非线性较强且维数较高（d>10）
的问题，收敛过程可能非常慢，且收敛过程受所

选取的样本点和问题的非线性程度影响非常大。 

3.3    稀疏网格数值积分

3.1 和 3.2 节旨在通过减小全阶混沌多项式模

型中正交多项式的项数来降低计算量。稀疏网格

数值积分则通过在投影法计算混沌多项式系数中

采取 Smoyak 算法，生成积分节点，相对于全因子

节点大为减小积分节点的个数，从而缓解“维数灾难”

难题。关于这方面的研究目前非常多。Winokur[81]

针对混沌多项式研究了一种自适应稀疏网格数值

积分方法，大大降低了计算量，并将其成功应用

于 2004 年 9 月伊万飓风穿过墨西哥湾时的海洋

环流模型中。Wu 等 [82] 将稀疏网格数值积分用于

混沌多项式，求解了不确定性下的翼型气动优

化。Xiong 等 [83] 将基于稀疏网格数值积分的混沌

多项式方法应用于火箭弹稳健优化。稀疏网格数

值积分确实能在一定程度上降低中、低维（d<10）
不确定性传播问题的混沌多项式系数的计算量，

根据维数可以预估函数调用次数，而且具有较强

的稳健性，是当前缓解维数灾难较为可靠的方

法，但对于高维问题其应对能力非常有限，计算

量依然非常大。 

4    多可信度混沌多项式

在基于仿真的工程设计中，分析模型（例如 CFD
和 FEA）往往具有高度非线性、计算耗时的特

点。采用混沌多项式方法直接基于高精度仿真模
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型进行不确定性传播，也同样面临计算量大的问

题。对于工程系统设计，由于学科分工愈来愈

细，分析方法和仿真建模手段逐渐多元化。随着

设计进程的推进，往往伴随有多种不同精度和计

算量的分析模型产生。例如，某小型飞机涉及多

个固定翼和螺旋桨的气动耦合分析，可利用多种

多可信度气动仿真工具实现，包括简单低阶模型

（二维涡模型和叶素理论螺旋桨模型）、中精度模

型（涡格法和 Euler CFD，其中螺旋桨模型均采用

激励盘）、高精度模型（基于雷诺平均 Navier-Stokes
方程的  CFD）。此外，还有地面试验数据和飞行

试验数据。通常认为模型的精度越高，耗费代价

越大，其可生成的样本数量也越少。为降低计算

量，充分利用多个分析模型，产生了多可信度建

模（multi-fidelity modeling）的思想，也称多模型融

合（model fusion），在大量廉价的低精度样本基础

上，利用少量高精度样本点为导引或修正，通过

融合不同精度和计算量的样本数据，建立多可信

度代理模型（multi-fidelity metamodel），能够在保

证代理模型精度的同时，尽可能地降低计算量。

在该方面具有代表性的研究有 Kennedy 与 O'Hagan
提出的基于高斯随机过程及上述差值（或比值）

模型的多层级 co-kriging 方法 [84] 等。

由于多可信度建模理论在降低计算量方面效

果显著，有学者基于混沌多项式方法开展了多可

信度不确定性传播的研究，通过以少量高精度样

本为引导，融合大量低精度样本数据并建立不同

精度模型之间的修正混沌多项式模型，来提高低

精度混沌多项式模型的可信度，从而达到降低计

算量的目的。Ng 和 Eldred[85] 提出了基于混沌多

项式和稀疏网格数值积分的多可信度不确定性传

播方法；Palar 等 [86] 提出了基于最小二次回归的多

可信度混沌多项式方法。上述多可信度混沌多项

式方法采用加法修正的多可信度建模策略，即在

低精度混沌多项式模型上进行加法项混沌多项式

修正，虽有效解决了特定的问题，但依然存在不

足。例如：Ng 和 Eldred 提出的方法需要采集稀疏

网格数值积分点处的样本，其数量和位置都不是

任意的；Matteo[87] 提出的方法因利用线性回归法

计算混沌多项式系数，虽然在采样策略上相对灵

活，但需要高 /低精度样本点嵌套。为此，Berchi-
er 提出用低精度混沌多项式模型来预测非嵌套样

本点处的响应值，但这必然会引入一定的预测误

差，降低了多可信度混沌多项式模型的精度。

Yan 和 Zhou[88] 针对贝叶斯推理反问题，提出了一

种基于自适应抽样的加法修正多可信度混沌多项

式方法。Cheng 等 [89] 提出了一种基于高斯过程回

归的多层级多可信度稀疏混沌多项式方法。Wang
等 [90] 基于高斯随机过程，将多层级 co-kriging 方法

从确定性多可信度建模领域扩展到不确定性量

化，构建一种了多可信度混沌多项式方法，研究

表明，相较于常用的基于加法修正的多可信度混

沌多项式方法精度大幅提高，且该方法能够应对

模型的精度水平为非层次型的情况。除了以上两

类基于加 /乘法修正和高斯随机过程的多可信度

混沌多项式方法，还有研究提出利用输出空间映

射（output space mapping）技术实现多可信度混沌

多项式模型构建 [16]，其主要思想为建立低精度混

沌多项式模型到高精度混沌多项式模型的映射关

系，映射关系最常见的为线性映射。

由于多可信度建模在降低计算量方面具有巨

大潜能，而且切合目前产品设计过程中存在多种

类型分析模型或数据的现状，多可信度混沌多项

式研究较为活跃。目前，基于加法修正的多可信

度混沌多项式方法由于形式和实施简单，应用最

多。基于高斯随机过程的多可信度混沌多项式方

法精度和灵活性高，但由于利用高斯随机过程，

建模中参数估计存在计算繁琐和稳健性不足的缺

点，这也是目前基于高斯随机过程的建模方法存

在的共性问题。整体而言，多可信度混沌多项式

方法在降低计算量方面具有巨大潜力，但是与确

定性领域的多可信度建模方法相似，需要多可信

度分析模型预测趋势一致，存在泛化能力不足的

问题，而且如何配置各个多可信度分析模型的样

本个数以保证不确定性传播的精度，目前也缺乏

科学系统的方法。 

5    灵敏度分析
 

5.1    局部方法

稳健优化在工程设计得到广泛应用，混沌多

项式由于精度高被大量用于稳健优化。基于梯度

的寻优算法由于效率高在稳健优化中应用很多，

而在基于梯度寻优的稳健优化中，需要计算目标

和约束函数相对于设计变量的局部敏度信息，也

称设计灵敏度（design sensitivity）。此外，该设计

灵敏度还能为设计决策者提供参考，从而在实际

中对产品质量波动进行管控。常规的做法是直接

利用差分法计算这些设计灵敏度，但这必然会消

耗一定的计算量，尤其当设计变量高维时，计算

量较大。

混沌多项式用于局部灵敏度分析的研究不

多。Ren 等 [91] 针对基于数值积分计算混沌多项式
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系数的稳健优化，推导了设计灵敏度，无需调用

任何额外的响应函数。该方法被用于基于混沌多

项式的翼型气动稳健优化，相比于直接依赖差分

法的稳健优化，可降低高达 30% 的计算量。考虑

到系数的求取基于 Galerkin 投影和高斯数值积

分，见式 (5)，其中分子的期望值 计算都

将表示为高斯节点上的函数响应值的加权和，最

终设计灵敏度的计算归结到期望值关于节点的偏

导 ，其中 为高斯积分节点。分

别针对 FFNI 和 SGNI，针对不同的节点分布情况，

结合拉格朗日插值近似技术，利用节点上的函数

值，在不调用任何响应函数的情况下，推导了半

解析形式的设计灵敏度。 

5.2    全局方法

全局灵敏度分析（global sensitivity analysis, GSA）

能够量化各不确定性因素对系统响应不确定性的

影响程度，进而可适当忽略那些影响小的不确定

性因素，在不影响精度的前提下降低不确定性传

播的计算量，目前已成为提高不确定性传播效率

的有效途径之一。全局灵敏度分析方法大体可以

分为基于回归的方法和基于方差的方法 [92]，其中

基于 Sobol'灵敏度指数的方差分析法因其简单有

效的特点得到了广泛应用。

混沌多项式方法将随机输出响应表示为一组

正交多项式的加权组合，基于混沌多项式模型可

解析得到响应方差，从而非常方便地计算 Sobol'灵
敏度指数。最终的灵敏度指数是关于混沌多项式

系数的解析表达，相当于混沌多项式系数计算的

副产品。该方法相比于 MCS 计算量大为降低，因

此基于混沌多项式的 Sobol'方差分析法成为一种

较为常用的全局灵敏度分析方法。

基于混沌多项式方法的 Sobol'灵敏度指数表

示为

S i1 ,··· ,is
=

∑
a∈Ωi1 ,··· ,is

ba
2E
[
Φa

2
]

DPC
(15)

DPC式中， 为总方差，可通过式 (3) 计算得到。由

式 (15) 可知，一旦混沌多项式模型构建好，就可

在混沌多项式模型基础上进行全局灵敏度分析，

得到关于混沌多项式系数的灵敏度指数的表达，

无需任何额外的函数调用。

Sudret[92] 将广义混沌多项式应用到全局灵敏

度分析中，得到了关于混沌多项式系数的解析式

的 Sobol'灵敏度指数。Palar 等 [93] 基于加法修正多

可信度混沌多项式方法，进行了基于 Sobol'灵敏

度指数的全局灵敏度分析。Cheng 等 [94] 基于支持

向量机回归提出了用于全局灵敏度分析的自适应

混沌多项式方法。王晗等 [95] 提出了基于稀疏多项

式混沌展开的孤岛微电网全局灵敏度分析方法，

并将其用于准确、快速地辨识影响系统运行状态

的关键输入随机变量。卜令泽 [96] 对基于混沌多项

式的全局灵敏度分析方法展开深入研究，为大型

复杂结构的灵敏度与可靠度分析提供了新思路。

为识别影响自动装填机构刚度的核心关键参数，

孙佳等 [97] 采用基于混沌多项式展开的全局灵敏度

分析方法，从 32 个自动装填机构参数中提取出

了 6 个影响刚度的核心关键参数。王娟 [98] 开展了

基于混沌多项式的 Sobol'全局灵敏度分析，考虑

了输入变量线性相关性的情况。也有研究首先在

全阶混沌多项式模型上进行双曲线截断，构建稀

疏混沌多项式模型，在此基础上进行全局灵敏度

分析，进而发掘 Sobol'灵敏度指数较小的非重要

变量，在不确定性传播中不予以考虑，从而实现

降维，然后在降维后的变量空间构建阶次更高的

稀疏混沌多项式，达到了提高精度并降低计算量

的目的 [85]。 

6    混合不确定性传播

当考虑随机（aleatory）和认知（epistemic）混合

不确定性时，常规的不确定性传播过程变为一个

典型的双层循环，外层考虑认知不确定性，内层

实质为认知不确定性固定于某值情况下的随机不

确定性传播。由于混沌多项式方法的高效性，近

年来出现了不少将混沌多项式方法用于处理随机

和认知混合不确定性传播的研究工作。其基本思

想为：外层利用概率盒（P-box）、证据、模糊、区间

以及似然估计等方法考虑认知不确定性，内层进

行基于混沌多项式的随机不确定性传播，从而避

免大量调用耗时的真实响应函数，降低计算量。 

6.1    概率盒方法

概率盒方法也称为二阶概率方法（second-or-
der probability） [99-101]，它通过将输出响应的上、下两

条累积分布函数（CDF）作为边界来定义不确定

性。先根据认知不确定性变量的信息进行抽样，

例如，已知认知不确定性的上、下限区间，可在该

区间范围内采取拉丁超立方抽样得到 M 组样本，

构造内外双层循环进行迭代计算。每次迭代中，

外层循环中的认知不确定性变量依次取 M 组样

本的某个值，然后在内层循环考虑随机不确定性

变量，进行基于混沌多项式的随机不确定性传

播，最终得到输出响应概率特性的一族 CDF 曲线
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（凸包），进而选取最内层和最外层的那条作为概

率上、下边界，构成一个 P-box。图 7 为利用概率

盒方法进行混合不确定性传播的示意图，随着认

知不确定性的逐步减小，信息逐渐完备，所得的

凸包的概率边界之间的偏差将越来越小。基于得

到的 CDF 包络，可进一步得到输出响应 y 其它的

不确定性信息（包括均值 、方差 等），它们也都

是区间形式，例如 。
 
 

认知不确定性
变量取值
xi  (i=1, ..., M)a

考虑随机不
确定性的 UP

C
D

F

C
D

F

y
y

考虑随机和认知
不确定性的输出

响应的一族
CDF 曲线

图 7　基于概率盒和混沌多项式的混合不确定性传播

Fig. 7    Mixed UP with PC and P-box
  

6.2    证据理论

Bel() Pl()

证据理论（ evidence  theory）是由 Dempster 率
先提出的，后经 Shafer 系统完善，故又称为 Demp-
ster-Shafer 理论 [102]，它是对经典概率理论的一种扩

展，使用概率边界反映所有可能结果集合幂集的

信任度。证据理论通过识别框架、基本可信度分

配（basic probability assignment, BPA）、可信度函数

和似真度函数 这 3 个基本概念构成了不

确定性建模框架。读者可参考文献 [29, 94, 103]
获取关于证据理论的具体介绍。利用证据理论做

混合不确定性传播时，基于混沌多项式求取输出

响应的累积信度函数（ cumulative  belief  function,
CBF）和累积似真度函数（ cumulative  plausibility
function, CPF）来表征识别框架内系统响应的不确

定特性，如图 8 所示。在得到输出响应 y 的 CBF 和

CPF 之后，可进一步建立适合不确定性优化设计

的类似于均值和方差的目标准则 [104]。
  

y

C
B

F
, 
C

P
F

CBF

CPF

图 8　证据理论下输出响应 y 的 CBF 和 CPF 曲线

Fig. 8    CBF  and  CPF  of  output  response  with  Dempster-Shafer
theory

  

6.3    模糊数

αi

p (x) α ∈ [0,1] α

模糊数（fuzzy number）是常规实数的一般化，

其含义是它不引用一个值，而是引用一组可能的

值，其中每个可能的值都有自己的权重（范围

0~1），称为隶属函数。在进行混合不确定性传播

时，可以将模糊数看作一种灵活的 P-box 的形式，

即对每个 -cut 的区间进行基于混沌多项式的不

确定性传播 [105-106]，最终得到系统输出响应 y 的隶

属度函数。图 9 为大致过程的示意图，其中纵轴

表示隶属度函数 值， 是 -cut 水平。
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模型, 得到 μy

遍历 αi−cut 区间,

得到 μy
 的上下界,

对应 μy
 的 αi−cut

区间

图 9　基于混沌多项式和模糊理论的混合不确定性传播

Fig. 9    Mixed uncertainty propagation with PC and fuzzy theory
 
 

6.4    区间理论

区间模型一般定义如下：

AI =
[
AL,AU

]
=
{
x|AL ⩽ x ⩽ AU, x ∈ R

}
(16)

式中，上标 I，L，U 分别表示区间、区间下界和区

间上界。基于区间数的混合不确定性传播可转换
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为在区间变量的范围内求解优化问题 [107-108]。对于

任意的区间变量所在区间上的某个值，固定认知

不确定性变量于该值，构建随机变量的混沌多项

式模型，从而可方便地得到输出响应的均值、方

差或失效概率。进一步通过寻优，得到输出响应

均值、方差或失效概率的最大值和最小值。 

6.5    似然方法

不同于以上 4 种方法，似然方法（likelihood）[109]

最终依然采用概率理论来进行不确定性传播。似

然估计允许同时处理点数据和区间数据，它将以

稀疏点数据和区间数据存在的认知不确定性输入

变量表示为概率形式的不确定性，通过最大化似

然函数，得到认知不确定性变量的概率密度函数

（PDF），该 PDF 相当于是在当前已知数据下，该变

量的平均 PDF。概率表征使得该方法可非常方便

地应用于各类基于概率的不确定性分析及优化设

计理论和方法，而基于概率的方法具有严格的理

论基础，发展较为成熟，因此应用起来非常方便。 

7    总结与展望

混沌多项式方法作为一种较为成熟高效的不

确定性传播方法，近几年得到了长足发展，已经

在各个领域得到了广泛应用。在稳健优化设计领

域，由于需要在优化的每个迭代点构建混沌多项

式模型，对于高维且非线性较强的优化问题，往

往涉及大量迭代，计算量显著上升，而数值模拟

模型确认不涉及该迭代，相比于传统的不确定性

传播方法，混沌多项式的优势凸显，因此混沌多

项式方法在数值模拟模型确认方面最具应用潜

力。相比其它混沌多项式的变种，广义混沌多项

式方法由于具有相对较强的稳健性，针对不同的

输入分类和函数形式通常能得到较为满意的结

果，是目前应用最广泛的混沌多项式方法。但其

大部分应用基本停留于较简单的工程问题，问题

涉及的规模及维数都不太高（d<10），高维问题鲜

有报道。在应对“维数灾难”方面，稀疏网格方法

稳健性好、泛化能力相对较强，但仅适用于中、低

维问题（d<10）；稀疏重构策略计算量降低最为显

著，是最具应用潜力的途径之一，但在适用范围

和泛化能力上还需改进。多可信度混沌多项式是

降低计算量的有效途径之一，但是对于高、低精

度模型样本数目的确定还缺乏较为科学有效的方

法，目前基本停留在不断试凑的模式，且泛化能

力较差。此外，实际问题大都涉及黑箱型响应函

数，围绕混沌多项式开发较为通用化的程序软

件，根据实际计算资源预算自动确定有效的混沌

多项式阶次和样本点个数，以方便实际工程应

用，建立混沌多项式在各类典型问题应用的演示

实例，这也是需要进一步探索的问题。实际工程

中可能涉及高达上百维的不确定性传播问题，目

前的混沌多项式方法依然会面临较为突出的“维

数灾难”问题，这方面还需挖掘新的理论和方法，

例如尝试采用小样本深度学习技术构建输入输出

的深度神经网络模型，取代原系统响应分析，以

降低计算量。
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