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摘要 设 p(·) 是 Rn 上的一个满足全局 log-Hölder 连续性条件的可测函数, 其本性上确界 p+ 和下确

界 p− 满足 0 < p− 6 p+ 6 1. 另设 q ∈ (0, 1], A 是一个伸缩矩阵, H
p(·),q
A (Rn) 表示通过径向主极大函

数定义的各向异性变指标 Hardy-Lorentz 空间. 本文利用 H
p(·),q
A (Rn) 的原子分解, 证明了该空间中的

元素 f 的 Fourier 变换 f̂ 在缓增分布意义下等于 Rn 上的一个连续函数 F . 进一步地, 本文得到了上

述函数 F 的一个点态控制,即它被 f 的 H
p(·),q
A (Rn)范数和相关于 A的转置矩阵的齐次拟模的乘积点

态控制. 作为应用, 本文还获得了 F 在原点的高阶收敛性以及 H
p(·),q
A (Rn) 上的 Hardy-Littlewood 不

等式. 本文推广了 Taibleson 和 Weiss 关于经典 Euclid 空间上 Hardy 空间 Hp(Rn) 的相应结果, 即使

对于各向同性的常指标 Hardy-Lorentz 空间 Hp,q(Rn), 上述结果也是新的.
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1 引言

设 p(·) 是 Rn 上的一个满足全局 log-Hölder 连续性条件的可测函数, 其本性上确界 p+ 和下确界

p− 满足 0 < p− 6 p+ 6 1. 在 Euclid 空间上, Liu 等 [19] 和 Liu 等 [18] 引入并研究了变指标的各向异性

Hardy-Lorentz空间 H
p(·),q
A (Rn), 包括其各种极大函数特征、(有限)原子特征和 Littlewood-Paley函数

特征等实变刻画以及实插值空间等, 其中, q ∈ (0,∞], A 是一个伸缩矩阵 (参见定义 2.1). 本文主要讨

论 H
p(·),q
A (Rn) 上的 Fourier 变换及其应用.

具体地, 关于 Euclid空间上经典 Hardy空间 Hp(Rn)中元素 Fourier变换的问题由两位著名的调

和分析大师 Fefferman和 Stein [8] 在 20世纪 70年代初提出,随之也成为 Hp(Rn)实变理论中的重要问

题之一. 之后, Coifman [6] 应用指数型整函数率先刻画了一维 Hardy 空间 Hp(R) 中元素 f 的 Fourier
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变换 f̂ , 关于高维 Hardy空间的相应结论可参见文献 [3,7,9,22]. 值得注意的是, Taibleson和 Weiss [22]

给出了如下一个非常有意义的结果, 即对于给定的 p ∈ (0, 1], 任意元素 f ∈ Hp(Rn) 的 Fourier 变换 f̂

在缓增分布意义下等于 Rn 上的一个连续函数 F , 并且存在一个仅与维数 n 和可积指标 p 有关的正

常数 C(n,p) 使得, 对于任意 x ∈ Rn, 有

|F (x)| 6 C(n,p)∥f∥Hp(Rn)|x|n(1/p−1). (1.1)

进一步地, 利用 (1.1), Taibleson 和 Weiss [22] 将 Hardy-Littlewood 不等式推广到了 Hardy 空间中, 即

在上述条件下, 存在一个与 f 无关的正常数 K 使得[ ∫
Rn

|x|n(p−2)|F (x)|p dx
] 1

p

6 K∥f∥Hp(Rn), (1.2)

这里的函数 F 如 (1.1) 所示 (也可参见文献 [21, 第 128 页]).

如今, 经典 Hardy 空间 Hp(Rn) 实变理论已经广泛应用在多个数学领域, 如调和分析与偏微分

方程, 具体可参见文献 [10, 20, 21]. 受 Calderón 和 Torchinsky [4] 所研究的抛物型 Hardy 空间实变理

论的启发, 很多学者对经典 Hardy 空间做了推广 (参见文献 [2, 5, 13, 14, 23–25]). 特别地, Bownik [2]

在 Euclid 空间上引入了各向异性的 Hardy 空间 Hp
A(Rn), 这里 p ∈ (0,∞) 且 A 是一个伸缩矩阵, 从

而推广了 Fefferman 和 Stein [8] 的经典各向同性 Hardy 空间以及 Calderón 和 Torchinsky [4] 的抛物型

Hardy 空间. 在文献 [22] 关于经典 Hardy 空间 Hp(Rn) 所做工作的基础上, Bownik 和 Wang [3] 利用

Hp
A(Rn) 的原子刻画将 (1.1) 和 (1.2) 推广到了各向异性 Hardy 空间 Hp

A(Rn) 之中. 最近, 上述结论在

关于球拟 Banach 函数空间的 Hardy 空间和各向异性混合范数 Hardy 空间 H p⃗
a⃗(R

n) 中也得到了相应

的推广 (参见文献 [11, 12]).

Kempka 和 Vyb́ıral [16] 引入并研究了变指标 Lorentz 空间 Lp(·),q(Rn). 基于变指标 Lorentz 空间

Lp(·),q(Rn), Liu 等 [19] 和 Liu 等 [18] 在 Euclid 空间上, 通过径向主极大函数首次引入了各向异性变指

标 Hardy-Lorentz 空间 H
p(·),q
A (Rn), 并且建立了该 Hardy- 型函数空间的一系列实变特征刻画, 从而推

广了经典 Hardy空间 Hp(Rn)、抛物型 Hardy空间、各向异性 Hardy空间 Hp
A(Rn)和各向同性变指标

Hardy-Lorentz 空间 Hp(·),q(Rn) (参见文献 [15]). 受到上述 Hardy- 型函数空间 (即 Hp(Rn)、Hp
A(Rn)

和 H p⃗
a⃗(R

n))上 Fourier变换研究的启发,本文将不等式 (1.1)推广到各向异性变指标 Hardy-Lorentz空

间 H
p(·),q
A (Rn), 并给出一些应用.

本文余下内容结构如下. 第 2 节是预备知识, 首先介绍伸缩矩阵、变指标 Lorentz 空间和径向主

极大函数的定义 (参见定义 2.1、2.3和 2.4),然后回顾各向异性变指标 Hardy-Lorentz空间 H
p(·),q
A (Rn)

的定义 (参见定义 2.5).

第 3 节旨在证明本文的主要结论 (即定理 3.1), 即任意元素 f ∈ H
p(·),q
A (Rn) 的 Fourier 变换 f̂ 在

缓增分布意义下等于 Rn 上的一个连续函数 F 且

|F (x)| . ∥f∥
H

p(·),q
A (Rn)

max{[ρ∗(x)]
1

p−
−1

, [ρ∗(x)]
1

p+
−1}, ∀x ∈ Rn, (1.3)

其中, ρ∗ 表示相关于 A 的转置矩阵 A∗ 的齐次拟模, p+ 和 p− 分别是变指标 p(·) 的本性上确界和下
确界. 本文证明定理 3.1 的主要思路是先对 f 做原子分解, 然后结合 Fourier 变换的特殊性质, 再利用

关于原子 Fourier 变换的一致估计 (参见引理 3.1) 以及原子分解系数和的有界性估计 (参见引理 3.3),

证明连续函数 F 的存在性, 同时得到 (1.3) 的点态估计; 最后, 从依分布收敛的定义出发, 证明 f̂ = F

在缓增分布意义下成立, 从而完成了定理 3.1 的证明.
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作为定理 3.1 的应用, 第 4 节给出上述函数 F 在原点的高阶收敛性 (参见 (4.1)); 当 q ∈ (0, p+]

时, 证明

|F (·)|min{[ρ∗(·)]
1− 1

p−
− 1

p+ , [ρ∗(·)]
1− 2

p+ }

在 Rn 上是 Lp+ - 可积的, 并且其 Lp+ - 范数可以被 f 的 H
p(·),q
A (Rn) 范数所控制 (参见 (4.5)). 这个

结果正是 (1.2) 的推广, 从而可以看作是各向异性变指标 Hardy-Lorentz 空间 H
p(·),q
A (Rn) 上的 Hardy-

Littlewood 不等式.

最后, 为了方便起见, 对本文中用到的符号做一些约定. 令 N := {1, 2, . . .}, Z+ := {0} ∪ N, 0 表
示 Rn 的原点. 对于一个给定的多重指标 α := (α1, . . . , αn) ∈ (Z+)

n =: Zn
+, 令 |α| := α1 + · · ·+ αn 和

∂α := ( ∂
∂x1

)α1 · · · ( ∂
∂xn

)αn . 始终用 C 表示一个与主要参数无关的正常数. 式子 g . h 表示 g 6 Ch. 如

果 g . h . g, 则记 g ∼ h. 若 f 6 Ch, h = g 或者 h 6 g, 则记 f . h ∼ g 或 f . h . g, 而不是

f . h = g 或 f . h 6 g. 另外, 对于任意一个集合 E ⊂ Rn, 将其特征函数记作 1E , 其补集记作 E{ 并

且其 n 维 Lebesgue 测度记作 |E|. 对于给定的 s ∈ R, 用 ⌊s⌋ 表示不超过 s 的最大整数.

2 预备知识

本节首先回顾伸缩矩阵、变指标 Lorentz 空间和径向主极大函数的具体定义, 然后再介绍各向异

性变指标 Hardy-Lorentz 空间 H
p(·),q
A (Rn) 的概念.

首先, 伸缩矩阵的定义来自文献 [2].

定义 2.1 一个 n 阶实方阵 A 如果满足 minλ∈σ(A) |λ| > 1, 其中 σ(A) 表示由 A 的所有特征值

组成的集合, 则称 A 为伸缩矩阵 (expansive matrix).

设 A 的特征值 λ1, . . . , λn 满足 1 < |λ1| 6 · · · 6 |λn|. 从这里开始, 记 λ− 和 λ+ 是满足

1 < λ− 6 min{|λ| : λ ∈ σ(A)} 6 max{|λ| : λ ∈ σ(A)} 6 λ+

的两个实常数, 并记 b := |detA|, 则 b ∈ (1,∞). 另外, 对于任意给定的伸缩矩阵 A, 由文献 [2, 第 5

页, 引理 2.2] 知, 总存在一个开椭球 ∆ 和 r ∈ (1,∞) 满足 |∆| = 1 且 ∆ ⊂ r∆ ⊂ A∆. 因此, 对于任意

k ∈ Z, Bk := Ak∆ 是开集, |Bk| = bk 且 Bk ⊂ rBk ⊂ Bk+1. 对于任意 x ∈ Rn 和 k ∈ Z, 称椭球 x+Bk

是一个伸缩球 (dilated ball), 并用符号 B 表示由所有这样的伸缩球组成的集合, 即

B := {x+Bk : x ∈ Rn, k ∈ Z}. (2.1)

下面齐次拟模的概念来自文献 [2, 第 6 页, 定义 2.3].

定义 2.2 对于给定的伸缩矩阵 A, 如果其满足

(i) ρ 非负, ρ(x) = 0 当且仅当 x = 0;

(ii) 对于任意 x ∈ Rn, 有 ρ(Ax) = bρ(x);

(iii) 存在常数 R ∈ [1,∞) 使得, 对于任意 x, y ∈ Rn, 有 ρ(x+ y) 6 R[ρ(x) + ρ(y)],

则称可测映射 ρ : Rn → [0,∞) 是关于 A 的齐次拟模 (homogeneous quasi-norm).

由文献 [2, 第 6 页, 引理 2.4] 知, 对于给定的伸缩矩阵 A, 任意两个关于 A 的齐次拟模都是等价

的. 因此, 为了方便起见, 通常使用如下的齐次拟模 ρ, 即对于任意 x ∈ Rn 和 i ∈ Z,

ρ(x) :=

bi, x ∈ Bi+1\Bi,

0, x = 0.
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此外, 将可测函数 p(·) : Rn → (0,∞] 称为一个变指标. 对于任意变指标 p(·), 令

p− := ess inf
x∈Rn

p(x), p+ := ess sup
x∈Rn

p(x) 和 p := min{p−, 1}, (2.2)

并用符号 P(Rn) 表示由所有满足 0 < p− 6 p+ < ∞ 的变指标 p(·) 组成的集合.

在介绍变指标的 Lorentz 空间之前, 需要先回顾变指标 Lebesgue 空间 Lp(·)(Rn) 的定义. 具体地,

设 f 是 Rn 上的一个可测函数且 p(·) ∈ P(Rn). 定义关于 p(·) 的模泛函 ϱp(·) (简称关于 p(·) 的模) 为

ϱp(·)(f) :=
∫
Rn |f(x)|p(x) dx, 且定义 Luxemburg (也称为 Luxemburg-Nakano) 拟模 ∥f∥Lp(·)(Rn) 为

∥f∥Lp(·)(Rn) := inf

{
λ ∈ (0,∞) : ϱp(·)

(
f

λ

)
6 1

}
.

进一步地, 变指标 Lebesgue 空间 Lp(·)(Rn) 定义为所有满足 ϱp(·)(f) < ∞ 的可测函数 f 组成的集合,

并赋予其拟模 ∥ · ∥Lp(·)(Rn).

本文提到的变指标 Lorentz 空间 Lp(·),q(Rn) 是 Kempka 和 Vyb́ıral [16] 所研究的 Lp(·),q(·)(Rn) 空

间的一种特殊情形, 即 q(·) ≡ q (常数).

定义 2.3 设 p(·) ∈ P(Rn), q ∈ (0,∞],变指标 Lorentz空间 Lp(·),q(Rn)是使得 ∥f∥Lp(·),q(Rn) < ∞
的 Rn 上的可测函数 f 组成的集合, 其中

∥f∥Lp(·),q(Rn) :=


[∫ ∞

0

λq∥1{x∈Rn:|f(x)|>λ}∥qLp(·)(Rn)

dλ

λ

] 1
q

, q ∈ (0,∞),

sup
λ∈(0,∞)

[λ∥1{x∈Rn:|f(x)|>λ}∥Lp(·)(Rn)], q = ∞.

注 2.1 对于变指标 Lebesgue 空间 Lp(·)(Rn), 当变指标 p(·) 满足 p+ ∈ (0, 1] 时, 对于任意非负

函数 f, g ∈ Lp(·)(Rn), 有

∥f∥Lp(·)(Rn) + ∥g∥Lp(·)(Rn) 6 ∥f + g∥Lp(·)(Rn). (2.3)

这可以看作是变指标 Lebesgue 空间 Lp(·)(Rn) 中的反向 Minkowski 不等式, 下文将多次用到. 下面

给出 (2.3) 的证明. 为此, 不妨假设 ∥f∥Lp(·)(Rn) 和 ∥g∥Lp(·)(Rn) 均不为 0, 否则结论显然成立. 注意

到, 当变指标 p(·) 满足 p+ ∈ (0, 1] 时, 对于任意 x ∈ Rn, 函数 t → tp(x) 关于 t ∈ [0,∞) 是凹的. 设

α, β ∈ [0,∞)且 α+β = 1,由 ϱp(·)(·)的定义知 αϱp(·)(f)+βϱp(·)(g) 6 ϱp(·)(αf+βg).记 ∥f∥Lp(·)(Rn) := θf ,

∥g∥Lp(·)(Rn) := θg,则 ϱp(·)(
f
θf
) = 1. 事实上,根据 ∥f∥Lp(·)(Rn) 的定义,当 θ ∈ (θf ,∞)时,有 ϱp(·)(

f
θ ) 6 1,

并且

ϱp(·)

(
f
2θf
3

)
=

∫
Rn

∣∣∣∣f(x)2θf
3

∣∣∣∣p(x) dx =

∫
Rn

∣∣∣∣3f(x)2θf

∣∣∣∣p(x) dx 6 3p+ϱp(·)

(
f

2θf

)
< ∞.

于是, 根据 Lebesgue 控制收敛定理, 可知函数 ϱp(·)(
f
θ )|θ 在 [

2θf
3 ,∞) 上连续, 故

ϱp(·)

(
f

θf

)
= lim

θ→θf
ϱp(·)

(
f

θ

)
6 1.

若 ϱp(·)(
f
θf
) < 1, 则取

κ := θf

(
1

ϱp(·)(
f
θf
)

)− 1
p+

< θf

580



中国科学 : 数学 第 53 卷 第 4 期

满足 ϱp(·)(
f
κ ) 6 1. 这与 θf 的定义矛盾, 故 ϱp(·)(

f
θf
) = 1. 同理可证 ϱp(·)(

g
θg
) = 1. 因此,

ϱp(·)

(
f + g

θf + θg

)
= ϱp(·)

(
fθf

θf (θf + θg)
+

gθg
θg(θf + θg)

)
> θf

θf + θg
ϱp(·)

(
f

θf

)
+

θg
θf + θg

ϱp(·)

(
g

θg

)
= 1.

再结合 ∥f + g∥Lp(·)(Rn) 的定义, 有 ∥f∥Lp(·)(Rn) + ∥g∥Lp(·)(Rn) = θf + θg 6 ∥f + g∥Lp(·)(Rn). 至此完成了

(2.3) 的证明.

此外, 对于一个变指标 p(·) ∈ P(Rn), 若存在两个正常数 Clog(p)、C∞ 和实数 p∞ 使得, 对于任意

x, y ∈ Rn, 有

|p(x)− p(y)| 6 Clog(p)

log(e + 1/ρ(x− y))
和 |p(x)− p∞| 6 C∞

log(e + ρ(x))

成立, 则称该变指标 p(·) 满足全局 log-Hölder 连续性条件 (globally log-Hölder continuous condition),

并用符号 C log(Rn) 表示由 P(Rn) 中所有满足全局 log-Hölder 连续性条件的变指标组成的集合.

在给出各向异性变指标 Hardy-Lorentz 空间之前, 先回顾 Schwartz 函数类的概念. 一个 C∞(Rn)

中的复值函数 φ 被称为 Schwartz 函数, 若对于任意非负整数 k ∈ Z+ 和多重指标 γ ∈ Zn
+,

∥φ∥γ,k := sup
x∈Rn

[ρ(x)]k|∂γφ(x)| < ∞ (2.4)

成立. 称由所有 Schwartz 函数组成的集合为 Schwartz 函数类, 记作 S(Rn), 其上的拓扑由半范族

{∥ · ∥γ,k}γ∈Zn
+, k∈Z+ 所诱导. 另外, 用 S ′(Rn) 表示 S(Rn) 的对偶空间, 即缓增函数分布空间, 并且赋予

其弱 -∗ 拓扑.

对于任意 N ∈ Z+, 定义 SN (Rn) := {φ ∈ S(Rn) : ∥φ∥α,ℓ 6 1, |α| 6 N, ℓ 6 N}. 显然,

φ ∈ SN (Rn) ⇔ ∥φ∥SN (Rn) := sup
|α|6N

sup
x∈Rn

[|∂αφ(x)|max{1, [ρ(x)]N}] 6 1.

本文对于任意 φ ∈ S(Rn) 和 k ∈ Z, 定义 φk(·) := b−kφ(A−k·).
定义 2.4 设 φ ∈ S(Rn) 和 f ∈ S ′(Rn). f 的相关于 φ 的径向极大函数 M0

φ(f) 定义为, 对于任

意 x ∈ Rn, 有

M0
φ(f)(x) := sup

k∈Z
|f ∗ φk(x)|.

进一步地, 对于任意给定的 N ∈N, f ∈S ′(Rn) 的径向主极大函数 M0
N (f) 定义为, 对于任意 x∈Rn, 有

M0
N (f)(x) := sup

φ∈SN (Rn)

M0
φ(f)(x).

现在介绍各向异性变指标 Hardy-Lorentz 空间的概念 (参见文献 [19]).

定义 2.5 设 p(·) ∈ C log(Rn), q ∈ (0,∞], N ∈ N∩ [⌊( 1p − 1) ln b
lnλ−

⌋+2,∞),此处的 p如 (2.2)所示.

各向异性变指标 Hardy-Lorentz 空间, 记作 H
p(·),q
A (Rn), 定义为

H
p(·),q
A (Rn) := {f ∈ S ′(Rn) : M0

N (f) ∈ Lp(·),q(Rn)}.

对于任意 f ∈ H
p(·),q
A (Rn), 定义其拟模为 ∥f∥

H
p(·),q
A (Rn)

:= ∥M0
N (f)∥Lp(·),q(Rn).
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注 2.2 虽然定义 2.5 中空间 H
p(·),q
A (Rn) 的拟范数依赖于 N , 但是由文献 [19, 定理 4.8] 知, 当

N 满足定义 2.5 中的条件时, H
p(·),q
A (Rn) 空间本身并不依赖于 N 的选取.

3 主要结果及证明

本节研究 f ∈ H
p(·),q
A (Rn) 的 Fourier 变换 f̂ . 为此, 先介绍 Schwartz 函数 Fourier 变换的概念. 对

于任意 φ ∈ S(Rn), 其 Fourier 变换定义为

Fφ(ξ) = φ̂(ξ) :=

∫
Rn

φ(x)e−2πix·ξ dx, ∀ ξ ∈ Rn,

其中, i :=
√
−1, 对于任意 x := (x1, . . . , xn) 和 ξ := (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn, 有 x · ξ :=

∑n
k=1 xkξk. 进一步地,

可以定义 f ∈ S ′(Rn) 的 Fourier 变换, 同样记作 Ff 或者 f̂ , 即对于任意 φ ∈ S(Rn), 有

⟨Ff, φ⟩ = ⟨f̂ , φ⟩ := ⟨f, φ̂⟩.

下面的定理 3.1 是本文的主要结果.

定理 3.1 设 p(·) ∈ C log(Rn), 0 < p− 6 p+ 6 1, q ∈ (0, 1]. 则对于任意 f ∈ H
p(·),q
A (Rn), 存在 Rn

上的一个连续函数 F 使得 f̂ = F 在 S ′(Rn) 中成立, 且存在一个仅与 A、p−、p+ 和 q 有关的正常数

C(A,p−,p+,q) 使得, 对于任意 x ∈ Rn, 有

|F (x)| 6 C(A,p−,p+,q)∥f∥Hp(·),q
A (Rn)

max{[ρ∗(x)]
1

p−
−1

, [ρ∗(x)]
1

p+
−1}, (3.1)

这里及下文中, ρ∗ 表示相关于 A 的转置矩阵 A∗ 的齐次拟模.

为证明定理 3.1, 先来回顾各向异性 (p(·), r, s)- 原子和各向异性变指标原子 Hardy-Lorentz 空间

H
p(·),r,s,q
A (Rn) 的概念 (参见文献 [19]).

定义 3.1 设 p(·) ∈ C log(Rn), q ∈ (0,∞], r ∈ (1,∞],

s ∈
[⌊(

1

p−
− 1

)
ln b

lnλ−

⌋
,∞

)
∩ Z+, (3.2)

其中 p− 如 (2.2) 所示.

(I) 如果 a 满足如下条件:

(i) supp a ⊂ B, 其中 B ∈ B 且 B 如 (2.1) 所示;

(ii) ∥a∥Lr(Rn) 6 |B|1/r
∥1B∥

Lp(·)(Rn)

;

(iii) 对于任意满足 |γ| 6 s 的 γ ∈ Zn
+, 均有

∫
Rn a(x)xγ dx = 0 成立,

则称 Rn 上的可测函数 a 为各向异性 (p(·), r, s)- 原子 (简称为 (p(·), r, s)- 原子).

(II) 各向异性变指标原子 Hardy-Lorentz 空间 H
p(·),r,s,q
A (Rn) 定义为所有满足如下分解的 f ∈

S ′(Rn) 的全体: 存在数列 {λk
i }i∈N,k∈Z ⊂ C 和支撑集在 {Bk

i }i∈N, k∈Z ⊂ B 上的一列 (p(·), r, s)- 原子
{aki }i∈N, k∈Z, 使得

f =
∑
k∈Z

∑
i∈N

λk
i a

k
i (3.3)
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在 S ′(Rn) 中成立, 其中, 对于任意 k ∈ Z 和 i ∈ N, 系数 λk
i 满足 λk

i ∼ 2k∥1Bk
i
∥Lp(·)(Rn), 这里的等

价常数与 k 和 i 均无关, 且存在一个正常数 C̃ 和 j0 ∈ Z \ N 使得, 对于任意 k ∈ Z 和 x ∈ Rn, 有∑
i∈N 1Aj0Bk

i
(x) 6 C̃. 进一步地, 对于任意 f ∈ H

p(·),r,s,q
A (Rn), 定义

∥f∥
H

p(·),r,s,q
A (Rn)

:= inf

[∑
k∈Z

∥∥∥∥{∑
i∈N

[
λk
i 1Bk

i

∥1Bk
i
∥Lp(·)(Rn)

]p}1/p∥∥∥∥q
Lp(·)(Rn)

] 1
q

,

这里的下确界是取遍 f 所有如上述分解得到的, 且当 q = ∞ 时, 我们对上式做通常意义下的改变.

接下来的引理 3.1 (即文献 [17, 第 7 页, 引理 3.4]) 是关于 (p(·), r, s)- 原子 Fourier 变换一致性估

计的一个结论, 且在主要定理 (定理 3.1) 的证明中发挥了重要作用.

引理 3.1 设 p(·) ∈ C log(Rn) 满足 0 < p− 6 p+ 6 1, r 和 s 如定义 3.1 所示. 则存在一个正常数

C 使得, 对于任意 (p(·), r, s)- 原子 a 和 x ∈ Rn, 有

|â(x)| 6 Cmax{[ρ∗(x)]
1

p−
−1

, [ρ∗(x)]
1

p+
−1}, (3.4)

其中 ρ∗ 表示相关于 A 的转置矩阵 A∗ 的齐次拟模.

注 3.1 值得注意的是, 在文献 [17, 第 7 页, 引理 3.4] 的证明过程中, 可以得到一个有用的估计.

因为在后文中会用到, 所以将它单独叙述如下: 设 a 是支撑集在 x0 + Bi0 上的一个 (p(·), r, s)- 原子,

其中, x0 ∈ Rn 且 i0 ∈ Z, 当 ρ∗(x) 6 b−i0 时,

|â(x)| 6 Cmax{bi0[1−
1

p−
+(s+1)

lnλ−
ln b ]

, b
i0[1− 1

p+
+(s+1)

lnλ−
ln b ]}[ρ∗(x)](s+1)

lnλ−
ln b , (3.5)

这里的正常数 C 与 (3.4) 中的 C 相同.

下面 H
p(·),q
A (Rn) 的原子刻画来自文献 [19, 定理 4.8].

引理 3.2 设 p(·) ∈ C log(Rn), r ∈ (max{p+, 1},∞], s 满足 (3.2) 和

N ∈ N ∩
[⌊(

1

min{p−, 1}
− 1

)
ln b

lnλ−

⌋
+ 2,∞

)
,

则在等价拟范数意义下, H
p(·),q
A (Rn) = H

p(·),r,s,q
A (Rn).

此外, 为证明定理 3.1, 还需要关于原子系数和的如下估计.

引理 3.3 设 p(·) ∈ C log(Rn), r ∈ (max{p+, 1},∞], q ∈ (0, 1], s 满足 (3.2). 对于 f ∈ H
p(·),q
A (Rn)

的原子分解 (3.3), 有如下估计: ∑
k∈Z

∑
i∈N

|λk
i | 6 C∥f∥

H
p(·),q
A (Rn)

, (3.6)

其中 C 是一个与 f 无关的正常数.

证明 设所有符号如定义 3.1所示. 首先,对于原子分解系数 {λk
i }i∈N,k∈Z⊂C和任意 γ∈(0, 1],有(∑

k∈Z

∑
i∈N

|λk
i |
)γ

6
∑
k∈Z

∑
i∈N

|λk
i |γ . (3.7)

再结合定义 3.1(II) 中的等价关系、(2.3)、引理 3.2 和文献 [19, 注 4.4(ii)], 可得

∑
k∈Z

∑
i∈N

|λk
i | ∼

(∑
k∈Z

∑
i∈N

2k∥1Bk
i
∥Lp(·)(Rn)

)
.

(∑
k∈Z

∑
i∈N

2kq∥1Bk
i
∥q
Lp(·)(Rn)

) 1
q
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.
(∑

k∈Z

2kq∥
∑
i∈N

1Bk
i
∥q
Lp(·)(Rn)

) 1
q

∼
(∑

k∈Z

2kq
∥∥∥∥∑

i∈N
1Aj0Bk

i

∥∥∥∥q
Lp(·)(Rn)

) 1
q

∼
[∑
k∈Z

2kq
∥∥∥∥(∑

i∈N
1Aj0Bk

i

)1/p∥∥∥∥q
Lp(·)(Rn)

] 1
q

∼
[∑
k∈Z

2kq
∥∥∥∥(∑

i∈N
1Bk

i

)1/p∥∥∥∥q
Lp(·)(Rn)

] 1
q

∼
[∑
k∈Z

∥∥∥∥{∑
i∈N

[
λk
i 1Bk

i

∥1Bk
i
∥Lp(·)(Rn)

]p}1/p∥∥∥∥q
Lp(·)(Rn)

] 1
q

. ∥f∥
H

p(·),r,s,q
A (Rn)

∼ ∥f∥
H

p(·),q
A (Rn)

, (3.8)

其中 j0 如定义 3.1(II) 所示, 至此完成了引理 3.3 的证明.

定理 3.1 的证明 设 f ∈ H
p(·),q
A (Rn), 其中, p(·) ∈ C log(Rn), 0 < p− 6 p+ 6 1, q ∈ (0, 1],

r ∈ (max{p+, 1},∞], s 如 (3.2) 所示. 不失一般性, 设 ∥f∥
H

p(·),q
A (Rn)

> 0. 由定义 3.1(II) 和引理 3.2 知,

存在数列 {λk
i }i∈N,k∈Z ⊂ C 和支撑集在 {Bk

i }i∈N, k∈Z ⊂ B 上的一列 (p(·), r, s)- 原子 {aki }i∈N, k∈Z, 使得

f =
∑
k∈Z

∑
i∈N

λk
i a

k
i (3.9)

在 S ′(Rn) 中成立, 其中, 对于任意 k ∈ Z 和 i ∈ N, 系数 λk
i 满足 λk

i ∼ 2k∥1Bk
i
∥Lp(·)(Rn), 这里的

等价常数与 k 和 i 均无关, 且存在一个正常数 C̃ 和 j0 ∈ Z \ N 使得, 对于任意 k ∈ Z 和 x ∈
Rn, 有

∑
i∈N 1Aj0Bk

i
(x) 6 C̃. 对 (3.9) 两端同时取 Fourier 变换, 根据 Fourier 变换的连续性知 f̂ =∑

k∈Z
∑

i∈N λk
i â

k
i 在 S ′(Rn) 中成立.

因为对于任意函数 g ∈ L1(Rn), ĝ 在 Rn 上处处有定义, 所以对于任意 k ∈ Z 和 i ∈ N, âki 在 Rn

上有定义. 从而, 由引理 3.1 和 3.3 知, 对于任意 x ∈ Rn, 有∑
k∈Z

∑
i∈N

|λk
i ||âki (x)| .

∑
k∈Z

∑
i∈N

|λk
i |max{[ρ∗(x)]

1
p−

−1
, [ρ∗(x)]

1
p+

−1}

. ∥f∥
H

p(·),q
A (Rn)

max{[ρ∗(x)]
1

p−
−1

, [ρ∗(x)]
1

p+
−1}

< ∞. (3.10)

故对于任意 x ∈ Rn,

F (x) :=
∑
k∈Z

∑
i∈N

λk
i â

k
i (x) (3.11)

是有意义的, 且满足

|F (x)| . ∥f∥
H

p(·),q
A (Rn)

max{[ρ∗(x)]
1

p−
−1

, [ρ∗(x)]
1

p+
−1}.

接下来证明上述函数 F 在 Rn 上的连续性. 为此, 只需证函数 F 在 Rn 的任意紧集上都连续即

可. 事实上, 对于任意紧集 E ⊂ Rn, 都可以找到一个仅与伸缩矩阵 A 和集合 E 有关的正常数 D(A,E),

使得 ρ∗(·) 6 D(A,E) 在紧集 E 上一致成立. 由此及 (3.10) 可以得到, 对于任意 x ∈ E, 有∣∣∣∣∑
k∈Z

∑
i∈N

λk
i â

k
i (x)

∣∣∣∣ . ∑
k∈Z

∑
i∈N

|λk
i |max{[D(A,E)]

1
p−

−1
, [D(A,E)]

1
p+

−1} < ∞.
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因此,
∑

k∈Z
∑

i∈N λk
i â

k
i (·)在紧集 E 上一致收敛. 又注意到任意的 âki 均是连续的, 故函数 F 在任意紧

集 E ⊂ Rn 上连续, 从而也在 Rn 上连续.

为完成定理 3.1 的证明, 还需验证 (3.11) 在 S ′(Rn) 中也成立. 为此, 根据 Schwartz 函数的定义

知, 对于任意 φ ∈ S(Rn), k ∈ Z 和 i ∈ N, 有∣∣∣∣ ∫
Rn

âki (x)φ(x) dx

∣∣∣∣ . ∞∑
j=1

∫
(A∗)j+1B∗

0\(A∗)jB∗
0

max{[ρ∗(x)]
1

p−
−1

, [ρ∗(x)]
1

p+
−1}|φ(x)| dx+ ∥φ∥L1(Rn)

.
∞∑
j=1

bjb
j( 1

p−
−1)

b
−j(⌊ 1

p−
−1⌋+3)

+ ∥φ∥L1(Rn)

∼
∞∑
j=1

b−j +

∫
B∗

0

|φ(x)| dx+
∞∑
j=1

∫
AjB∗

0\Aj−1B∗
0

|φ(x)| dx.

.
∞∑
j=1

b−j + ∥φ∥0,0 + ∥φ∥0,2
∞∑
j=1

b−2(j−1)(bj − bj−1)

.
∞∑
j=1

b−j + ∥φ∥0,0 + b(b− 1)∥φ∥0,2
∞∑
j=1

b−j

∼ 1

b− 1
+ ∥φ∥0,0 + b∥φ∥0,2,

其中 B∗
0 表示相关于 A 的转置矩阵 A∗ 的单位伸缩球且 ∥φ∥0,0 和 ∥φ∥0,2 如 (2.4) 所示. 因此, 存在一

个与 k 和 i 均无关的正常数 L 使得 |
∫
Rn âki (x)φ(x) dx| 6 L. 由此及 (3.6) 进一步知,

lim
l→∞

∑
k∈Z,l6|k|6m

∑
i∈N, l6i6m

|λk
i |
∣∣∣∣∫

Rn

âki (x)φ(x) dx

∣∣∣∣ . lim
l→∞

∑
k∈Z,l6|k|6m

∑
i∈N,l6i6m

|λk
i | = 0.

从而, 对于任意 φ ∈ S(Rn), 有

⟨F,φ⟩ = lim
l→∞

⟨ ∑
k∈Z, |k|6l

∑
i∈N, i6l

λk
i â

k
i , φ

⟩
.

这证明了 (3.11) 在 S ′(Rn) 中成立. 因此, 定理 3.1 得证.

注 3.2 (i) 若 A := d In×n, 其中, d ∈ R 满足 |d| ∈ (1,∞), 这里及下文中, In×n 表示 n × n 单

位矩阵, 则定理 3.1 中的空间 H
p(·),q
A (Rn) 变成了 Jiao 等 [15] 研究的各向同性变指标 Hardy-Lorentz 空

间 Hp(·),q(Rn). 进一步地, 当 p(·) ≡ p (常数) ∈ (0, 1] 时, 空间 Hp(·),q(Rn) 又退化为 Abu-Shammala 和

Torchinsky [1] 的常指标 Hardy-Lorentz 空间 Hp,q(Rn). 即使在这种情形下, 定理 3.1 的结果也是新的.

(ii) 当 p(·) ≡ p (常数) = q ∈ (0, 1] 时, 定理 3.1 中的空间 H
p(·),q
A (Rn) 变为 Bownik [2] 所引入的各

向异性 Hardy 空间 Hp
A(Rn). 此时, p− = p+ = p 且 (3.1) 简化为

|F (x)| . ∥f∥Hp
A(Rn)[ρ∗(x)]

1
p−1. (3.12)

在这种特殊情形下,定理 3.1就是文献 [3,定理 1]. 进一步地,若 A :=dIn×n,其中 d∈R满足 |d|∈(1,∞),

则 Hp
A(Rn) 退化为经典的 Hardy 空间 Hp(Rn) 且 ρ∗(·) = | · |n. 此时, (3.12) 自然变为 (1.1).

(iii)注意到在定理 3.1中,要求 q ∈ (0, 1]. 这是因为在定理 3.1的证明中用到了引理 3.3,而引理 3.3

的证明方法对于 q ∈ (1,∞] 并不适用. 因此, 定理 3.1 的结论对于 q ∈ (1,∞] 是否成立仍是未知的. 在

此, 作为一个问题留给读者.
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4 应用

作为定理 3.1 的应用, 首先得到了定理 3.1 中的函数 F 在原点 0 处的高阶收敛性, 即当 x → 0

时, F (x) 是 [ρ∗(x)]
1

p+
−1
的高阶无穷小. 然后将 Hardy-Littlewood 不等式推广到了各向异性变指标

Hardy-Lorentz 空间之中.

下面的定理 4.1 是定理 3.1 的第一个应用.

定理 4.1 设 p(·) ∈ C log(Rn), 0 < p− 6 p+ 6 1 且 q ∈ (0, 1]. 则对于任意 f ∈ H
p(·),q
A (Rn), 存在

Rn 上的一个连续函数 F , 使得 f̂ = F 在 S ′(Rn) 中成立, 且满足

lim
x→0

F (x)

[ρ∗(x)]
1

p+
−1

= 0, (4.1)

其中 ρ∗ 表示相关于 A 的转置矩阵 A∗ 的齐次拟模.

证明 设 p(·) ∈ C log(Rn), 0 < p− 6 p+ 6 1, q ∈ (0, 1], r ∈ (max{p+, 1},∞], s 如 (3.2) 所示. 由定

义 3.1(II)和引理 3.2知,存在数列 {λk
i }i∈N,k∈Z ⊂ C和支撑集在 {Bk

i }i∈N, k∈Z ⊂ B上的一列 (p(·), r, s)-
原子 {aki }i∈N, k∈Z, 使得 f =

∑
k∈Z

∑
i∈N λk

i a
k
i 在 S ′(Rn) 中成立, 其中, 对于任意 k ∈ Z 和 i ∈ N, 系数

λk
i 满足 λk

i ∼ 2k∥1Bk
i
∥Lp(·)(Rn), 这里的等价常数与 k 和 i 均无关, 且存在一个正常数 C̃ 和 j0 ∈ Z \ N

使得, 对于任意 k ∈ Z 和 x ∈ Rn, 有
∑

i∈N 1Aj0Bk
i
(x) 6 C̃. 由定理 3.1 的证明知, 存在 Rn 上的连续

函数

F (x) =
∑
k∈Z

∑
i∈N

λk
i â

k
i (x), ∀x ∈ Rn, (4.2)

使得 f̂ = F 在 S ′(Rn) 中成立.

因此, 为了完成定理 4.1 的证明, 只需验证上述函数 F 满足 (4.1) 即可. 事实上, 对于任意支撑集

在 x0 +Bi0 上的一个 (p(·), r, s)- 原子 a, 其中, x0 ∈ Rn, i0 ∈ Z, 由 (3.5) 以及

1− 1

p+
+ (s+ 1)

lnλ−

ln b
> 1− 1

p−
+ (s+ 1)

lnλ−

ln b
> 0

知, 当 ρ∗(x) 6 b−i0 时,

|â(x)|

[ρ∗(x)]
1

p+
−1

. max{bi0[1−
1

p−
+(s+1)

lnλ−
ln b ]

, b
i0[1− 1

p+
+(s+1)

lnλ−
ln b ]}[ρ∗(x)]

1− 1
p+

+(s+1)
lnλ−
ln b ,

进一步可以得到

lim
x→0

|â(x)|

[ρ∗(x)]
1

p+
−1

= 0. (4.3)

注意到, 由 (4.2) 知, 对于任意 x ∈ Rn, 有

|F (x)|

[ρ∗(x)]
1

p+
−1

6
∑
k∈Z

∑
i∈N

|λk
i |

|âki (x)|

[ρ∗(x)]
1

p+
−1

. (4.4)

此外, 由 (4.3)、(3.6)、引理 3.1 和 p+ > p− 知 (4.4) 右端满足 Lebesgue 控制收敛定理的条件, 故可以

逐项求极限. 因此,

lim
x→0

F (x)

[ρ∗(x)]
1

p+
−1

= 0,

至此完成了定理 4.1 的证明.
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对 q 做一些限制, 作为定理 3.1 的另一个应用, 我们得到了 Hardy-Littlewood 不等式在各向异性

变指标 Hardy-Lorentz 空间的推广.

定理 4.2 设 p(·) ∈ C log(Rn), 0 < p− 6 p+ 6 1 且 q ∈ (0, p+]. 则对于任意 f ∈ H
p(·),q
A (Rn), 都存

在 Rn 上的一个连续函数 F , 使得 f̂ = F 在 S ′(Rn) 中成立, 且函数 F 满足积分不等式(∫
Rn

|F (x)|p+ min{[ρ∗(x)]
p+− p+

p−
−1

, [ρ∗(x)]
p+−2} dx

) 1
p+

6 C∥f∥
H

p(·),q
A (Rn)

, (4.5)

其中, ρ∗ 表示相关于 A 的转置矩阵 A∗ 的齐次拟模, C 是一个仅与 A、p−、p+ 和 q 有关的正常数.

证明 设 p(·) ∈ C log(Rn), 0 < p− 6 p+ < 1, q ∈ (0, p+]. 由定义 3.1(II) 和引理 3.2 知, 对于任意

f ∈ H
p(·),q
A (Rn), 存在如定义 3.1(II) 中的数列 {λk

i }i∈N,k∈Z ⊂ C 以及支撑集在 {Bk
i }i∈N, k∈Z ⊂ B 上的

一列 (p(·), 2, s)- 原子 {aki }i∈N, k∈Z, 使得 f =
∑

k∈Z
∑

i∈N λk
i a

k
i 在 S ′(Rn) 中成立, 且[∑

k∈Z

∥∥∥∥{∑
i∈N

[
λk
i 1Bk

i

∥1Bk
i
∥Lp(·)(Rn)

]p}1/p∥∥∥∥q
Lp(·)(Rn)

] 1
q

6 2∥f∥
H

p(·),q
A (Rn)

< ∞.

由定理 3.1 的证明知, 存在 Rn 上的连续函数

F (x) =
∑
k∈Z

∑
i∈N

λk
i â

k
i (x) (4.6)

使得 f̂ = F 在 S ′(Rn) 中成立.

因此, 为证明定理 4.2, 只需验证 (4.6) 中的函数 F 满足积分不等式 (4.5) 即可. 为此, 注意到

q ∈ (0, p+], 类似于 (3.8) 的证明, 有(∑
k∈Z

∑
i∈N

|λk
i |p+

) 1
p+

.
(∑

k∈Z

∑
i∈N

2kp+∥1Bk
i
∥p+

Lp(·)(Rn)

) 1
q

q
p+

.
(∑

k∈Z

2kq
∑
i∈N

∥1Bk
i
∥q
Lp(·)(Rn)

) 1
q

.
[∑
k∈Z

∥∥∥∥{∑
i∈N

[
λk
i 1Bk

i

∥1Bk
i
∥Lp(·)(Rn)

]p}1/p∥∥∥∥q
Lp(·)(Rn)

] 1
q

. ∥f∥
H

p(·),q
A (Rn)

. (4.7)

另一方面, 由 (4.6)、条件 p+ ∈ (0, 1]、(3.7) 和 Fatou 引理知,∫
Rn

|F (x)|p+ min{[ρ∗(x)]
p+− p+

p−
−1

, [ρ∗(x)]
p+−2} dx

6
∑
k∈Z

∑
i∈N

|λk
i |p+

∫
Rn

[|âki (x)|min{[ρ∗(x)]
1− 1

p−
− 1

p+ , [ρ∗(x)]
1− 2

p+ }]p+ dx. (4.8)

先假设如下结论成立: 存在一个正常数 M 使得, 对于任意 (p(·), 2, s)- 原子 aki , 一致地有(∫
Rn

[|âki (x)|min{[ρ∗(x)]
1− 1

p−
− 1

p+ , [ρ∗(x)]
1− 2

p+ }]p+ dx

) 1
p+

6 M. (4.9)

则由此以及 (4.8) 和 (4.7) 进一步知,(∫
Rn

|F (x)|p+ min{[ρ∗(x)]
p+− p+

p−
−1

, [ρ∗(x)]
p+−2} dx

) 1
p+

6 M

(∑
k∈Z

∑
i∈N

|λk
i |p+

) 1
p+

. ∥f∥
H

p(·),q
A (Rn)

,
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这正是我们想要的结论.

综上可知, 为了完成定理 4.2 的证明, 只需证明 (4.9) 成立. 事实上, 对于任意支撑集在 xk
i + Bjki

上的一个 (p(·), 2, s)- 原子 aki , 其中 xk
i ∈ Rn 且 jki ∈ Z, 有(∫

Rn

[|âki (x)|min{[ρ∗(x)]
1− 1

p−
− 1

p+ , [ρ∗(x)]
1− 2

p+ }]p+ dx

) 1
p+

.
(∫

(A∗)−jk
i
+1B∗

0

[|âki (x)|min{[ρ∗(x)]
1− 1

p−
− 1

p+ , [ρ∗(x)]
1− 2

p+ }]p+ dx

) 1
p+

+

(∫
((A∗)−jk

i
+1B∗

0 )
{
[|âki (x)|min{[ρ∗(x)]

1− 1
p−

− 1
p+ , [ρ∗(x)]

1− 2
p+ }]p+ dx

) 1
p+

=: I1 + I2,

其中 B∗
0 表示相关于 A 的转置矩阵 A∗ 的单位伸缩球.

设 δ 是某个固定的正常数且满足下述条件:

1− 1

p+
+ (s+ 1)

lnλ−

ln b
− δ > 1− 1

p−
+ (s+ 1)

lnλ−

ln b
− δ > 0.

对于 I1, 由 (3.5) 知,

I1 . bj
k
i [1+(s+1)

lnλ−
ln b ] max{b−

jki
p− , b

− jki
p+ }

×
(∫

(A∗)−jk
i
+1B∗

0

[min{[ρ∗(x)]
1− 1

p−
− 1

p+
+(s+1)

lnλ−
ln b , [ρ∗(x)]

1− 2
p+

+(s+1)
lnλ−
ln b }]p+dx

) 1
p+

. bj
k
i [1+(s+1)

lnλ−
ln b ] max{b−

jki
p− , b

− jki
p+ }

(∫
(A∗)−jk

i
+1B∗

0

[ρ∗(x)]
δp+−1 dx

) 1
p+

×min{b−jki [1− 1
p−

+(s+1)
lnλ−
ln b −δ]

, b
−jki [1− 1

p+
+(s+1)

lnλ−
ln b −δ]}

∼ bj
k
i δ

[ ∑
l∈Z\N

b−jki +l(b− 1)b(−jki +l)(δp+−1)

] 1
p+

∼
(

b− 1

1− b−δp+

) 1
p+

∼ 1.

最后估计 I2. 为此, 应用 Hölder 不等式、Plancherel 定理和条件 0 < p− 6 p+ 6 1 以及原子的尺寸条

件, 可得

I2 .
{∫

((A∗)−jk
i
+1B∗

0 )
{
|âki (x)|

2 dx

} 1
2
{∫

((A∗)−jk
i
+1B∗

0 )
{
[min{[ρ∗(x)]

1− 1
p−

− 1
p+ , [ρ∗(x)]

1− 2
p+ }]

2p+
2−p+ dx

} 2−p+
2p+

. ∥a∥L2(Rn)

{∑
l∈N

b−jki +l(b− 1)[min{b(−jki +l)(1− 1
p−

− 1
p+

)
, b

(−jki +l)(1− 2
p+

)}]
2p+

2−p+

} 2−p+
2p+

. ∥a∥L2(Rn){b−jki [min{b−jki (1− 1
p−

− 1
p+

)
, b

−jki (1− 2
p+

)}]
2p+

2−p+ }
2−p+
2p+

. max{bj
k
i (

1
2−

1
p−

)
, b

jki (
1
2−

1
p+

)}min{b−jki (
1
2−

1
p−

)
, b

−jki (
1
2−

1
p+

)}

∼ 1.

至此证明了 (4.9), 从而完成了定理 4.2 的证明.
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注 4.1 (i) 类似于注 3.2(i), 对于 Abu-Shammala 和 Torchinsky [1] 所研究的各向同性常指标

Hardy-Lorentz 空间 Hp,q(Rn), 定理 4.1 和 4.2 的结果均是新的.

(ii) 当 p(·) ≡ p (常数) = q ∈ (0, 1] 时, 空间 H
p(·),q
A (Rn) 变为 Bownik [2] 所引入的各向异性 Hardy

空间 Hp
A(Rn). 此时, p− = p+ = p, 且 (4.1) 和 (4.5) 分别简化为

lim
x→0

F (x)

[ρ∗(x)]
1
p−1

= 0 (4.10)

和 (∫
Rn

|F (x)|p[ρ∗(x)]p−2 dx

) 1
p

. ∥f∥Hp
A(Rn). (4.11)

在这种特殊情形下, 定理 4.1 和 4.2 分别是文献 [3, 推论 6 和推论 8]. 进一步地, 若 A := d In×n, 其中

d ∈ R满足 |d| ∈ (1,∞),则 Hp
A(Rn)退化为经典的 Hardy空间 Hp(Rn)且 ρ∗(·) = | · |n. 此时, (4.10)即

为经典 Hp(Rn) 上的著名结果 (参见文献 [21, 第 128 页]), 且 (4.11) 自然变为 (1.2), 而这正是 Hp(Rn)

空间上的 Hardy-Littlewood 不等式.

(iii) 注意到在定理 4.2 中, 我们要求 q ∈ (0, p+]. 这主要用于定理 4.2 证明中的 (4.7), 其过程对于

q ∈ (p+,∞] 并不适用. 因此, 定理 4.2 的结论对于 q ∈ (p+,∞] 是否成立仍是未知的. 在此, 作为一个

问题留给读者.

致谢 作者衷心感谢审稿专家提出的宝贵建议.
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Fourier transform of variable anisotropic Hardy-Lorentz spaces
and its applications

Jun Liu & Mingdong Zhang

Abstract Let p(·) be a measurable function on Rn satisfying the globally log-Hölder continuous condition. Its

essential supremum p+ and infimum p− satisfy 0 < p− 6 p+ 6 1. Let H
p(·),q
A (Rn) be the variable anisotropic

Hardy-Lorentz spaces defined via the radial grand maximal function, where q ∈ (0, 1] and A is an expansive

matrix. In this article, by using the atomic decomposition of H
p(·),q
A (Rn), we prove that the Fourier transform

of f ∈ H
p(·),q
A (Rn) equals a continuous function F on Rn in the sense of tempered distributions. Moreover, the

function F can be pointwisely controlled by the product of the H
p(·),q
A (Rn) norm of f and the homogeneous

quasi-norm associated with the transpose matrix of A. As applications, we obtain a higher order of convergence
for the function F at the origin, and an analogue of Hardy-Littlewood inequalities in the present setting of
H

p(·),q
A (Rn). All these results are new even for the isotropic Hardy-Lorentz spaces Hp,q(Rn) and they generalize

the corresponding conclusions of Taibleson and Weiss on classical Hardy spaces Hp(Rn).

Keywords anisotropic Euclidean space, variable Hardy(-Lorentz) space, Fourier transform, Hardy-

Littlewood inequality
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