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摘   要：在一定环境条件下，当系统的量测方程没有进行验证或校准时，使用该量测方程往往会产生未知的系统

误差，从而导致较大的滤波误差。增量方程的引入可以有效解决欠观测系统的状态估计问题。该文考虑带未知噪

声统计的线性离散增量系统，首先提出一种基于新息的噪声统计估计算法。可以得到系统噪声统计的无偏估计。

进而，提出一种新的增量系统自适应Kalman滤波算法。相比已有的自适应增量滤波算法，该文所提算法得到的

状态估计精度更高。两个仿真实例证明了其有效性和可行性。
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Abstract: Under certain environmental conditions, the unknown system errors often occur and yield to larger

filtering errors when the unverified or uncalibrated measurement equation is used. Incremental equation can be

introduced, which can effectively solve the problem of state estimation for the systems under poor observation

condition. In this paper, the linear discrete incremental system with unknown noise statistics is considered.

Firstly, a noise statistics estimation algorithm is proposed based on innovation. The unbiased estimation of

system noise statistics can be obtained. Furthermore, a new incremental system adaptive Kalman filtering

algorithm is proposed. Compared with the existing adaptive incremental filtering algorithm, the state

estimation accuracy of the proposed algorithm is higher. Two simulation examples prove its effectiveness and

feasibility.
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1    引言

Kalman滤波是上个世纪60年代提出的一种重

要的状态估计方法[1–3]。这种最优递推滤波算法很

容易在计算机上实时实现，适合处理多变量系统、

时变系统以及非平稳随机过程，克服了经典Wiener
滤波理论的缺点和局限性[4,5]。目前被广泛地应用

于通讯、信号处理、石油地震勘探、跟踪、制导、

故障诊断、图像处理等领域[6,7]。

然而，Kalman滤波算法要求精确已知系统模

型参数和噪声统计[8]。在实际应用过程中，由于周

围环境的影响、测量设备自身造成的误差、模型和

参数选取不当等原因，会产生量测系统误差，而使

用传统Kalman滤波算法难以消除该类系统的误差[9]。

目前针对这个问题，已有一系列增量滤波算法被提

出。文献[10,11]针对欠观测的非线性系统，分别提
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出了扩展增量Kalman滤波算法和增量粒子滤波算

法。文献[12–14]针对欠观测的线性系统，分别提出

了增量Kalman滤波算法和平滑算法。它们都通过

引入增量观测方程成功地消除了系统的未知量测误

差，提高了欠观测系统状态估计的精度。

自适应Kalman滤波能够有效解决系统噪声统

计特性未知或可能发生改变时滤波精度降低甚至发

散的问题。目前，自适应滤波技术主要有模型自适

应和基于新息的自适应两种方法[15,16]。但关于欠观

测系统自适应估计的研究很少[17–19]。文献[17]提出

了一种线性离散增量系统的自适应Kalman滤波算

法，文献[18]进行了该算法的应用研究。文献[19]则
给出了非线性增量系统的自适应Kalman滤波算法。

本文将首先提出一种新的基于新息的增量系统噪声

统计估计算法。进而，提出一种新的自适应增量滤

波算法。由于文献[17]是傅惠民团队在增量滤波理

论之后，提出的又一具有代表性的研究成果，而新

近文献[18]也从实际应用角度，切实证明了该理论

的研究价值和应用意义，故此本文将着重进行与文

献[17]的对比分析。我们将从理论推导和仿真实验

两方面论证本文算法在估计精度方面的优越性。

2    问题描述

考虑跟踪系统的目标状态方程为

xk = Φk|k−1xk−1 +wk−1 (1)

k k

xk ∈ Rn Φk|k−1 ∈ Rn×n

k|k − 1 k − 1 k

其中， 为离散时间，系统在 时刻的状态为

,   为状态转移矩阵，下标

表示第  步到第  步。

wk ∈ Rr假设1　 为系统系统噪声向量，且满足

式(2)

E[wk] = qk, cov [wk,wj ] = Qkδkj (2)

增量观测方程为

∆zk = Hkxk −Hk−1xk−1 + Vk (3)

∆zk k ∆zk =

zk − zk−1 Hk ∈ Rm×n k

其中 表示系统在 时刻的观测值增量，

,  为系统在 时刻的观测矩阵。

Vk假设2　 为量测噪声向量，且满足式(4)

E [Vk] = rk, cov [Vk,Vj ] = Rkδkj , cov [wj ,Vk] = 0
(4)

zk zk−1

∆zk

∆zk ∆zk−1 zk zk−1

由于工程实际中相邻两个量测 和 的测量

系统误差大小比较接近，所以 的系统误差为相

对小量，可以忽略不计[12]。此外，根据独立增量随

机过程原理可知， 与 之间比 与 更

能满足假设1的独立性要求[20]。

wk Vk问题是考虑系统噪声 和 的均值和方差均

未知的情况下，本文提出基于噪声统计估计的自适

应增量Kalman滤波器。

3    基于新息的自适应增量Kalman滤波器

引理1[12]　在假设1和假设2的条件下，基于增

量模型式(1)和式(3)，可得如下增量Kalman滤波器

x̂k|k−1 = Φk|k−1x̂k−1|k−1 + qk−1 (5)

Pk|k−1 = Φk|k−1Pk−1|k−1Φ
T
k|k−1 +Qk−1 (6)

x̂k|k = x̂k|k−1 +Kf
k (∆zk −∆ẑk|k−1) (7)

Pk|k = Pk|k−1 −Kf
kΩkK

fT
k (8)

Kf
k = (Pk|k−1H

T
k −Φk|k−1Pk−1|k−1H

T
k−1)Ω

−1
k (9)

∆ẑk|k−1 = Hkx̂k|k−1 −Hk−1x̂k−1|k−1 + rk (10)

Ωk =HkPk|k−1H
T
k +Rk −Hk−1Pk−1|k−1Φ

T
k|k−1

·HT
k −HkΦk|k−1Pk−1|k−1H

T
k−1

+Hk−1Pk−1|k−1H
T
k−1 (11)

证明　参见文献[12]。
3.1  增量系统噪声统计的次优无偏最大后验(MAP)

估值器

qk = q Qk = Q rk = r

Rk = R {∆z1,∆z2, ···,∆zk+1}
当噪声统计是常值时，即 ,  ,  ,

时，基于 ，参考Sage

等人[1]提出的最大后验(Maximum A Posterior, MAP)
估值器有

q̂k+1 =
1

k + 1

k∑
i=0

(x̂i+1|k+1 −Φi+1|ix̂i|k+1) (12)

Q̂k+1 =
1

k + 1

k∑
i=0

(x̂i+1|k+1 −Φi+1|ix̂i|k+1 − q)

· (x̂i+1|k+1 −Φi+1|ix̂i|k+1 − q)T (13)

r̂k+1 =
1

k + 1

k∑
i=0

(∆zi+1 −Hi+1x̂i+1|k+1) (14)

R̂k+1 =
1

k + 1

k∑
i=0

(∆zi+1 −Hi+1x̂i+1|k+1 − r)

· (∆zi+1 −Hi+1x̂i+1|k+1 − r)T (15)

x̂i+1|i+1

x̂i+1|k+1 x̂i|i x̂i|k+1

x̂i+1|i x̂i+1|k+1

x̂i+1|i+1 x̂i+1|k+1 x̂i|i+1

x̂i|k+1 x̂i+1|i+1

x̂i+1|k+1

文献[17]的处理方法类似于Sage[1]的做法，分

别在式(12)和式(13)中以滤波估值 近似代替

，以 近似代替 ，并在式(14)和式(15)

中以预报估值 近似代替 ，导出了噪声

统计的次优无偏MAP估值器。本文为了提高精

度，参考文献[3]的做法，在式(12)和式(13)中以

近似代替 ，以平滑估值 近似代

替 ，在式(14)和式(15)中以 近似代替

，从而有比文献[17]精度更高的次优无偏最

大后验MAP估值器。
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q̂k+1 =
1

k + 1

k∑
i=0

ŵi|i+1 (16)

Q̂k+1 =
1

k + 1

k∑
i=0

[ŵi|i+1 − q][ŵi|i+1 − q]T (17)

r̂k+1 =
1

k + 1

k∑
i=0

V̂i+1|i+1 (18)

R̂k+1 =
1

k + 1

k∑
i=0

[V̂i+1|i+1 − r][V̂i+1|i+1 − r]T (19)

注1：由于平滑器的估计精度高于滤波器的估

计精度，滤波器的估计精度高于预报器的估计精

度，从而本文所得到的噪声统计的估计精度高于文献[17]，
后面的仿真实验也验证了这一点。

应用递推射影公式可以得到

x̂i|i+1 = x̂i|i +Ki|i+1εi+1 (20)

其中

Ki|i+1 = E(xiε
T
i+1)[E(εi+1ε

T
i+1)]

−1 (21)

对式(3)两边取射影运算有

εi = ∆zi−∆ẑi|i−1 = ∆zi−(HiΦi−1−Hi−1)x̂i−1|i−1

(22)

由此可得

εi+1 = (Hi+1Φi −Hi)x̃i|i +Hi+1wi + Vi+1 (23)

由文献[3]得到

x̂i|i = Φi−1x̂i−1|i−1 +Kf
i εi (24)

进而应用式(1)和式(22)进一步可得

x̃i|i = Ψf
i x̃i−1|i−1 +wi−1 −Kf

i (Hiwi−1 + Vi) (25)

Ψf
i = Φi−1 −Kf

i (HiΦi−1 −Hi−1)其中 。由此迭代

有关系

x̃i|i = Ψf
i x̃i−1|i−1 +Ψf

i (Ir −Kf
i Hi)wi−1 −Ψf

i K
f
i Vi

(26)

由递推射影公式有

ŵi|i+1 = ŵi|i +Mw
i|i+1εi+1 (27)

其中

Mw
i|i+1 = E[wiε

T
i+1]Q

ε−1
i+1 (28)

应用式(26)和式(23)有

εi+1 =(Hi+1Φi −Hi){Ψf
i x̃i−1|i−1 + Ψf

i (Ir −Kf
i Hi)

·wi−1 − Ψf
i K

f
i Vi}+Hi+1wi + Vi+1 (29)

从而有

E[wiε
T
i+1] = QHT

i+1 (30)

将式(30)代入式(28)得

Mw
i|i+1 = QHT

i+1Q
ε−1
i+1 (31)

又由式(23)有

Qε
i+1 =E(εi+1ε

T
i+1) = (Hi+1Φi −Hi)

· Pi|i(Hi+1Φi −Hi)
T +Hi+1QHT

i+1 +R
(32)

由式(27)、式(31)和式(32)得

ŵi|i+1 = ŵi|i +QHT
i+1Q

ε−1
i+1 εi+1 (33)

从而有

ŵi|i+1 = q +QDi+1εi+1 (34)

Dk+1其中 为

Di+1 =HT
i+1[(Hi+1Φi −Hi)Pi|i(Hi+1Φi −Hi)

T

+Hi+1QHT
i+1 +R]−1

(35)

将式(34)代入式(16)和式(17)有次优无偏估值器

q̂k+1 =
1

k + 1

k∑
i=0

[q +QDi+1εi+1] (36)

Q̂k+1 =
1

k + 1

k∑
i=0

QDi+1εi+1ε
T
i+1D

T
i+1Q (37)

E(εi) = 0

E(q̂k+1) = q q̂k+1

Q̂k+1

考察估值器的无偏性，注意 ，由式(36)

有 ，因而估值器 是无偏的。又由

式(32)和式(37)有估值器 是有偏的，即

EQ̂k+1 =
1

k + 1

k∑
k=0

QHT
i+1[(Hi+1Φi −Hi)

· Pi|i(Hi+1Φi −Hi)
T

+Hi+1QHT
i+1 +R]−1Hi+1Q (38)

这引出如下次优无偏MAP估值器

Q̂k+1 =
1

k + 1

k∑
i=0

QDi+1{εi+1ε
T
i+1 − (Hi+1Φi −Hi)

Pi|i(Hi+1Φi −Hi)
T

−Hi+1QHT
i+1 −R}DT

i+1Q (39)

q̂k Q̂k q Q用 和 近似代替其中的 和 ，将式(36)和

式(39)改写成递推形式，即得定理1。

q q

定理1　增量系统式(1)和式(3)的输入噪声均值

和方差 的次优MAP估值器为

q̂k+1 = q̂k +
1

k + 1
Q̂kDk+1εk+1 (40)

Q̂k+1 = Q̂k +
1

k + 1
Q̂kDk+1[εk+1ε

T
k+1

− (Hk+1Φk −Hk)Pk|k(Hk+1Φk −Hk)
T

−Hk+1Q̂kH
T
k+1 − R̂k]D

T
k+1Q̂k (41)

r R

下面提出增量系统式(1)和式(3)的观测噪声均

值 和方差 的次优无偏MAP估值器：
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r R参考文献[3]的做法，有噪声统计 和 的改进

的次优无偏最大后验(Maximum A Posterior, MAP)
估值器式(18)和式(19)，从而由式(1)、式(21)和
式(32)得

Ki|i+1 = Pi−1|i−1Ψ
fT
i (Hi+1Φi −Hi)

TQε−1
i+1 (42)

由式(3)得

V̂i+1|i+1 = ∆zi+1 − (Hi+1Φi −Hi)x̂i|i+1 (43)

将式(20)代入式(43)得

V̂i+1|i+1 = ∆zi+1− (Hi+1Φi−Hi)(x̂i|i+Ki|i+1εi+1)
(44)

由式(22)和式(44)可得

V̂i+1|i+1 = r + [I− (Hi+1Φi −Hi)Ki|i+1]εi+1 (45)

从而有

V̂i+1|i+1 = r + Fi+1εi+1 (46)

Fi+1其中 为

Fi+1 = I− (Hi+1Φi −Hi)Ki|i+1 (47)

由式(18)，式(19)，式(32)，式(46)，式(47)，
类似得定理2。

r R

定理2　增量系统式(1)和式(3)的观测噪声均值

和方差 的次优MAP估值器为

r̂k+1 =
1

k + 1
(kr̂k +∆zk+1 − (Hk+1Φk −Hk)x̂k|k)

(48)

R̂k+1 =
1

k + 1
[kR̂k + Fk+1εk+1ε

T
k+1F

T
k+1

+HkPk|kH
T
k ] (49)

注2：在算法的时间复杂度方面，本文与文献[17]
是一样的。因为本文定理1和定理2所给出的是基于

新息的增量系统观测噪声统计的估计方法，而由

式(20)可知新息计算的时间复杂度取决于状态滤波

器，而文献[17]给出的噪声统计的估计算法就是基

于状态滤波器和1步预报器，这样看来，二者的时

间复杂度是一样的。而由注1可知本文在不增加时

间复杂度的同时又提高了增量系统噪声统计的估计

精度。

3.2  增量系统噪声统计的次优无偏递推MAP估

值器

qk, Qk, rk Rk当未知噪声统计 和 为慢时变时，

由指数加权法有定理3所述的时变噪声统计估值器。

定理3　增量系统式(1)和式(3)的时变噪声统计

的递推估值器为

q̂k+1 = q̂k + dkQ̂kDk+1εk+1 (50)

Q̂k+1 = Q̂k + dkQ̂kDk+1[εk+1ε
T
k+1

− (Hk+1Φk −Hk)Pk|k(Hk+1Φk −Hk)
T

−Hk+1Q̂kH
T
k+1 − R̂k]D

T
k+1Q̂k (51)

r̂k+1 =(1− dk)r̂k + dk[∆zk+1

− (Hk+1Φk −Hk)x̂k|k)] (52)

R̂k+1 =(1− dk)R̂k + dk[Fk+1εk+1ε
T
k+1F

T
k+1

+HkPk|kH
T
k ] (53)

dk = (1− b)/(1− bk+1) , 0 < b < 1

b = 1 dk = 1/(k + 1)

其中 为遗忘因子。

当 时，令 ，则式(40)，式(41)，

式(48)，式(49)化为定理3的结果。

4    实验模型及结果分析

大量模拟仿真实验表明，当受环境等因素的影

响，测量数据含有未知的系统误差时，经典Kalman
滤波和自适应Kalman滤波都无法消除这种未知的

系统误差，本文提出的增量系统自适应Kalman估
值器能有效解决这种带未知噪声统计的欠观测系统

的状态估计问题。

4.1  仿真实例1
设线性离散增量系统为

xk = 0.9xk−1 + wk−1 (54)

∆zk = xk − xk−1 + Vk (55)

∆zk = xk − xk−1 + Vk Vk

wk q = 0.5 Q = 0.001

Vk r = 0 R(R∗ = 1)

其中， 和 是独立的高斯白

噪声，且系统噪声 的均值 和方差 ，

量测噪声 的均值 和方差 由式(56)

给出

Rk =



R∗, k ∈ [1, 200)

9R∗, k ∈ [200, 400)

R∗, k ∈ [400, 600)

16R∗, k ∈ [600, 800)

R∗, k ∈ [800, 1000)

(56)

k ak = 3 ak其中 离散时间，设量测系统误差 ， 为未

知量。

b = 0.95 q̂0 = 0.01 Q̂0 = 10−7 r0 =

0.01 R0 = 1

分别应用文献[17]和本文定理3的自适应增量滤

波算法进行滤波得到的结果进行比较，取遗忘因子

为 ，取初值为： ,  , 

,  。仿真结果如图1—图4所示。图1给出

了未知噪声统计的真值、应用文献[17]得到的和本

文定理3得到的估值器的对比曲线。可见，应用本

文所提出的基于新息的噪声统计算法得到的估计值

比文献[17]的估计值更接近噪声统计真实值，且收

敛速度也优于文献[17]。图2给出了应用文献[17]和
应用本文定理3的噪声统计估计误差对比曲线。可

见，本文所提出的噪声统计估计算法的估计精度高

于文献[17]的噪声统计估计算法。图3给出了状态真
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值、应用文献[17]和应用本文定理3得到的自适应增

量滤波器的比较曲线。图4给出了分别应用文献[17]
和本文定理3得到的自适应增量滤波误差比较曲线。

可见相比文献[17]，本文所提出的自适应增量Kalman
滤波器能得到更高精度的噪声统计估计和自适应状

态估计，方法有效可行。

 

 
图 1 未知噪声统计的真值和估计值比较

 

 
图 2 基于两种不同算法的噪声统计估计误差比较
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4.2  仿真实例2

wk qk = 0.001k

Qk = 0.3[0.2 sin(0.01k) + 1]2 Vk

r = 0 R = 1

b = 0.95 q̂0 = 0.1

Q̂0 = 10−6 r̂0 = 0.1 R̂0 = 1

考虑系统式(54)和式(55)带时变噪声统计的情

形：分别取系统噪声 的均值 和方差

，量测噪声 的均值

和方差 。分别应用文献[17]和本文定理

3的自适应增量滤波算法进行滤波得到自适应增量

估值，取遗忘因子为 ，取初值为： ,
,  ,  。仿真结果如图5—图8

所示。图5给出了未知噪声统计的真值、应用文献

[17]得到的估值和本文定理3得到的估值的对比曲

线。图6给出了应用文献[17]和应用本文定理3的噪

声统计估计误差对比曲线。可见，对于时变噪声统

计，应用本文所提出的估计算法所得到的噪声统计

估值精度也要高于文献[17]的估计精度。图7给出了

状态真值、应用文献[17]和本文定理3得到的自适应

增量滤波器的比较曲线。图8给出了分别应用文献

[17]和本文定理3得到的自适应增量滤波误差比较曲

线。可见相比文献[17]，本文所提出的自适应增量

Kalman滤波器估值器能得到更高精度的噪声统计

估计和自适应状态估计，方法有效可行。

5    结束语

对于带未知噪声统计的线性离散增量系统，本

文首先提出了一种基于新息的噪声统计估计算法，

可以得到噪声统计的无偏估计；进而，提出一种自

适应增量滤波算法。相比已有文献[17]的噪声统计

和自适应状态估计算法，本文所提算法精度更高，

仿真说明了所提方法的有效性。

 

 
图 3 状态真值和两种自适应增量滤波器比较

 

 
图 4 两种自适应增量滤波误差比较

 

 
图 5 未知噪声统计的真值和估计值比较
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