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摘要 考虑初值是某个关于 y 变量单调且长时间衰减得充分快的剪切流附近的小扰动,本文证明二维

Prandtl 方程在 Sobolev 空间中的整体适定性. 本文证明的主要思路是将 Masmoudi 和 Wong (2015)

指出的非线性对消性质与 Paicu 和 Zhang (2021) 引入的能够证明解有更快长时间衰减估计的好函数

结合起来. 本文中需要在剪切流满足的方程中添加一个外力项, 否则可以证明不存在长时间衰减足够

快的单调剪切流.

关键词 Prandtl 方程 适定性 Sobolev 空间 能量方法
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1 引言

本文研究如下上半平面 R2
+

def
= {(x, y) : x ∈ R, y ∈ R+} 中带有一个可控外力项 f1(t, x, y) 的二维

Prandtl 系统: 

∂tu1 − ∂2
yu1 + u1∂xu1 + u2∂yu1 + ∂xp = f1,

∂xu1 + ∂yu2 = 0,

u1|y=0 = u2|y=0 = 0, lim
y→+∞

u1 = U,

u1|t=0 = u1,0,

(1.1)
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其中, (u1, u2) 表示边界层流体的速度, (U, p)(t, x) 分别是切向速度的迹与边界上外流的压力. 假设外

力项 f1 有极限

F (t, x) = lim
y→+∞

f1(t, x, y),

则 (U, p) 满足 Bernoulli 法则:

∂tU + U∂xU + ∂xp = F. (1.2)

1904 年, Prandtl [14] 为了解释理想流体与小黏度的黏性流体之间边界条件的区别, 形式上推导出

了方程 (1.1). 注意到 (1.1) 中 u1 的方程没有水平方向的扩散, 而非线性项 u2∂yu1 (其与 −y∂xu1∂yu1

大致相当) 在能量估计中会损失一阶水平导数, 因此给定一般初值的 Prandtl 方程在 Sobolev 空间中

是否适定至今仍是公开问题.

Sammartino 和 Caflisch [15] 证明了解析初值条件下方程 (1.1) 的局部适定性 (也可参见文献 [9]).

Gérard-Varet 和 Masmoudi [6] 证明了方程 (1.1) 对于某个 Gevrey 类中初值的局部适定性. Dietert 和

Gérard-Varet [4] 证明了对于 Gevrey 指标为 2 的初值, 方程 (1.1) 是局部适定的, 且文献 [5] 指出这是

临界的 Gevrey 指标. 更多的相关细节可以参见文献 [4] 及其参考文献.

当要求初值关于 y 变量是单调的情形下, Oleinik [11] 首次引入了 Crocco 变换, 并且证明了不带

外力项的方程 (1.1) 在 Sobolev 空间中是局部适定的. 如果压力额外满足一个 “顺利的” 条件, Xin 和

Zhang [17] 证明了这个方程存在整体弱解. 最近, Masmoudi和 Wong [10] 利用了该方程非线性项中的一

些精巧的对消性质, 通过能量积分方法证明了与文献 [11] 等同的结果. 几乎同时, 文献 [1] 也独立发现

了类似的对消性质. 最近, Xu 和 Zhang [18] 研究了初值是某个单调剪切流的小扰动时, 方程 (1.1) 在

Sobolev 空间中的长时间适定性.

另一方面, Oleinik 和 Samokhin 在文献 [12, 第 500 页] 中提出了以下的公开问题 (见公开问题

4): “It has been shown in Chapter 4 that under certain assumptions the system of non-stationary two-

dimensional boundary layer admits one and only one solution in the domain D = {0 < t < T, 0 < x < X,

0 < y < ∞} either for small enough T and any X > 0 or small enough X and any T > 0. What are the

conditions ensuring the existence and uniqueness of solution of the non-stationary Prandtl system in the

domain D with arbitrary X and T?”

文献 [19]首次证明了小解析初值情形下方程 (1.1)存在长时间的解,该结果被 Ignatova和 Vicol [7]

改进为几乎整体解的存在性. Paicu和 Zhang [13] 第一次证明了关于 x变量解析的小初值情况下,方程

(1.1) 存在整体解并证明了此解关于时间的衰减估计. 对 Gevrey 类 2 中的小初值, 也可以证明类似的

结果 (参见文献 [16]).

类似文献 [18], 本文将 (1.1) 的解看作是某个单调剪切流的扰动. 通过利用文献 [1,10] 中发现的对

消性质, 能够得到一个封闭的能量估计. 可是, 这个能量估计不足以提供足够快的长时间衰减估计, 从

而不能保证该问题的整体适定性. 为了推导出解更快的长时间衰减估计,引入文献 [13]中的关键量 G.

但是, G 的长时间衰减估计依赖于剪切流的衰减估计, 而如果没有外力项, 剪切流那样的衰减性质是

不可能的 (参见注 A.1). 这也是在 Prandtl 方程 (1.1) 中添加一个可控外力项的原因.

为简单起见, 本文研究 (1.1) 中的 U 和 f1 都不依赖 x 变量这一情形, 从而由 (1.2) 推导出

∂xp(t) = F (t)− U ′(t).

令 us(t, y) 满足方程
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
∂tu

s − ∂2
yu

s = U ′(t) + f(t, y),

us|y=0 = 0, lim
y→+∞

us = U(t),

us|t=0 = us
0, us

0(0) = 0,

(1.3)

其中 f
def
= f1 − F 满足 limy→+∞ f(t, y) = 0.

考虑方程 (1.1) 的解是剪切流 (us, 0) 的扰动, 并记 (u1, u2)
def
= (us + u, v). 从而, 由 (1.1) 和 (1.3)

推导出 

∂tu− ∂2
yu+ (us + u)∂xu+ v∂y(u

s + u) = 0,

∂xu+ ∂yv = 0,

u|y=0 = v|y=0 = 0, lim
y→+∞

u = 0,

u|t=0 = u0,

(1.4)

其中 u0
def
= u1,0 − us

0.

同时,由于 ∂xu+∂yv = 0,所以存在势函数 φ满足 u = ∂yφ且 v = −∂xφ. 事实上,观察到 φ(t, x, y)
def
= −

∫∞
y

u(t, x, y′)dy′, 通过在区间 [y,∞) 上对 (1.4) 积分, 可得到

∂tφ− ∂2
yφ+ (us + u)∂xφ+ 2

∫ ∞

y

∂y(u
s + u)∂xφdz = 0,

φ|y=0 = 0, lim
y→+∞

φ = 0,

φ|t=0 = φ0
def
= −

∫ ∞

y

u0dy
′.

(1.5)

为了推导出 (1.4) 解的长时间衰减估计, 需要如下 Paicu 和 Zhang [13] 引入的关键量:

G
def
= u+

y

2⟨t⟩
φ, (1.6)

其中 ⟨t⟩ = 1 + t. 从而, 利用 (1.4) 和 (1.5), 发现 G (参见文献 [13]) 满足方程

∂tG− ∂2
yG+

1

⟨t⟩
G+ (us + u)∂xG+ v∂y(u+ us) +

y

⟨t⟩

∫ ∞

y

∂y(u
s + u)∂xφdz = 0,

G|y=0 = 0, lim
y→+∞

G = 0,

G|t=0 = G0
def
= u0 +

y

2
φ0.

(1.7)

接下来陈述将用到的各向异性 Sobolev 范数:

定义 1.1 对于任意非负整数 a 和 b, 定义函数 f 的 Ha,b 范数如下:

∥f∥Ha,b
def
=

∑
06j6a
06ℓ6b

∥∂j
x∂

ℓ
yf∥L2(R2

+). (1.8)

从现在开始, 记

Ψ(t, y)
def
=

y2

8⟨t⟩
. (1.9)

本文的主要结果如下:
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定理 1.1 设 γ0 ∈ (0, 1), κ ∈ (0, 1
2 ), 假设由方程 (1.3) 确定的剪切流 us 满足

∂yu
s(t, y) > c0⟨t⟩−2+κe−

γ0y2

8⟨t⟩ , ∥e
γ0y2

8 ∂2
yu

s
0∥L∞

v
6 M, (1.10)

以及 ∫ ∞

0

∥⟨t⟩2−κe
γ0y2

8⟨t⟩ ∂2
yu

s(t)∥2L∞
v
dt+

∫ ∞

0

∥⟨t⟩ 9
4−κe

γ0y2

8⟨t⟩ ∂yf(t)∥2L2dt+ ∥⟨t⟩ 11
4 −κe

γ0y2

8⟨t⟩ ∂yf∥2L∞(R+;L2)

6 M, (1.11)

其中 c0 和 M 为正的常数. 假设 (1.4) 的初值 u0 满足相容性条件: u0(x, 0) = 0 和
∫∞
0

u0dy = 0, 则存

在充分小的常数 ε > 0 以及只依赖于 κ 的正整数 k0, 使得当 k > k0 时, 如果成立

∥e
y2

8 ∂2
yu0∥Hk,0 6 ε, (1.12)

则方程 (1.4) 有唯一的整体解 u 使得对于任意 γ ∈ [γ0, 1), 成立

sup
t∈[0,∞)

(∥⟨t⟩ 5
4−κeΨG(t)∥2H5,0 + ∥⟨t⟩ 7

4−κeγΨ∂yu(t)∥2H4,0 + ∥⟨t⟩ 9
4−κeγΨ∂2

yu(t)∥2H3,0)

+

∫ ∞

0

(∥⟨t⟩ 5
4−κeΨ∂yG(t)∥2H5,0 + ∥⟨t⟩ 7

4−κeγΨ∂2
yu(t)∥2H4,0 + ∥⟨t⟩ 9

4−κeγΨ∂3
yu(t)∥2H3,0)dt

6 Cε2. (1.13)

注 1.1 (1) 事实上, 可以详细计算出常数 k0, 它可取任何比 7 + 7
1−2κ 大的整数.

(2) 运用 (1.13) 与后文的引理 2.1, 可以得到如下 u 的长时间衰减估计:

∥⟨t⟩ 5
4−κeγΨu∥2L∞(R+;H5,0) +

∫ ∞

0

∥⟨t⟩ 5
4−κeγΨ∂yu(t)∥2H5,0dt 6 Cε2.

(3) 与文献 [18] 中的相同, 如果 u0(x, y) 在 y = 0 处满足高阶的相容性条件, 则可以证明定理 1.1

中找到的解会传播关于 y 变量的正则性.

(4) 像之前指出的那样, 考虑带外力项的 Prandtl 方程的原因在于, 如果没有外力项, 则不存在同

时满足 (1.10) 和 (1.11) 的剪切流 (参见注 A.1). 相反地, 给定 (1.3) 的单调初值和有着充分快长时间

衰减的远场速度 U(t), 可以先构造满足假设 (1.10) 和 (1.11) 的函数 us, 再令可控外力项 f 为

f(t, y) = ∂tu
s − ∂2

yu
s − U ′(t).

注 1.2 (1.11) 中关于
∫∞
0

∥⟨t⟩2−κe
γ0y2

8⟨t⟩ ∂2
yu

s(t)∥2L∞
v
dt 有限的假设比如下自然的点态控制要强:

|∂2
yu

s(t, y)| 6 ⟨t⟩− 5
2+κe−

γ0y2

8⟨t⟩ . (1.14)

需要这样的可积性估计的原因在于, gk 满足的方程 (3.5) 中有一项线性项 2∂y(
∂y(w

s+w)
ws+w )gk, 它的逐点

行为类似于 ⟨t⟩−1gk, 其不能被类似 Gronwall 不等式的方法吸收. 如果能够找到别的方式处理这一项,

则能够将 (1.11) 中 ∂2
yu

s 可积性的要求替代为 (1.14), 从而如下的剪切流可以被处理:

us(t, y) =
U(t)

U(0)
us
0

(
y√
⟨t⟩

)
,

其中
∫ y

0
us
0(z)dz ≈ e−

y2

8 且 U(t) ≈ ⟨t⟩− 3
2+κ.
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本文余下内容结构如下. 第 2节回顾之前相关工作中得到的一些不等式. 第 3节在单调性的假设

下, 引入与文献 [10] 中类似的量 gk, 并给出关于 gk 封闭的能量估计, 以克服方程 (1.4) 的解 u 在 x 方

向的导数损失. 第 4 节对 G、∂yu 和 ∂2
yu 作能量估计. 最后, 第 5 节运用第 3 和 4 节中得到的估计式

证明定理 1.1. 附录 A 给出一些关于满足方程 (1.3) 的剪切流的注解, 附录 B 推导出 gk 满足的方程.

作为引言的结束,下面引入本文所用的记号: a . b表示存在一个一致常数 C (它可能逐行都不同)

使得 a 6 Cb. 记 [A;B] = AB − BA 为算子 A 与 B 的交换子.

(a | b)Hk,0
def
=

∑
ℓ6k

∫
R2

+

∂ℓ
xa(x, y)∂

ℓ
xb(x, y)dxdy

表示 a和 b在 R2
+

def
= R×R+ 上的 Hk,0 内积,并且 Lp = Lp(R2

+)是 R2
+ 上的 Lp 空间. 对于 Banach空

间 X 与 R 上的区间 I, 记 Lq(I;X) 是定义在 I 上而取值于 X 中的可测函数, 使得 t 7→ ∥f(t)∥X 属于
Lq(I). 特别地, 记 Lp

T (L
q
h(L

r
v)) (相应地, Lq

h 和 Lr
v) 为空间 Lp([0, T ];Lq(Rx ;L

r(R+
y ))) (相应地, Lq(Rx)

和 Lr(R+
y )).

2 准备工作与一些技术性引理

本节收集了之前相关工作中已经得到的一些不等式. 首先, 回顾文献 [8] 中的 Poincaré 型不等式:

引理 2.1 (参见文献 [8, 引理 2.3]) 对于 (1.9) 给出的 Ψ, 如果 f 是 R2
+ 上充分光滑的函数, 并且

在 y 趋于无穷时充分快地衰减到零, 则对于任意 γ ∈ [0, 1], 成立

∥eγΨ∂yf∥2L2 > γ

2⟨t⟩
∥eγΨf∥2L2 , (2.1a)

∥eγΨ∂yf∥2L2 > γ

4⟨t⟩
∥eγΨf∥2L2 +

γ2

16⟨t⟩2
∥eγΨyf∥2L2 . (2.1b)

特别地, 当 γ = 1 时, (2.1a) 就是文献 [13] 中的 (3.1) 式.

如下引理描述了 u 与 G 之间的关系:

引理 2.2 设 u 和 φ 分别是 (1.4) 和 (1.5) 的充分光滑的解. 令 G 和 Ψ 分别由 (1.6) 和 (1.9) 定

义. 则对于任意 γ ∈ (0, 1) 和 w
def
= ∂yu, 成立

∥eγΨφ∥L2 6 C⟨t⟩ 1
2 ∥eΨG∥L2 , (2.2a)

∥eγΨu∥L2 6 C∥eΨG∥L2 , (2.2b)

∥eγΨw∥L2 6 C∥eΨ∂yG∥L2 . (2.2c)

证明 由 (1.6)知 ∂yφ+
y

2⟨t⟩φ = G,再运用边值条件 φ|y=0 = 0,推导出 φ = e−2Ψ
∫ y

0
e2Ψ(y′)G(y′)dy′,

从而,

u = G− y

2⟨t⟩
φ = G− y

2⟨t⟩
e−2Ψ

∫ y

0

e2Ψ(y′)G(y′)dy′,

w = ∂yu = ∂y

(
G− y

2⟨t⟩
e−2Ψ

∫ y

0

e2Ψ(y′)G(y′)dy′
)

= ∂yG− y

2⟨t⟩
G+

1

2⟨t⟩

(
y2

2⟨t⟩
− 1

)
e−2Ψ

∫ y

0

e2Ψ(y′)G(y′)dy′.

然后, 估计 (2.2) 可以沿着文献 [13] 中同样的方式得到.
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特别地, 由引理 2.2 的证明和定义 1.1 可推导出如下推论:

推论 2.1 在引理 2.2 的假设条件下, 对于任意 k ∈ N, 成立

∥eγΨφ∥Hk,0 6 C⟨t⟩ 1
2 ∥eΨG∥Hk,0 , (2.3a)

∥eγΨu∥Hk,0 6 C∥eΨG∥Hk,0 , (2.3b)

∥eγΨw∥Hk,0 6 C∥eΨ∂yG∥Hk,0 . (2.3c)

接下来, 回顾线性热方程的加权能量估计:

引理 2.3 (参见文献 [8, 引理 3.2]) 如果 f 是 R2
+ 上充分光滑的函数, 满足 f∂yf |y=0 = 0, 并且

在 y 趋于无穷时充分快地衰减到零, 则对于任意 γ ∈ [0, 1], 成立

(∂tf − ∂2
yf | e2γΨf)L2 > 1

2

d

dt
∥eγΨf∥2L2 +

(
1− γ

2

)
∥eγΨ∂yf∥2L2 . (2.4)

从定义 1.1 和文献 [8, 引理 3.2] 的证明容易得到如下推论:

推论 2.2 在引理 2.3 的假设条件下, 对于任意 k ∈ N, 成立

(∂tf − ∂2
yf | e2γΨf)Hk,0 > 1

2

d

dt
∥eγΨf∥2Hk,0 +

(
1− γ

2

)
∥eγΨ∂yf∥2Hk,0 . (2.5)

最后, 为了处理两个函数间的乘积, 回顾如下 Morse 型不等式:

引理 2.4 (1) 对于 f, g ∈ Hk(R) ∩ L∞(R), 成立

∥∂k
x(fg)∥L2 6 Ck(∥f∥L∞∥∂k

xg∥L2 + ∥g∥L∞∥∂k
xf∥L2); (2.6)

(2) 对于 f ∈ Hk(R) 且 ∂xf ∈ L∞(R), g ∈ Hk−1(R) ∩ L∞(R), 成立

∥[∂k
x ; f ]g∥L2 6 Ck(∥∂xf∥L∞∥∂k−1

x g∥L2 + ∥g∥L∞∥∂k
xf∥L2). (2.7)

这两个 Morse 型不等式是 Hölder 不等式与如下 Gagliardo-Nirenberg (G-N) 不等式的直接推论:

∥∂ℓ
xf∥L 2k

ℓ
6 Ck∥f∥

1− ℓ
k

L∞ ∥∂k
xf∥

ℓ
k

L2 , ∀ 0 6 ℓ 6 k, (2.8)

此 G-N 不等式可以通过高低频分解的方法证明 (参见文献 [2]).

3 gk 的能量估计

在定理 1.1的条件下,由文献 [18,定理 1.1]的证明推知,方程 (1.4)在 [0, T ∗)上存在唯一解,其中

T ∗ 为其生命区间. 本节直接对方程 (1.4) 在 [0, T ∗) 上充分光滑的解作先验估计.

3.1 gk 的定义与满足的方程

记 ws def
= ∂yu

s 和 w
def
= ∂yu. 对方程 (1.4) 作用 ∂y, 得到

∂tw − ∂2
yw + (us + u)∂xw + v∂y(w

s + w) = 0,

u = −
∫ ∞

y

wdy′, v =

∫ ∞

y

∂xudy
′,

∂yw|y=0 = 0, lim
y→+∞

w = 0,

w|t=0 = w0
def
= ∂yu0.

(3.1)
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由于在 (1.4) 和 (3.1) 中都没有关于 x 变量的扩散, 所以 (1.4) 中的项 v(ws + w) 和 (3.1) 中的项

v∂y(w
s + w) 会导致在能量估计过程中 x 方向的一阶导数损失. 文献 [1, 10] 的一个关键观察在于: 他

们引入了一个新的量, 其在能量估计的过程中不会损失导数. 具体而言, 为了对 w 作 Hk,0 能量估计,

首先对 (1.4) 和 (3.1) 分别作用 ∂k
x , 得到 (此处运用了 us 与 x 变量无关的事实)∂t∂

k
xu− ∂2

y∂
k
xu+ (us + u)∂k+1

x u+ (ws + w)∂k
xv = [u; ∂k

x ]∂xu+ [w; ∂k
x ]v,

∂t∂
k
xw − ∂2

y∂
k
xw + (us + u)∂k+1

x w + ∂y(w
s + w)∂k

xv = [u; ∂k
x ]∂xw + [∂yw; ∂

k
x ]v,

(3.2)

其中较差 (损失导数) 的项是 (ws + w)∂k
xv 和 ∂y(w

s + w)∂k
xv. 为了摆脱这两项, 回顾文献 [10] 引入的

好量

gk
def
= ∂k

xw − ∂y(w
s + w)

ws + w
∂k
xu = (ws + w)∂y

(
∂k
xu

ws + w

)
. (3.3)

为了对 gk 作出合理的估计, 需要 ws + w 具有正的下界. 为此, 引入 T# 为

T# def
= sup

{
T ∈ [0, T ∗[: (ws + w)(t, y) > c0

2
⟨t⟩−2+κe−γ0Ψ,∀ t ∈ [0, T ]

}
, (3.4)

此处的常数 c0、κ 和 γ0 都是定理 1.1 中给出的. 这个定义是受 (1.10) 启发的. 由于 u 的初值是 us
0 的

小扰动, 通过连续性的讨论, 必有 T# > 0. 利用 (3.2) 和 (3.3), gk 满足的方程为

∂tgk − ∂2
ygk + (us + u)∂xgk =

(
∂xw + ∂y

(
∂y(w

s + w)

ws + w
v

))
∂k
xu+ 2∂y

(
∂y(w

s + w)

ws + w

)
gk

+(ws + w)∂y

(
[u; ∂k

x ]∂xu+ [w; ∂k
x ]v

ws + w

)
− ∂y

(
∂yf

ws + w

)
∂k
xu,

∂ygk|y=0 = 0, lim
y→+∞

gk = 0,

gk|t=0 = gk,0
def
= ∂k

xw0 −
∂y(w

s
0 + w0)

ws
0 + w0

∂k
xu0.

(3.5)

附录 B 给出 gk 方程的推导过程.

3.2 ∂k
xw 与 gk 的估计之间的关系

gk 的范数与 ∂k
xw 的范数在以下意义上是几乎等价的:

引理 3.1 对于 (1.9) 给出的 Ψ 和 (3.3) 定义的 gk, 对于任意 t 6 T#, 成立

∥eΨgk(t)∥L2 6 C(1 + ⟨t⟩ 5
2−κ∥eγ0Ψ∂y(w

s + w)(t)∥L∞)∥eΨ∂k
xw(t)∥L2 , (3.6)

以及对于任意 γ ∈]0, 1[, 成立

∥eγΨ∂k
xw(t)∥L2 6 Cγ,γ0(1 + ⟨t⟩ 5

2−κ∥eγ0Ψ∂y(w
s + w)(t)∥L∞)∥eΨgk(t)∥L2 . (3.7)

证明 由 (3.4) 可知, 对于 t 6 T#, 总有 | 1
ws+w | . ⟨t⟩2−κeγ0Ψ, 由上式、(2.1a) 和 (3.3), 得到

∥eΨgk∥L2 . ∥eΨ∂k
xw∥L2 + ⟨t⟩2−κ∥eγ0Ψ∂y(w

s + w)∥L∞∥eΨ∂k
xu∥L2

. (1 + ⟨t⟩ 5
2−κ∥eγ0Ψ∂y(w

s + w)∥L∞)∥eΨ∂k
xw∥L2 .
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从而 (3.6) 成立. 为证明不等式 (3.7), 从 (3.3) 观察到

∂k
xu = (ws + w)∂−1

y

(
gk

ws + w

)
,

∂k
xw = ∂y∂

k
xu = gk + ∂y(w

s + w)∂−1
y

(
gk

ws + w

)
,

(3.8)

其中 ∂−1
y f(y) = −

∫∞
y

f(y′)dy′. 因此, 由 (3.4) 推导出, 对于 t 6 T#, 成立

∥eγΨ∂k
xw∥L2 . ∥eγΨgk∥L2 +

∥∥∥∥eγΨ∂y(ws + w)∂−1
y

(
gk

ws + w

)∥∥∥∥
L2

. ∥eΨgk∥L2 + ⟨t⟩2−κ∥eγ0Ψ∂y(w
s + w)∥L∞

∥∥∥∥e(γ−γ0)Ψ

∫ ∞

y

eγ0Ψ(y′)|gk(y′)|dy′
∥∥∥∥
L2

. (3.9)

注意到

sup
ξ>0

(
eξ

2

∫ ∞

ξ

e−η2

dη

)
< +∞, (3.10)

从而可以计算出∥∥∥∥e(γ−γ0)Ψ

∫ ∞

y

eγ0Ψ(y′)|gk(y′)|dy′
∥∥∥∥
L2

6
∥∥∥∥e(γ−γ0)Ψ

(∫ ∞

y

e2(γ0−1)Ψ(y′)dy′
) 1

2
∥∥∥∥
L2

v

∥eΨgk∥L2

6 Cγ0⟨t⟩
1
4 ∥e(γ−1)Ψ∥L2

v
∥eΨgk∥L2

6 Cγ0,γ⟨t⟩
1
2 ∥eΨgk∥L2 .

将上式代入 (3.9), 得到 (3.7). 引理 3.1 证毕.

不等式 (3.7) 因为 L2
v 可积性的要求损失了 e(1−γ)Ψ 的权重. 如果作如下的 L∞ 范数的估计, 就可

以没有权重的损失:

引理 3.2 对于 (3.3) 中定义的 gk 以及任意 t 6 T#, 成立

∥eΨ∂k
xu(t)∥L2

h(L
∞
v ) 6 Cγ0⟨t⟩

11
4 −κ∥eγ0Ψ∂y(w

s + w)(t)∥L∞∥eΨgk(t)∥L2 , (3.11)

∥eΨ∂k
xw(t)∥L2

h(L
∞
v ) 6 Cγ0⟨t⟩

1
4 (1 + ⟨t⟩ 5

2−κ∥eγ0Ψ∂y(w
s + w)(t)∥L∞)∥eΨ∂ygk(t)∥L2 . (3.12)

证明 利用 (3.4) 和 (3.8) 知

∥eΨ∂k
xu(t)∥L2

h(L
∞
v ) 6

∥∥∥∥eΨ(ws + w)∂−1
y

(
gk

ws + w

)∥∥∥∥
L2

h(L
∞
v )

6 ⟨t⟩2−κ∥eγ0Ψ(ws + w)∥L∞

∥∥∥∥e(1−γ0)Ψ

∫ ∞

y

eγ0Ψ(y′)|gk(y′)|dy′
∥∥∥∥
L2

h(L
∞
v )

.

同时, 由 (3.10) 可推导出

∥eγ0Ψ(ws + w)∥L∞ 6
∥∥∥∥eγ0Ψ

∫ ∞

y

e−γ0Ψ(y′)dy′
∥∥∥∥
L∞

v

∥eγ0Ψ∂y(w
s + w)∥L∞

6 Cγ0⟨t⟩
1
2 ∥eγ0Ψ∂y(w

s + w)∥L∞
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以及 ∥∥∥∥e(1−γ0)Ψ

∫ ∞

y

eγ0Ψ(y′)|gk(y′)|dy′
∥∥∥∥
L2

h(L
∞
v )

6
∥∥∥∥e(1−γ0)Ψ

(∫ ∞

y

e2(γ0−1)Ψ(y′)dy′
) 1

2
∥∥∥∥
L∞

v

∥eΨgk∥L2

6 Cγ0⟨t⟩
1
4 ∥eΨgk∥L2 , (3.13)

从而, 推导出了 (3.11).

对于不等式 (3.12), 首先由 (3.8) 和 (3.4) 观察到

∥eΨ∂k
xw∥L2

h(L
∞
v ) . ∥eΨgk∥L2

h(L
∞
v ) +

∥∥∥∥eΨ∂y(ws + w)∂−1
y

(
gk

ws + w

)∥∥∥∥
L2

h(L
∞
v )

. ∥eΨgk∥L2
h(L

∞
v ) + ⟨t⟩2−κ∥eγ0Ψ∂y(w

s + w)∥L∞

×
∥∥∥∥e(1−γ0)Ψ

∫ ∞

y

eγ0Ψ(y′)|gk(y′)|dy′
∥∥∥∥
L2

h(L
∞
v )

,

由上式和 (3.13) 以及

∥eΨgk∥L2
h(L

∞
v ) 6

∥∥∥∥eΨ(∫ ∞

y

e−2Ψ(y′)dy′
) 1

2
∥∥∥∥
L∞

v

∥eΨ∂ygk∥L2 6 C⟨t⟩ 1
4 ∥eΨ∂ygk∥L2 ,

得到

∥eΨ∂k
xw∥L2

h(L
∞
v ) . ⟨t⟩ 1

4 (∥eΨ∂ygk∥L2 + ⟨t⟩2−κ∥eγ0Ψ∂y(w
s + w)∥L∞∥eΨgk∥L2),

再运用 (2.1a), 可推导出 (3.12). 引理 3.2 证毕.

3.3 gk 的先验估计

本小节给出 gk 不损失任何导数的先验估计. 具体如下:

命题 3.1 对于 (3.3) 中定义的 gk 以及任意 δ ∈ (0, 1), 存在一个正的常数 C, 使得对于任意

t 6 T#, 成立

∥eΨgk∥2L∞
t (L2) +

1

2

∫ t

0

∥eΨ∂ygk(τ)∥2L2dτ 6 eC
∫ t
0
V1(s)ds∥e

y2

8 gk,0∥2L2 , (3.14)

其中函数 V1(t) 定义为

V1(t)
def
= (⟨t⟩ 1

2 ∥eδΨ∂xw(t)∥L∞ + ⟨t⟩2∥eδΨ∂xw(t)∥2L∞)

× (1 + ⟨t⟩5−2κ∥eγ0Ψ∂y(w
s + w)(t)∥2L∞) + ⟨t⟩ 9

2−2κ∥eγ0Ψ∂yf(t)∥2L2
v

+ ⟨t⟩4−2κ(1 + ⟨t⟩ 11
2 −2κ∥eγ0Ψ∂yf(t)∥2L2

v
)∥eγ0Ψ∂y(w

s + w)(t)∥2L∞ . (3.15)

证明 首先, 对方程 (3.5) 与 e2Ψgk 作 L2 内积, 得到

(eΨ(∂t − ∂2
y)gk | eΨgk)L2 + (eΨ(us + u)∂xgk | eΨgk)L2

=

(
eΨ

(
∂xw + ∂y

(
∂y(w

s + w)

ws + w
v

))
∂k
xu

∣∣∣∣ eΨgk)
L2

+ 2

(
eΨ∂y

(
∂y(w

s + w)

ws + w

)
gk

∣∣∣∣ eΨgk)
L2

+

(
eΨ(ws + w)∂y

(
[u; ∂k

x ]∂xu+ [w; ∂k
x ]v

ws + w

) ∣∣∣∣ eΨgk)
L2

−
(
eΨ∂y

(
∂yf

ws + w

)
∂k
xu

∣∣∣∣ eΨgk)
L2

. (3.16)
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接下来, 逐项估计上式中的每一项, 注意总是要求 t 6 T#. 首先运用引理 2.3, 得到

(eΨ(∂t − ∂2
y)gk | eΨgk)L2 > 1

2

d

dt
∥eΨgk(t)∥2L2 +

1

2
∥eΨ∂ygk∥2L2 .

对第二项分部积分, 得到

|(eΨ(us + u)∂xgk | eΨgk)L2 | = 1

2

∣∣∣∣ ∫
R2

+

∂xu|eΨgk|2dxdy
∣∣∣∣ 6 ∥∂xu∥L∞∥eΨgk∥2L2 .

注意到对于任意 a > 0, 运用 (3.10) 可得

∥eaΨ∂xu∥L∞ 6 ∥eaΨ∂xw∥L∞

∥∥∥∥eaΨ(y)

∫ ∞

y

e−aΨ(y′)dy′
∥∥∥∥
L∞

v

6 Ca⟨t⟩
1
2 ∥eaΨ∂xw∥L∞ , (3.17)

∥eaΨv∥L∞ 6 Ca⟨t⟩
1
2 ∥eaΨ∂xu∥L∞ 6 Ca⟨t⟩∥eaΨ∂xw∥L∞ . (3.18)

因此, 利用 (3.17), 得到

|(eΨ(us + u)∂xgk | eΨgk)L2 | 6 Cδ⟨t⟩
1
2 ∥eδΨ∂xw∥L∞∥eΨgk∥2L2 .

应用 (2.1a) 和 (3.7), 得到

|(eΨ∂xw∂k
xu | eΨgk)L2 | 6 ∥eδΨ∂xw∥L∞∥e(1−δ)Ψ∂k

xu∥L2∥eΨgk∥L2

6 Cδ∥eδΨ∂xw∥L∞⟨t⟩ 1
2 ∥e(1−δ)Ψ∂k

xw∥L2∥eΨgk∥L2

6 Cδ⟨t⟩
1
2 ∥eδΨ∂xw∥L∞(1 + ⟨t⟩ 5

2−κ∥eγ0Ψ∂y(w
s + w)∥L∞)∥eΨgk∥2L2 .

同时, 对 y 方向运用分部积分, 再结合 (2.1b) 和 (3.4), 可推导出∣∣∣∣(eΨ∂y(∂y(w
s + w)

ws + w
v

)
∂k
xu

∣∣∣∣ eΨgk)
L2

∣∣∣∣
6

∣∣∣∣(eΨ ∂y(w
s + w)

ws + w
v∂k

xw

∣∣∣∣ eΨgk)
L2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣(eΨ ∂y(w
s + w)

ws + w
v∂k

xu

∣∣∣∣ eΨ∂ygk)
L2

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣(eΨ y

2⟨t⟩
∂y(w

s + w)

ws + w
v∂k

xu

∣∣∣∣ eΨgk)
L2

∣∣∣∣
6 C⟨t⟩2−κ∥eγ0Ψ∂y(w

s + w)∥L∞∥eδΨv∥L∞∥e(1−δ)Ψ∂k
xw∥L2∥eΨgk∥L2

+
1

16
∥eΨ∂ygk∥2L2 + C∥eδΨv∥2L∞

∥∥∥∥e(1−δ)Ψ ∂y(w
s + w)

ws + w
∂k
xu

∥∥∥∥2
L2

. (3.19)

但是由 (3.3) 知, ∥∥∥∥e(1−δ)Ψ ∂y(w
s + w)

ws + w
∂k
xu

∥∥∥∥2
L2

. ∥e(1−δ)Ψgk∥2L2 + ∥e(1−δ)Ψ∂k
xw∥2L2 .

因此, 再运用 (3.18) 和 (3.7), 得到∣∣∣∣(eΨ∂y(∂y(w
s + w)

ws + w
v

)
∂k
xu

∣∣∣∣ eΨgk)
L2

∣∣∣∣ 6 1

16
∥eΨ∂ygk∥2L2 + Cδ(⟨t⟩

1
2 ∥eδΨ∂xw∥L∞ + ⟨t⟩2∥eδΨ∂xw∥2L∞)

× (1 + ⟨t⟩ 5
2−κ∥eγ0Ψ∂y(w

s + w)∥L∞)2∥eΨgk∥2L2 .
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沿用与 (3.19) 相同的推导方式, 得到∣∣∣∣(eΨ(ws + w)∂y

(
[u; ∂k

x ]∂xu+ [w; ∂k
x ]v

ws + w

) ∣∣∣∣ eΨgk)
L2

∣∣∣∣
. ∥eΨ([u; ∂k

x ]∂xu+ [w; ∂k
x ]v)∥L2∥eΨ∂ygk∥L2

+

∥∥∥∥eΨ ∂y(w
s + w)

ws + w
([u; ∂k

x ]∂xu+ [w; ∂k
x ]v)

∥∥∥∥
L2

∥eΨgk∥L2

6 1

16
∥eΨ∂ygk∥2L2 + C∥eΨ([u; ∂k

x ]∂xu+ [w; ∂k
x ]v)∥2L2

+ C⟨t⟩2−κ∥eγ0Ψ∂y(w
s + w)∥L∞∥eΨ([u; ∂k

x ]∂xu+ [w; ∂k
x ]v)∥L2∥eΨgk∥L2 .

注意到 (2.1a) 和 ∂xu+ ∂yv = 0, 直接推知

∥e(1−δ)Ψ∂k−1
x v∥L2 . ⟨t⟩ 1

2 ∥e(1−δ)Ψ∂k−1
x ∂yv∥L2 . ⟨t⟩ 1

2 ∥e(1−δ)Ψ∂k
xu∥L2 . ⟨t⟩∥e(1−δ)Ψ∂k

xw∥L2 ,

从而运用引理 2.4、(3.7)、(3.17) 和 (3.18), 得出

∥eΨ([u; ∂k
x ]∂xu+ [w; ∂k

x ]v)∥L2

. ∥eδΨ∂xu∥L∞∥e(1−δ)Ψ∂k
xu∥L2 + ∥eδΨ∂xw∥L∞∥e(1−δ)Ψ∂k−1

x v∥L2 + ∥eδΨv∥L∞∥e(1−δ)Ψ∂k
xw∥L2

6 Cδ⟨t⟩∥eδΨ∂xw∥L∞(1 + ⟨t⟩ 5
2−κ∥eγ0Ψ∂y(w

s + w)∥L∞)∥eΨgk∥L2 .

因此, ∣∣∣∣(eΨ(ws + w)∂y

(
[u; ∂k

x ]∂xu+ [w; ∂k
x ]v

ws + w

) ∣∣∣∣ eΨgk)
L2

∣∣∣∣
6 1

16
∥eΨ∂ygk∥2L2 + Cδ(⟨t⟩

1
2 ∥eδΨ∂xw∥L∞

+ ⟨t⟩2∥eδΨ∂xw∥2L∞)(1 + ⟨t⟩ 5
2−κ∥eγ0Ψ∂y(w

s + w)∥L∞)2∥eΨgk∥2L2 .

(3.16)中余下的两项,实际上行为近似于线性项,故而不能像如上的非线性项那样处理. 先作分部

积分, 再运用 (2.1b) 和 (3.4) 可知

2

∣∣∣∣(eΨ∂y(∂y(w
s + w)

ws + w

)
gk

∣∣∣∣ eΨgk)
L2

∣∣∣∣
6 4

∥∥∥∥∂y(ws + w)

ws + w

∥∥∥∥
L∞

(∥eΨ∂ygk∥L2 + 2⟨t⟩−1∥eΨygk∥L2)∥eΨgk∥L2

6 12

∥∥∥∥∂y(ws + w)

ws + w

∥∥∥∥
L∞

∥eΨ∂ygk∥L2∥eΨgk∥L2

6 1

16
∥eΨ∂ygk∥2L2 + C⟨t⟩4−2κ∥eγ0Ψ∂y(w

s + w)∥2L∞∥eΨgk∥2L2 .

运用同样的办法, 得到∣∣∣∣(eΨ∂y( ∂yf

ws + w

)
∂k
xu

∣∣∣∣ eΨgk)
L2

∣∣∣∣
.

∥∥∥∥eΨ ∂yf

ws + w
∂k
xu

∥∥∥∥
L2

∥eΨ∂ygk∥L2 +

∥∥∥∥eΨ ∂yf

ws + w
∂k
xw

∥∥∥∥
L2

∥eΨgk∥L2
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. ⟨t⟩2−κ∥eγ0Ψ∂yf∥L2
v
(∥eΨ∂k

xu∥L2
h(L

∞
v )∥eΨ∂ygk∥L2 + ∥eΨ∂k

xw∥L2
h(L

∞
v )∥eΨgk∥L2).

最后, 利用 (3.11) 和 (3.12), 可得∣∣∣∣(eΨ∂y( ∂yf

ws + w

)
∂k
xu

∣∣∣∣ eΨgk)
L2

∣∣∣∣
6 C⟨t⟩ 9

4−κ∥eγ0Ψ∂yf∥L2
v
∥eΨ∂ygk∥L2∥eΨgk∥L2(1 + ⟨t⟩ 5

2−κ∥eγ0Ψ∂y(w
s + w)∥L∞)

6 1

16
∥eΨ∂ygk∥2L2 + C⟨t⟩ 9

2−2κ∥eγ0Ψ∂yf∥2L2
v
(1 + ⟨t⟩ 5

2−κ∥eγ0Ψ∂y(w
s + w)∥L∞)2∥eΨgk∥2L2 .

至此, 将如上全部估计代入 (3.16), 得到

d

dt
∥eΨgk(t)∥2L2 +

1

2
∥eΨ∂ygk∥2L2 6 CδV1(t)∥eΨgk∥2L2 ,

其中 V1(t)就是 (3.15)中定义的函数. 再运用 Gronwall不等式,即可推导出 (3.14). 命题 3.1证毕.

4 G、w 和 ∂yw 的能量估计

4.1 G 的能量估计

本小节的目标是推导出由 (1.6) 定义的好函数 G 满足的长时间衰减估计. 利用上一节得到的 gk

能量估计以及插值的方法来克服导数损失.

命题 4.1 设 G 由 (1.6) 所定义, 则对于任意正数 κ ∈ (0, 1
2 ) 和 δ ∈ (0, 1), 以及充分大的整数

k > 7, 存在正常数 C, 使得对于任意 t 6 T#, 成立

∥⟨τ⟩ 5
4−κeΨG∥2L∞

t (H5,0) + κ

∫ t

0

⟨τ⟩ 5
2−2κ∥eΨ∂yG(τ)∥2H5,0dτ

6 eC
∫ t
0
V2(τ)dτ

(
∥e

y2

8 G0∥2H5,0 +

∫ t

0

∥eΨ∂ygk(τ)∥2L2dτ

)
, (4.1)

其中 V2(t) 定义为

V2(t)
def
= ⟨t⟩ 1

2 ∥e2δΨ(ws + w)(t)∥L∞ + ⟨t⟩ 1
2 ∥e2δΨ∂xw(t)∥L∞ + ∥e2δΨ∂xφ(t)∥2L∞

+ ⟨t⟩
1
2+

5
2k−11 (1 + ⟨t⟩ 5

2−κ∥eγ0Ψ∂y(w
s + w)(t)∥L∞)

2
2k−11 ∥e2δΨ(ws + w)(t)∥1+

1
2k−11

L∞ . (4.2)

证明 首先, 对方程 (1.7) 与 e2ΨG 作 H5,0 内积, 得到

(eΨ(∂t − ∂2
y)G | eΨG)H5,0 +

1

⟨t⟩
(eΨG | eΨG)H5,0 + (eΨ(us + u)∂xG | eΨG)H5,0

+ (eΨv(ws + w) | eΨG)H5,0 +

(
eΨ

y

⟨t⟩

∫ ∞

y

∂xφ(w
s + w)dy′

∣∣∣∣ eΨG)
H5,0

= 0. (4.3)

下面逐项处理上式中的每一项, 并且总假设 t 6 T#. 首先运用引理 2.3 得到

(eΨ(∂t − ∂2
y)G | eΨG)H5,0 =

∑
06j65

(eΨ(∂t − ∂2
y)∂

j
xG | eΨ∂j

xG)L2
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> 1

2

d

dt

∑
06j65

∥eΨ∂j
xG(t)∥2L2 +

1

2

∑
06j65

∥eΨ∂j
x∂yG∥2L2

> 1

2

d

dt
∥eΨG(t)∥2H5,0 +

1

2
∥eΨ∂yG∥2H5,0 .

对于 (4.3) 中包含传输项的项, 先将它们改写成

(eΨ(us + u)∂xG | eΨG)H5,0 =
∑

06j65

(eΨ∂j
x((u

s + u)∂xG) | eΨ∂j
xG)L2

=
∑

06j65

(eΨ(us + u)∂j+1
x G | eΨ∂j

xG)L2 +
∑

06j65

(eΨ[u; ∂j
x]∂xG | eΨ∂j

xG)L2 .

运用分部积分, 得到 ∣∣∣∣ ∑
06j65

(eΨ(us + u)∂j+1
x G | eΨ∂j

xG)L2

∣∣∣∣ 6 ∥∂xu∥L∞∥eΨG∥2H5,0 .

同时, 由引理 2.4 和 (2.3b) 推导出∣∣∣∣ ∑
06j65

(eΨ[u; ∂j
x]∂xG | eΨ∂j

xG)L2

∣∣∣∣ . (∥∂xu∥L∞∥eΨG∥H5,0 + ∥eδΨ∂xG∥L∞∥e(1−δ)Ψu∥H5,0)∥eΨG∥H5,0

. (∥∂xu∥L∞ + ∥eδΨ∂xG∥L∞)∥eΨG∥2H5,0 .

再由 (1.6) 和 φ = −
∫∞
y

udy′ 观察到

∥eδΨ∂xG∥L∞ 6 ∥eδΨ∂xu∥L∞ +

∥∥∥∥ y

2⟨t⟩
eδΨ∂xφ

∥∥∥∥
L∞

. ∥eδΨ∂xu∥L∞ +

∥∥∥∥ y

2⟨t⟩
eδΨ

∫ ∞

y

e−2δΨdy′
∥∥∥∥
L∞

v

∥e2δΨ∂xu∥L∞

. ∥e2δΨ∂xu∥L∞ ,

因此, 运用 (3.17), 得出

|(eΨ(us + u)∂xG | eΨG)H5,0 | . ∥e2δΨ∂xu∥L∞∥eΨG∥2H5,0 . ⟨t⟩ 1
2 ∥e2δΨ∂xw∥L∞∥eΨG∥2H5,0 . (4.4)

同时, 由于 v = −∂xφ 和 (3.10), 观察到 (4.3) 中剩下的两项可以以同样的方式处理:

|(eΨ(ws + w)v | eΨG)H5,0 |+
∣∣∣∣(eΨ y

⟨t⟩

∫ ∞

y

(ws + w)∂xφdy
′
∣∣∣∣ eΨG)

H5,0

∣∣∣∣
6

(
∥eΨ(ws + w)∂xφ∥H5,0 +

∥∥∥∥e− δ
2Ψ

y

⟨t⟩

∥∥∥∥
L∞

v

∥∥∥∥e(1+δ)Ψ

(∫ ∞

y

e−2(1+δ)Ψdy′
) 1

2
∥∥∥∥
L∞

v

× ∥e− δ
2Ψ∥L2

v
∥e(1+δ)Ψ(ws + w)∂xφ∥H5,0

)
∥eΨG∥H5,0

6 Cδ∥e(1+δ)Ψ(ws + w)∂xφ∥H5,0∥eΨG∥H5,0 .

很容易发现

∥e(1+δ)Ψ(ws + w)∂xφ∥H5,0 6 ∥e(1+δ)Ψ(ws + w)∂xφ∥H4,0 + ∥e(1+δ)Ψ[∂5
x;w]∂xφ∥L2

469



刘宁等: 二维 Prandtl 方程单调剪切流在 Sobolev 空间中的整体稳定性

+ ∥e2δΨ(ws + w)∥L∞∥e(1−δ)Ψ∂6
xφ∥L2 . (4.5)

由于前两部分与导数损失无关, 运用引理 2.4、(2.3a) 和 (2.3c), 得到

∥e(1+δ)Ψ(ws + w)∂xφ∥H4,0 + ∥e(1+δ)Ψ[∂5
x;w]∂xφ∥L2

. ∥e2δΨ(ws + w)∥L∞∥e(1−δ)Ψφ∥H5,0 + ∥e2δΨ∂xφ∥L∞∥e(1−δ)Ψw∥H4,0

+ ∥e2δΨ∂xw∥L∞∥e(1−δ)Ψ∂5
xφ∥L2 + ∥e2δΨ∂xφ∥L∞∥e(1−δ)Ψ∂5

xw∥L2

. ⟨t⟩ 1
2 (∥e2δΨ(ws + w)∥L∞ + ∥e2δΨ∂xw∥L∞)∥eΨG∥H5,0 + ∥e2δΨ∂xφ∥L∞∥eΨ∂yG∥H5,0 .

为了处理 (4.5) 中最后一项, 运用以下关于 x 变量的插值不等式:

∥∂6
xf∥L2

h
6 Ck∥f∥

1− 1
k−5

H5
h

∥∂k
xf∥

1
k−5

L2
h

, ∀ k > 7, (4.6)

再加上 (3.7)、(2.1a)、(2.3a) 和 (2.3c), 可推导出

∥e(1−δ)Ψ∂6
xφ∥L2 . ∥e(1−δ)Ψφ∥1−

1
k−5

H5,0 ∥e(1−δ)Ψ∂k
xφ∥

1
k−5

L2

. ⟨t⟩
1
2 (1−

1
k−5 )∥eΨG∥1−

1
k−5

H5,0 ⟨t⟩
1

k−5 ∥eΨ∂k
xw∥

1
k−5

L2

. ⟨t⟩
1
2+

1
2(k−5) (1 + ⟨t⟩ 5

2−κ∥eγ0Ψ∂y(w
s + w)∥L∞)

1
k−5 ∥eΨG∥1−

1
k−5

H5,0 ∥eΨgk∥
1

k−5

L2

. ⟨t⟩
1
2+

1
k−5 (1 + ⟨t⟩ 5

2−κ∥eγ0Ψ∂y(w
s + w)∥L∞)

1
k−5 ∥eΨG∥1−

1
k−5

H5,0 ∥eΨ∂ygk∥
1

k−5

L2 .

因此, 得到

|(eΨ(ws + w)v | eΨG)H5,0 |+
∣∣∣∣(eΨ y

2⟨t⟩

∫ ∞

y

(ws + w)∂xφdy
′
∣∣∣∣ eΨG)

H5,0

∣∣∣∣
6 C(⟨t⟩ 1

2 (∥e2δΨ(ws + w)∥L∞ + ∥e2δΨ∂xw∥L∞)∥eΨG∥2H5,0

+ ∥e2δΨ∂xφ∥L∞∥eΨG∥H5,0∥eΨ∂yG∥H5,0 + ⟨t⟩
1
2+

1
k−5 ∥e2δΨ(ws + w)∥L∞

× (1 + ⟨t⟩ 5
2−κ∥eγ0Ψ∂y(w

s + w)∥L∞)
1

k−5 ∥eΨG∥2−
1

k−5

H5,0 ∥eΨ∂ygk∥
1

k−5

L2 )

6 κ∥eΨ∂yG∥2H5,0 +
1

2
⟨t⟩− 5

2 ∥eΨ∂ygk∥2L2 + C(⟨t⟩ 1
2 ∥e2δΨ(ws + w)∥L∞

+ ⟨t⟩
1
2+

5
2k−11 (1 + ⟨t⟩ 5

2−κ∥eγ0Ψ∂y(w
s + w)∥L∞)

2
2k−11 ∥e2δΨ(ws + w)∥1+

1
2k−11

L∞

+ ⟨t⟩ 1
2 ∥e2δΨ∂xw∥L∞ + ∥e2δΨ∂xφ∥2L∞)∥eΨG∥2H5,0 .

将以上的估计式都代入 (4.3), 得到

d

dt
∥eΨG(t)∥2H5,0 + (1− 2κ)∥eΨ∂yG∥2H5,0 +

2

⟨t⟩
∥eΨG∥2H5,0 6 CV2(t)∥eΨG∥2H5,0 + ⟨t⟩− 5

2 ∥eΨ∂ygk∥2L2 , (4.7)

其中 V2(t) 就是 (4.2) 中定义的函数. 运用 (2.1a), 由 (4.7) 推导出

d

dt
∥eΨG(t)∥2H5,0 + 2κ∥eΨ∂yG∥2H5,0 +

5
2 − 2κ

⟨t⟩
∥eΨG∥2H5,0 6 CV2(t)∥eΨG∥2H5,0 + ⟨t⟩− 5

2 ∥eΨ∂ygk∥2L2 .

将上式乘以 ⟨t⟩ 5
2−2κ 即为

d

dt
∥⟨t⟩ 5

4−κeΨG(t)∥2H5,0 + 2κ⟨t⟩ 5
2−2κ∥eΨ∂yG∥2H5,0 6 CV2(t)⟨t⟩

5
2−2κ∥eΨG∥2H5,0 + ∥eΨ∂ygk∥2L2 .

再运用 Gronwall 不等式, 就证明了 (4.1). 命题 4.1 证毕.
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4.2 w 的能量估计

本小节的目标是推导出 w 的长时间衰减估计. 借助上一小节所得 G 的估计式来弥补导数损失.

命题 4.2 设 G 由 (1.6) 所定义, 则对于任意 κ ∈ (0, 1
2 ) 和 γ ∈ (0, 1), 存在一个正常数 C, 使得对

于任意 t 6 T#, 成立

∥⟨τ⟩ 7
4−κeγΨw∥2L∞

t (H4,0) +

∫ t

0

⟨τ⟩ 7
2−2κ∥eγΨ∂yw(τ)∥2H4,0dτ

6 eC
∫ t
0
V3(τ)dτ

(
∥e

γy2

8 w0∥2H4,0 + C

∫ t

0

⟨τ⟩ 5
2−2κ∥eΨ∂yG(τ)∥2H5,0dτ

+ C∥⟨τ⟩ 5
4−κeΨG∥2L∞

t (H5,0)

∫ t

0

⟨τ⟩2∥(ws + w)(τ)∥2L∞dτ

)
, (4.8)

其中 V3(t) 指代

V3(t)
def
= ∥∂xφ(t)∥2L∞ + ∥∂xu(t)∥L∞ + ⟨t⟩ 1

2 ∥∂xw(t)∥L∞ . (4.9)

证明 对方程 (3.1) 与 e2γΨw 作 H4,0 内积, 得到

(eγΨ(∂t − ∂2
y)w | eγΨw)H4,0 + (eγΨ(us + u)∂xw | eγΨw)H4,0 + (eγΨv∂y(w

s + w) | eγΨw)H4,0 = 0. (4.10)

首先运用推论 2.2, 可得

(eγΨ(∂t − ∂2
y)w | eγΨw)H4,0 > 1

2

d

dt
∥eγΨw(t)∥2H4,0 +

(
1− γ

2

)
∥eγΨ∂yw∥2H4,0 .

与 (4.4) 的推导类似, 有

|(eγΨ(us + u)∂xw | eγΨw)H4,0 | . ∥∂xu∥L∞∥eγΨw∥2H4,0 + ∥∂xw∥L∞∥eγΨu∥H4,0∥eγΨw∥H4,0

. (∥∂xu∥L∞ + ⟨t⟩ 1
2 ∥∂xw∥L∞)∥eγΨw∥2H4,0 .

对于 (4.10) 中最后这一项, 注意到 v = ∂xφ 以及 ∂xu+ ∂yv = 0, 先分部积分, 再运用 (2.1) 可得

|(eγΨv∂y(ws + w) | eγΨw)H4,0 |

6 |(eγΨ(ws + w)∂xφ | eγΨ∂yw)H4,0 |+ |(eγΨ(ws + w)∂xu | eγΨw)H4,0 |

+
γ

2⟨t⟩
|(eγΨ(ws + w)∂xφ | eγΨyw)H4,0 |

6 Cγ∥eγΨ(ws + w)∂xφ∥H4,0∥eγΨ∂yw∥H4,0 + ∥eγΨ(ws + w)∂xu∥H4,0∥eγΨw∥H4,0 .

由上式和引理 2.4, 可推导出

|(eγΨv∂y(ws + w) | eγΨw)H4,0 | . (∥(ws + w)∥L∞∥eγΨ∂xφ∥H4,0 + ∥∂xφ∥L∞∥eγΨw∥H4,0)∥eγΨ∂yw∥H4,0

+ (∥(ws + w)∥L∞∥eγΨ∂xu∥H4,0 + ∥∂xu∥L∞∥eγΨw∥H4,0)∥eγΨw∥H4,0 .

从而, 运用 (2.1a)、(2.3a) 和 (2.3b), 得到

|(eγΨv∂y(ws + w) | eγΨw)H4,0 | 6 1− γ

2
∥eγΨ∂yw∥2H4,0 + Cγ⟨t⟩∥ws + w∥2L∞∥eΨG∥2H5,0

+ Cγ(∥∂xφ∥2L∞ + ∥∂xu∥L∞)∥eγΨw∥2H4,0 . (4.11)
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令 V3(t) 是 (4.9) 给出的函数, 则将以上的估计式都代入 (4.10), 得到

d

dt
∥eγΨw(t)∥2H4,0 + ∥eγΨ∂yw∥2H4,0 6 Cγ⟨t⟩∥ws + w∥2L∞∥eΨG∥2H5,0 + CγV3(t)∥eγΨw∥2H4,0 .

再将不等式两边乘以 ⟨t⟩ 7
2−2κ, 并运用 (2.3c) 可推导出

d

dt
∥⟨t⟩ 7

4−κeγΨw(t)∥2H4,0 + ⟨t⟩ 7
2−2κ∥eγΨ∂yw∥2H4,0

6
(
7

2
− 2κ

)
⟨t⟩ 5

2−2κ∥eγΨw∥2H4,0 + Cγ⟨t⟩
9
2−2κ∥ws + w∥2L∞∥eΨG∥2H5,0 + Cγ⟨t⟩

7
2−2κV3(t)∥eγΨw∥2H4,0

6 C⟨t⟩ 5
2−2κ∥eΨ∂yG∥2H5,0 + Cγ⟨t⟩

5
2−2κ∥eΨG∥2H5,0⟨t⟩2∥ws + w∥2L∞ + CγV3(t)⟨t⟩

7
2−2κ∥eγΨw∥2H4,0 .

运用 Gronwall 不等式, 就证明了 (4.8). 命题 4.2 证毕.

4.3 ∂yw 的能量估计

对 (3.1) 作用 ∂y, 发现 ∂yw 满足方程
∂t∂yw − ∂3

yw + ∂y((u
s + u)∂xw + v∂y(w

s + w)) = 0,

∂yw|y=0 = 0, lim
y→+∞

∂yw = 0,

∂yw|t=0 = ∂yw0.

(4.12)

与 Navier-Stokes方程长时间衰减估计 (参见文献 [3])的预测相似, w 的一阶 y 方向导数应该导致额外
1
2 阶衰减速度. 准确地, 有如下命题:

命题 4.3 对于任意 κ ∈ (0, 1) 和 γ ∈ (0, 1), 存在一个正的常数 C, 使得对于任意 t 6 T#, 成立

∥⟨τ⟩ 9
4−κeγΨ∂yw∥2L∞

t (H3,0) +

∫ t

0

⟨τ⟩ 9
2−2κ∥eγΨ∂2

yw(τ)∥2H3,0dτ

6 eC
∫ t
0
V4(τ)dτ

(
∥e

γy2

8 ∂yw0∥2H3,0 + C

∫ t

0

⟨τ⟩ 7
2−2κ∥eγΨ∂yw(τ)∥2H4,0dτ

+ C∥⟨τ⟩ 7
4−κeγΨw∥2L∞

t (H4,0)

∫ t

0

⟨τ⟩3∥∂y(ws + w)(τ)∥2L∞dτ

)
, (4.13)

其中 V4(t) 定义为

V4(t)
def
= ∥∂xu(t)∥L∞ + ⟨t⟩ 1

2 ∥∂xw(t)∥L∞

+ ⟨t⟩∥∂x∂yw(t)∥L∞ + ⟨t⟩2∥(ws + w)(t)∥2L∞ + ∥∂xφ(t)∥2L∞ . (4.14)

证明 对方程 (4.12) 和 e2γΨ∂yw 作 H3,0 内积, 得到

(eγΨ(∂t − ∂2
y)∂yw | eγΨ∂yw)H3,0 + (eγΨ(us + u)∂x∂yw | eγΨ∂yw)H3,0

+ (eγΨ(ws + w)∂xw | eγΨ∂yw)H3,0 + (eγΨ∂y(v∂y(w
s + w)) | eγΨ∂yw)H3,0

= 0. (4.15)

接下来, 逐项处理 (4.15) 中的每一项. 由推论 2.2 知

(eγΨ(∂t − ∂2
y)∂yw | eγΨ∂yw)H3,0 > 1

2

d

dt
∥eγΨ∂yw(t)∥2H3,0 +

(
1− γ

2

)
∥eγΨ∂2

yw∥2H3,0 .
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同时, 类似于 (4.4) 的推导, 可得

|(eγΨ(us + u)∂x∂yw | eγΨ∂yw)H3,0 | 6 C(∥∂xu∥L∞ + ⟨t⟩∥∂x∂yw∥L∞)∥eγΨ∂yw∥2H3,0 .

运用引理 2.4 和 (2.1a), 可得

|(eγΨ(ws + w)∂xw | eγΨ∂yw)H3,0 |

6 ∥eγΨ(ws + w)∂xw∥H3,0∥eγΨ∂yw∥H3,0

6 C(∥ws + w∥L∞∥eγΨ∂xw∥H3,0 + ∥∂xw∥L∞∥eγΨw∥H3,0)∥eγΨ∂yw∥H3,0

6 ⟨t⟩−1∥eγΨ∂yw∥2H4,0 + Cγ(⟨t⟩2∥ws + w∥2L∞ + ⟨t⟩ 1
2 ∥∂xw∥L∞)∥eγΨ∂yw∥2H3,0 .

(4.15) 中最后一项采用与 (4.11) 相同的方式处理. 首先分部积分, 再运用 (2.1b) 推导出

|(eγΨ∂y(v∂y(ws + w)) | eγΨ∂yw)H3,0 |

6 ∥eγΨv∂y(ws + w)∥H3,0

(
∥eγΨ∂2

yw∥H3,0 +
γ

2⟨t⟩
∥eγΨy∂yw∥H3,0

)
6 Cγ∥eγΨ∂y(ws + w)∂xφ∥H3,0∥eγΨ∂2

yw∥H3,0 .

但是由引理 2.4 和 (2.1a) 可推导出

∥eγΨ∂y(ws + w)∂xφ∥H3,0 . ∥∂y(ws + w)∥L∞∥eγΨ∂xφ∥H3,0 + ∥∂xφ∥L∞∥eγΨ∂yw∥H3,0

. ⟨t⟩∥∂y(ws + w)∥L∞∥eγΨw∥H4,0 + ∥∂xφ∥L∞∥eγΨ∂yw∥H3,0 .

因此, 这一部分可以估计为

|(eγΨ∂y(v∂y(ws + w)) | eγΨ∂yw)H3,0 |

6 1− γ

2
∥eγΨ∂2

yw∥2H3,0 + Cγ⟨t⟩2∥∂y(ws + w)∥2L∞∥eγΨw∥2H4,0 + Cγ∥∂xφ∥2L∞∥eγΨ∂yw∥2H3,0 .

将以上的估计式都代入 (4.15), 得到

d

dt
∥eγΨ∂yw(t)∥2H3,0 + ∥eγΨ∂2

yw∥2H3,0

. ⟨t⟩−1∥eγΨ∂yw∥2H4,0 + ⟨t⟩2∥∂y(ws + w)∥2L∞∥eγΨw∥2H4,0 + V4(t)∥eγΨ∂yw∥2H3,0 ,

其中 V4 是 (4.14) 定义的函数. 对如上不等式乘以 ⟨t⟩ 9
2−κ, 可得

d

dt
∥⟨t⟩ 9

4−κeγΨ∂yw(t)∥2H3,0 + ⟨t⟩ 9
2−2κ∥eγΨ∂2

yw∥2H3,0

. ⟨t⟩ 7
2−2κ∥eγΨ∂yw∥2H4,0 + ⟨t⟩ 13

2 −2κ∥∂y(ws + w)∥2L∞∥eγΨw∥2H4,0 + V4(t)⟨t⟩
9
2−2κ∥eγΨ∂yw∥2H3,0 .

运用 Gronwall 不等式, 就证明了 (4.13). 命题 4.3 证毕.

5 定理 1.1 的证明

本节的目标是给出定理 1.1 的证明. 为此, 首先指出所有相关初值的大小都是 ε 量级的.
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引理 5.1 设 G和 gk 分别由 (1.6)和 (3.3)定义,则存在 ε0 > 0使得, 如果 (1.10)和 (1.12)对于

ε 6 ε0 成立, 则有

∥e
y2

8 gk(0)∥L2 + ∥e
y2

8 G0∥H5,0 + ∥e
γy2

8 w0∥H4,0 + ∥e
γy2

8 ∂yw0∥H3,0 6 Cγε. (5.1)

证明 注意到 (1.12) 可推导出

∥e
γ0y2

8 w0∥L∞ 6
∥∥∥∥e γ0y2

8

(∫ ∞

y

e−
z2

4 dz

) 1
2
∥∥∥∥
L∞

v

∥e
y2

8 ∂yw0∥L2
v(L

∞
h )

6 C∥e
y2

8 ∂yw0∥L2
v(L

∞
h ) 6 C∥e

y2

8 ∂yw0∥Hk,0

6 Cε,

因此, 由 (1.10) 知, 只要 ε 6 c0
2C , 就有 ws

0 + w0 > (c0 − Cε)e−
γ0y2

8 > c0
2 e

− γ0y2

8 , 从而 | 1
ws

0+w0
| . e

γ0y2

8 .

从而由 (3.3) 观察到

∥e
y2

8 gk(0)∥L2 . ∥e
y2

8 ∂k
xw0∥L2 + ∥e

γ0y2

8 ∂yw
s
0∥L∞

v
∥e

y2

8 ∂k
xu0∥L2 + ∥e

γ0y2

8 ∂yw0∥L2
v(L

∞
h )∥e

y2

8 ∂k
xu0∥L2

h(L
∞
v ).

容易发现

∥e
y2

8 ∂k
xu0∥L2

h(L
∞
v ) 6

∥∥∥∥e y2

8

(∫ ∞

y

e−
z2

4 dz

) 1
2
∥∥∥∥
L∞

v

∥e
y2

8 ∂k
xw0∥L2 6 C∥e

y2

8 ∂k
xw0∥L2 .

由上式、(2.1a)、(1.10) 以及 (1.12), 得到

∥e
y2

8 gk(0)∥L2 6 C(1 + ∥e
γ0y2

8 ∂yw
s
0∥L∞

v
+ ∥e

y2

8 ∂yw0∥H1,0)∥e
y2

8 ∂k
xw0∥L2 6 Cε. (5.2)

由于 u = ∂yφ, 所以从 (1.6) 和引理 2.1 可推导出

∥e
y2

8 G0∥H5,0 6 ∥e
y2

8 u0∥H5,0 +

∥∥∥∥e y2

8
y

2
φ0

∥∥∥∥
H5,0

6 C∥e
y2

8 u0∥H5,0 6 C∥e
y2

8 ∂yu0∥H5,0 6 C∥e
y2

8 ∂yw0∥H5,0 6 Cε.

从而由上式、(1.12) 和 (5.2) 证明了 (5.1) 成立.

定理 1.1 的证明 取定常数 δ、γ 和 γ0, 满足

0 < 2δ 6 γ0 6 γ < 1. (5.3)

与第 3 节开头提到的一样, 令 T ∗ 是方程 (1.4) 充分光滑的解 (u, v) 的存在区间. 定义

T ⋆ def
= sup

{
t ∈ [0, T ∗) : ∥⟨τ⟩ 9

4−κeγΨ∂yw∥2L∞
t (H3,0) +

∫ t

0

⟨τ⟩ 9
2−2κ∥eγΨ∂2

yw(τ)∥2H3,0dτ < 2c1

}
, (5.4)

其中 c1 是一个待取的小常数.

我们断言, 与 (3.4) 中定义的 T# 相比, T ⋆ 6 T#. 事实上, 利用 (3.10), 对 x 方向作 Sobolev 嵌入

得到, 对于任意 γ0 6 γ, 成立

∥eγ0Ψw(t)∥L∞ 6
∥∥∥∥eγ0Ψ

(∫ ∞

y

e−2γΨ(y′)dy′
) 1

2
∥∥∥∥
L∞

v

∥eγΨ∂yw∥L2
v(L

∞
h ) 6 C⟨t⟩ 1

4 ∥eγΨ∂yw∥H1,0 .
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因此, 取 (5.4) 中的 c1 充分小, 使得 Cc1 6 c0
2 , 就会发现

∥eγ0Ψw(t)∥L∞ 6 Cc1⟨t⟩−2+κ 6 c0
2
⟨t⟩−2+κ, ∀ t 6 T ⋆.

由上式和 (1.10), 可推导出

|(ws + w)(t)| > c0
2
⟨t⟩−2+κe−γ0Ψ, ∀ t 6 T ⋆, (5.5)

这蕴涵着 T ⋆ 6 T#.

下面, 对于 i = 1, 2, 3, 4 和任意 T 6 T ⋆, 估计
∫ T

0
Vi(t)dt. 注意到 (3.15), 利用 (2.1a) 和 x 方向的

Sobolev 嵌入得到∫ T

0

V1(t)dt .
∫ T

0

(⟨t⟩ 3
4 ∥eγΨ∂yw(t)∥H2,0 + ⟨t⟩ 5

2 ∥eγΨ∂yw(t)∥2H2,0)

× (1 + ⟨t⟩5−2κ∥eγ0Ψ∂yw
s(t)∥2L∞

v
+ ⟨t⟩ 11

2 −2κ∥eγΨ∂2
yw(t)∥2H1,0)dt

+

∫ T

0

⟨t⟩ 9
2−2κ∥eγ0Ψ∂yf(t)∥2L2

v
dt+ (1 + ∥⟨t⟩ 11

4 −κeγ0Ψ∂yf∥2L∞
T (L2

v)
)

×
∫ T

0

(⟨t⟩4−2κ∥eγ0Ψ∂yw
s(t)∥2L∞

v
+ ⟨t⟩ 9

2−2κ∥eγΨ∂2
yw(t)∥2H1,0)dt.

由此及 (5.4) 和 (1.11), 可推导出∫ T

0

V1(t)dt . M

∫ T

0

(⟨t⟩κ− 3
2 + ⟨t⟩2κ−2 + ⟨t⟩4−2κ∥eγ0Ψ∂yw

s(t)∥2L∞

+ ⟨t⟩ 9
2−2κ∥eγΨ∂2

yw(t)∥2H1,0)dt+

∫ T

0

⟨t⟩ 9
2−2κ∥eγ0Ψ∂yf(t)∥2L2

v
dt

. M.

利用 (2.1a) 和 (3.10), 得到对于 2δ 6 γ0, 成立

∥e2δΨws(t)∥L∞ 6
∥∥∥∥e2δΨ ∫ ∞

y

e−γ0Ψ(y′)dy′
∥∥∥∥
L∞

v

∥eγ0Ψ∂yw
s(t)∥L∞

v
. ⟨t⟩ 1

2 ∥eγ0Ψ∂yw
s(t)∥L∞

v
,

∥e2δΨ∂xφ(t)∥L∞ 6
∥∥∥∥e2δΨ(∫ ∞

y

e−γ0Ψ(y′)dy′
) 1

2
∥∥∥∥
L∞

v

∥eγ0Ψ∂xu(t)∥L2
v(L

∞
h )

6 C⟨t⟩ 1
4 ∥eγ0Ψu(t)∥H2,0 6 C⟨t⟩ 3

4 ∥eγ0Ψ∂yu(t)∥H2,0

6 C⟨t⟩ 5
4 ∥eγ0Ψ∂yw(t)∥H2,0 .

因此, 由 (4.2), 可推导出∫ T

0

V2(t)dt .
∫ T

0

(⟨t⟩ 3
4 ∥eγΨ∂yw∥H2,0 + ⟨t⟩ 5

2 ∥eγΨ∂yw∥2H2,0 + ⟨t⟩∥eγ0Ψ∂yw
s∥L∞

v
)dt

+

∫ T

0

⟨t⟩
1
2+

5
2k−11 (1 + ⟨t⟩ 5

2−κ∥eγ0Ψ∂yw
s∥L∞ + ⟨t⟩ 11

4 −κ∥eγΨ∂2
yw∥H1,0)

2
2k−11

× (⟨t⟩ 1
2 ∥eγ0Ψ∂yw

s∥L∞ + ⟨t⟩ 3
4 ∥eγΨ∂2

yw∥H1,0)1+
1

2k−11 dt.

由 (1.11) 和 (5.4), 可推导出∫ T

0

⟨t⟩∥eγ0Ψ∂yw
s∥L∞

v
dt 6

(∫ T

0

⟨t⟩4−2κ∥eγ0Ψ∂yw
s∥2L∞

v
dt

) 1
2
(∫ T

0

⟨t⟩2κ−2dt

) 1
2

6 Cκ,
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∫ T

0

(⟨t⟩ 3
4 ∥eγΨ∂yw∥H2,0 + ⟨t⟩ 5

2 ∥eγΨ∂yw∥2H2,0)dt 6 Cc1

∫ T

0

(⟨t⟩− 3
2+κ + ⟨t⟩−2−2κ)dt 6 Cκc1.

同时, 在 k > k0 > 17−20κ
2(1−2κ) = 5 + 7

2(1−2κ) 的假设下, 可以运用 (1.11) 和 (5.4) 得到∫ T

0

⟨t⟩
1
2+

5
2k−11 (⟨t⟩ 5

2−κ∥eγ0Ψ∂yw
s∥L∞ + ⟨t⟩ 11

4 −κ∥eγΨ∂2
yw∥H1,0)

2
2k−11

× (⟨t⟩ 1
2 ∥eγ0Ψ∂yw

s∥L∞ + ⟨t⟩ 3
4 ∥eγΨ∂2

yw∥H1,0)1+
1

2k−11 dt

.
∫ T

0

⟨t⟩
1
2+

5
2k−11 (⟨t⟩5−2κ∥eγ0Ψ∂yw

s∥2L∞ + ⟨t⟩ 11
2 −2κ∥eγΨ∂2

yw∥2H1,0)
1

2k−11

× (⟨t⟩∥eγ0Ψ∂yw
s∥2L∞ + ⟨t⟩ 3

2 ∥eγΨ∂2
yw∥2H1,0)

k−5
2k−11 dt

=

∫ T

0

⟨t⟩
−4(1−κ)k+31−20κ

2(2k−11) (⟨t⟩4−2κ∥eγ0Ψ∂yw
s∥2L∞ + ⟨t⟩ 9

2−2κ∥eγΨ∂2
yw∥2H1,0)

k−4
2k−11 dt

.
(∫ T

0

⟨t⟩−1−(1−2κ)+ 3+8κ
2(k−7) dt

)
k−7

2k−11

(∫ T

0

⟨t⟩4−2κ∥eγ0Ψ∂yw
s∥2L∞dt+

∫ T

0

⟨t⟩ 9
2−2κ∥eγΨ∂2

yw∥2H3,0dt

) k−4
2k−11

. Cκ,∫ T

0

⟨t⟩
1
2+

5
2k−11 (⟨t⟩ 1

2 ∥eγ0Ψ∂yw
s∥L∞ + ⟨t⟩ 3

4 ∥eγΨ∂2
yw∥H1,0)1+

1
2k−11 dt

.
∫ T

0

⟨t⟩
−4(1−κ)k+29−20κ

2(2k−11) (⟨t⟩4−2κ∥eγ0Ψ∂yw
s∥2L∞ + ⟨t⟩ 9

2−2κ∥eγΨ∂2
yw∥2H1,0)

k−5
2k−11 dt

.
(∫ T

0

⟨t⟩−1−(1−2κ)+ 5+4κ
2(k−6) dt

) k−6
2k−11

(∫ T

0

⟨t⟩4−2κ∥eγ0Ψ∂yw
s∥2L∞dt

+

∫ T

0

⟨t⟩ 9
2−2κ∥eγΨ∂2

yw∥2H3,0dt

) k−5
2k−11

. Cκ.

总之, 这证明了若 k > k0 > 17−20κ
2(1−2κ) , 则

∫ T

0
V2(t)dt 6 Cκ.

最后, 对于 (4.9) 和 (4.14), 由 (1.11) 和 (5.4) 推导出∫ T

0

(V3(t) + V4(t))dt .
∫ T

0

(⟨t⟩ 5
4 ∥eγΨ∂2

yw∥H2,0 + ⟨t⟩ 5
2 ∥eγΨ∂yw∥2H2,0 + ⟨t⟩3∥eγ0Ψ∂yw

s∥2L∞)dt

.
(∫ T

0

⟨t⟩−2(1−κ)dt

) 1
2
(∫ T

0

⟨t⟩ 9
2−κ∥eγΨ∂2

yw∥2H2,0dt

) 1
2

+ c1

∫ T

0

⟨t⟩−2+2κdt+

∫ T

0

⟨t⟩4−2κ∥eγ0Ψ∂yw
s∥2L∞dt

. Cκ.

将以上的估计式相加, 则能够找到充分大的常数 M0, 使得对于任意 T 6 T ⋆, 成立∫ T

0

(V1(t) + V2(t) + V3(t) + V4(t))dt 6 M0. (5.6)

有了 (5.1) 和 (5.6) 的铺垫, 运用命题 3.1 可得, 对于任意 T 6 T ⋆, 成立

∥eΨgk∥2L∞
T (L2) +

∫ T

0

∥eΨ∂ygk(t)∥2L2dt 6 CeCM0ε2.
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然后, 运用命题 4.1 可得, 对于任意 T 6 T ⋆, 成立

∥⟨t⟩ 5
4−κeΨG∥2L∞

T (H5,0) +

∫ T

0

⟨t⟩ 5
2−2κ∥eΨ∂yG(t)∥2H5,0dt

6 1

κ
eCM0

(
∥e

y2

8 G0∥2H5,0 +

∫ T

0

∥eΨ∂ygk(t)∥2L2dt

)
6 CeCM0ε2. (5.7)

将以上的估计代入 (4.8), 得到

∥⟨t⟩ 7
4−κeγΨw∥2L∞

T (H4,0) +

∫ T

0

⟨t⟩ 7
2−2κ∥eγΨ∂yw(t)∥2H4,0dt

6 CeCM0

(
1 + eCM0 + eCM0

∫ T

0

⟨t⟩2∥(ws + w)(t)∥2L∞dt

)
ε2.

但是, 由 (1.11) 和 (5.4) 可推导出∫ T

0

⟨t⟩2∥(ws + w)(t)∥2L∞dt .
∫ T

0

(⟨t⟩3∥eγ0Ψ∂yw
s(t)∥2L∞

v
+ ⟨t⟩ 5

2 ∥eγΨ∂yw(t)∥2H1,0)dt . M.

从而, 对于任意 T 6 T ⋆, 成立

∥⟨t⟩ 7
4−κeγΨw∥2L∞

T (H4,0) +

∫ T

0

⟨t⟩ 7
2−2κ∥eγΨ∂yw(t)∥2H4,0dt 6 CeCM0ε2. (5.8)

最后, 对于任意 T 6 T ⋆, 运用命题 4.3 可得

∥⟨t⟩ 9
4−κeγΨ∂yw∥2L∞

T (H3,0) +

∫ T

0

⟨t⟩ 9
2−2κ∥eγΨ∂2

yw(t)∥2H3,0dt

6 CeCM0

(
1 + eCM0 + eCM0

∫ T

0

⟨t⟩3∥∂y(ws + w)(t)∥2L∞dt

)
ε2.

同时, 由 (5.4) 和 (1.11) 可推导出∫ T

0

⟨t⟩3∥∂y(ws + w)(t)∥2L∞dt .
∫ T

0

(⟨t⟩3∥eγ0Ψ∂yw
s(t)∥2L∞ + ⟨t⟩ 7

2 ∥eγΨ∂2
yw(t)∥2H1,0)dt . M.

总而言之, 已经证明了, 存在一个充分大的常数 C, 使得对于任意 T 6 T ⋆, 成立

∥⟨t⟩ 9
4−κeγΨ∂yw∥2L∞

T (H3,0) +

∫ T

0

⟨t⟩ 9
2−2κ∥eγΨ∂2

yw(t)∥2H3,0dt 6 CeCM0ε2. (5.9)

特别地, 如果选取 ε 充分小, 以至于 CeCM0ε2 6 c1, 即 ε 6
√

c1
C e−

1
2CM0 , 则可以从 (5.9) 中推导出, 对

于任意 T 6 T ⋆, 成立

∥⟨t⟩ 9
4−κeγΨ∂yw∥2L∞

T (H3,0) +

∫ T

0

⟨t⟩ 9
2−2κ∥eγΨ∂2

yw(t)∥2H3,0dt 6 c1,

这与 (5.4) 给出的 T ⋆ 的定义相违背. 从而, 由标准的连续性讨论可知 T ⋆ = +∞. 再结合估计式

(5.7)–(5.9) 就完成了定理 1.1 的证明.
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附录 A 关于剪切流的注释

如果剪切流的方程 (1.3) 中不含有可控力 f(t, y), 则 us 满足方程

∂tu
s − ∂2

yu
s = U ′(t),

us|y=0 = 0, lim
y→+∞

us = U(t),

us|t=0 = us
0, 其中 us

0(0) = 0.

(A.1)

运用对称性的延拓, 可发现 (A.1) 的解满足如下显式表达式:

us(t, y) =
1

2
√
πt

∫ +∞

0

(e−
(y−z)2

4t − e−
(y+z)2

4t )us
0(z)dz +

1√
π

∫ t

0

U ′(s)

∫ y

2
√

t−s

− y

2
√

t−s

e−z2

dzds. (A.2)

478

https://www.ams.org/journals/jams/2015-28-03/S0894-0347-2014-00813-4/S0894-0347-2014-00813-4.pdf
https://doi.org/10.1017/S1474748016000323
https://doi.org/10.1017/S1474748016000323
https://doi.org/10.1007/s40818-019-0063-6
https://doi.org/10.1090/S0894-0347-09-00652-3
https://doi.org/10.24033/asens.2270
https://doi.org/10.24033/asens.2270
https://doi.org/10.1007/s00205-015-0942-2
https://doi.org/10.1016/j.jde.2021.02.003
https://doi.org/10.1137/S0036141002412057
https://doi.org/10.1002/cpa.21595
https://doi.org/10.1007/s00205-021-01654-3
https://doi.org/10.1007/s00205-021-01654-3
https://doi.org/10.1007/s002200050304
https://doi.org/10.1016/j.aim.2024.109517
https://doi.org/10.1016/S0001-8708(03)00046-X
https://doi.org/10.1016/j.jde.2017.08.046
https://doi.org/10.1016/j.jfa.2016.01.004


中国科学 : 数学 第 54 卷 第 3 期

记 ws def
= ∂yu

s. 由于 us
0(0) = 0, 对 (A.2) 作用 ∂y, 再分部积分, 得到

ws(t, y) =
1

2
√
πt

∫ +∞

0

(e−
(y−z)2

4t + e−
(y+z)2

4t )ws
0(z)dz +

1√
π

∫ t

0

U ′(s)√
t− s

e−
y2

4(t−s) ds. (A.3)

命题 A.1 设 U(t) 是一个非增函数且 us 是 (A.1) 充分光滑的解. 若

∂yu
s(t, y) > 0, ∀ t > 0, y > 0, (A.4)

则有

U(t) > 1

3
t−

2
3

∫ 1

0

U(s)ds, 对于任意 t > 1. (A.5)

证明 注意到
∫ +∞
0

ws
0(y)dy =

∫ +∞
0

∂yu
s
0(y)dy = U(0)− us

0(0) = U(0), 可推导出

1

2
√
πt

∫ +∞

0

(e−
(y−z)2

4t + e−
(y+z)2

4t )ws
0(z)dz 6 1√

πt

∫ +∞

0

ws
0(z)dz =

U(0)√
πt

,

再运用 (A.3) 和 (A.4), 可得

0 6 ws(t, y) 6 U(0)√
πt

+
1√
π

∫ t

0

U ′(s)√
t− s

ds =
U(t)√
πt

+
1√
π

∫ t

0

U ′(s)

(
1√
t− s

− 1√
t

)
ds. (A.6)

观察到

1√
t− s

− 1√
t
=

√
t−

√
t− s√

(t− s)t
=

s√
(t− s)t(

√
t+

√
t− s)

> s

2t
3
2

, U ′(t) 6 0,

从 (A.6) 推导出 2tU(t) +
∫ t

0
sU ′(s)ds > 0. 注意到由分部积分知

∫ t

0
sU ′(s)ds = tU(t)−

∫ t

0
U(s)ds, 从而,

3tU(t) >
∫ t

0

U(s)ds. (A.7)

记 Φ(t)
def
=

∫ t

0
U(s)ds, 则

Φ′(t) > Φ(t)

3t
⇒ d

dt
(t−

1
3Φ(t)) > 0,

这说明对于任意 t > 1, 都有 Φ(t) > t
1
3Φ(1). 将以上的不等式代入到 (A.7), 可得

U(t) > 1

3t
Φ(t) > 1

3
t−

2
3

∫ 1

0

U(s)ds, 对于任意 t > 1,

即 (A.5) 得证.

注 A.1 由于 limy→+∞ us(t, y) = U(t), 所以在命题 A.1 的假设下, 成立 (A.5), 从而

∥us(t)∥L∞
v

> U(t) > ct−
2
3 , 对于任意 t > 1. (A.8)

同时, 由于 us(t, 0) = 0, 所以对于任意 δ ∈ (0, 1), 成立

∥us(t)∥L∞
v

=

∥∥∥∥∫ y

0

ws(t, y′)dy′
∥∥∥∥
L∞

v

6
∥∥∥∥∫ y

0

e−δΨ(t,y′)dy′
∥∥∥∥
L∞

v

∥eδΨws(t)∥L∞
v

6 Cδ⟨t⟩
1
2 ∥eδΨws(t)∥L∞

v
.
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而由于 limy→+∞ ws = 0, 所以

∥eδΨws(t)∥L∞
v

6
∥∥∥∥eδΨ(t,y)

∫ ∞

y

e−δΨ(t,y′)dy′
∥∥∥∥
L∞

v

∥eδΨ∂yws(t)∥L∞
v

6 Cδ⟨t⟩
1
2 ∥eδΨ∂yws(t)∥L∞

v
.

因此, 利用 (A.8), 可推导出对于任意 t > 1, 成立

∥eδΨws(t)∥L∞
v

> cδ⟨t⟩−
1
2 · t− 2

3 > cδ⟨t⟩−
7
6 , (A.9)

∥eδΨ∂yws(t)∥L∞
v

> cδ⟨t⟩−
1
2 · ⟨t⟩− 7

6 > cδ⟨t⟩−
5
3 . (A.10)

容易发现, 在估计 (A.10) 成立的情形下, 不可能成立 (1.11) 中要求的∫ ∞

0

⟨t⟩4−2κ∥e
γ0y2

8⟨t⟩ ∂yw
s(t)∥2L∞

v
dt < ∞.

这启发了我们, 按照本文的研究思路, 如果不加入一个可控的外力项, Prandtl 方程 (1.1) 在单调剪切

流附近的小初值也无法证明其在 Sobolev 空间中的整体适定性.

接下来计算几个无外力项演化的单调剪切流的例子, 与刚刚指出的一样, 它们的长时间衰减速率

都不够满足定理 1.1 要求的 (1.10) 和 (1.11).

例 A.1 当 (A.1) 中的 U(t) = 1 时, 对于满足以下估计的初值:

C1e
− y2

4K 6 ∂yu
s
0(y) 6 C2e

− y2

4K ,

由 (A.3) 推导出

C1

(
1 +

t

K

)− 1
2

e−
y2

4(t+K) 6 ∂yu
s(t, y) 6 C2

(
1 +

t

K

)− 1
2

e−
y2

4(t+K) .

例 A.2 当 (A.1) 中的 ∂yu
s
0(y) = e−

y2

4K 并且 U(t) =
√
Kπ⟨t⟩−σ 时, 由 (A.3) 推导出

ws(t, y) =

(
1 +

t

K

)− 1
2

e−
y2

4(t+K)

(
1− σ

√
t+K

∫ t

0

⟨s⟩−σ−1

√
t− s

e−
(s+K)y2

4(t−s)(t+K) ds

)
.

容易观察到上式的被积函数在 y = 0 处取最大值, 从而

ws(t, y) >
(
1 +

t

K

)− 1
2

e−
y2

4(t+K)

(
1− σ

√
t+K

∫ t

0

⟨s⟩−σ−1

√
t− s

ds

)
.

特别地, 当 σ = 1
2 时, 成立∫ t

0

⟨s⟩− 3
2

√
t− s

ds = 2

∫ √
t

0

(⟨t⟩ − x2)−
3
2 dx = 2⟨t⟩−1

∫ √
t

⟨t⟩

0

(1− y2)−
3
2 dy = 2

√
t

⟨t⟩
,

这给出了

ws(t, y) >
(
1 +

t

K

)− 1
2

e−
y2

4(t+K)

(
1−

√
t+K

√
t

⟨t⟩

)
=

(2−K)t+ 1

⟨t⟩(⟨t⟩+
√
t(t+K))

(
1 +

t

K

)− 1
2

e−
y2

4(t+K) .

对于 K = 2,这个下界的衰减近似于 ⟨t⟩− 5
2 e−

y2

4(t+2) . 对于 K < 2, 它的衰减近似于 ⟨t⟩− 3
2 e−

y2

4(t+K) . 但是,

在这种情形下, 它的上界不可能满足这样的衰减.
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附录 B gk 满足的方程的推导

这里, 给出方程 (3.5) 的推导过程. 将 (3.2) 中第一个方程乘以 −∂y(w
s+w)

ws+w , 然后将得到的等式与

(3.2) 中第二个方程相加便得到

∂t∂
k
xw − ∂2

y∂
k
xw + (us + u)∂k+1

x w − ∂y(w
s + w)

ws + w
(∂t∂

k
xu− ∂2

y∂
k
xu+ (us + u)∂k+1

x u)

= [u; ∂k
x ]∂xw + [∂yw; ∂

k
x ]v −

∂y(w
s + w)

ws + w
([u; ∂k

x ]∂xu+ [w; ∂k
x ]v). (B.1)

首先处理 (B.1) 中的第二行,

[u; ∂k
x ]∂xw + [∂yw; ∂

k
x ]v −

∂y(w
s + w)

ws + w
([u; ∂k

x ]∂xu+ [w; ∂k
x ]v)

= ∂y([u; ∂
k
x ]∂xu+ [w; ∂k

x ]v)−
∂y(w

s + w)

ws + w
([u; ∂k

x ]∂xu+ [w; ∂k
x ]v)

= (ws + w)∂y

(
[u; ∂k

x ]∂xu+ [w; ∂k
x ]v

ws + w

)
.

这恰好是 gk 的方程 (3.5) 中的倒数第二项.

对于 (B.1) 中左边的项, 我们发现

∂t∂
k
xw − ∂2

y∂
k
xw + (us + u)∂k+1

x w − ∂y(w
s + w)

ws + w
(∂t∂

k
xu− ∂2

y∂
k
xu+ (us + u)∂k+1

x u)

= ∂tgk − ∂2
ygk + (us + u)∂xgk +

[
∂t − ∂2

y + (us + u)∂x;
∂y(w

s + w)

ws + w

]
∂k
xu.

而直接计算可得[
∂t;

∂y(w
s + w)

ws + w

]
∂k
xu =

(
∂t∂y(w

s + w)

ws + w
− ∂y(w

s + w)

ws + w

∂t(w
s + w)

ws + w

)
∂k
xu,

−
[
∂2
y ;

∂y(w
s + w)

ws + w

]
∂k
xu =

(
−

∂3
y(w

s + w)

ws + w
+ 3

∂y(w
s + w)

ws + w

∂2
y(w

s + w)

ws + w

− 2

(
∂y(w

s + w)

ws + w

)3)
∂k
xu− 2

(
∂2
y(w

s + w)

ws + w
−
(
∂y(w

s + w)

ws + w

)2)
∂k
xw,[

(us + u)∂x;
∂y(w

s + w)

ws + w

]
∂k
xu =

(
(us + u)∂x∂y(w

s + w)

ws + w
− ∂y(w

s + w)

ws + w

(us + u)∂x(w
s + w)

ws + w

)
∂k
xu.

同时对剪切流的方程 (1.3) 作用 ∂y, 得到

∂tw
s − ∂2

yw
s = ∂yf(t, y),

∂yw
s|y=0 = −U ′(t)− f(t, 0), lim

y→+∞
ws = 0,

ws|t=0 = ws
0 = ∂yu

s
0,

(B.2)

由此及 (3.1), 推导出[
∂t − ∂2

y + (us + u)∂x;
∂y(w

s + w)

ws + w

]
∂k
xu
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=

(
(∂t − ∂2

y + (us + u)∂x)∂y(w
s + w)

ws + w
− ∂y(w

s + w)

ws + w

(∂t − ∂2
y + (us + u)∂x)(w

s + w)

ws + w

)
∂k
xu

− 2

(
∂2
y(w

s + w)

ws + w
−
(
∂y(w

s + w)

ws + w

)2)(
∂k
xw − ∂y(w

s + w)

ws + w
∂k
xu

)
=

(
−(ws + w)∂xw − ∂y(v∂y(w

s + w))

ws + w
+

∂y(w
s + w)

ws + w

v∂y(w
s + w)

ws + w

)
∂k
xu

+

(
∂2
yf

ws + w
− ∂y(w

s + w)

ws + w

∂yf

ws + w

)
∂k
xu− 2∂y

(
∂y(w

s + w)

ws + w

)
gk

=

(
∂y

(
∂yf

ws + w

)
− ∂xw − ∂y

(
∂y(w

s + w)

ws + w
v

))
∂k
xu− 2∂y

(
∂y(w

s + w)

ws + w

)
gk.

将以上的等式代入 (B.1), 至此完成了 (3.5) 的证明.

Global stability of monotone shear flows for the 2-D Prandtl
system in Sobolev spaces

Ning Liu & Ping Zhang

Abstract Given initial data that is a small perturbation to the initial value of some shear flow, which is
monotonic with respect to the y variable and decays sufficiently fast at large time, we prove the global well-
posedness of the two-dimensional Prandtl system in Sobolev spaces. The main idea of the proof is to combine the
non-linear cancelation property that was proposed by Masmoudi and Wong (2015) with the good quantity that
was introduced by Paicu and Zhang (2021) which leads to a faster large-time decay estimate of the solution. The
reason why we add a force term in the shear flow equation is that there does not exist any monotonic shear flow
with such large-time decay rates as required by our assumption.
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