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摘要  高速铣削是高性能加工的重要支撑技术, 获取无颤振铣削工艺参数是保证铣削加工精

度、提高加工效率的前提. 再生颤振是引起铣削过程失稳的主要因素, 考虑再生效应的动态铣

削过程可以表述为含周期系数矩阵的时滞微分方程组. 本文从时滞动力系统的动态响应数值

求解的角度, 对基于动力学模型的铣削颤振稳定性时域(半)解析方法以及应用进行了综述, 着

重介绍了基于积分方程的半解析方法, 并展望了铣削过程稳定性分析的发展趋势.  
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高速铣削具有在加工过程中保持相对低的切削

力、保证高加工精度的同时又能获得高材料去除率的

优势, 因而广泛应用于航空、航天、船舶、模具及汽

车等领域的复杂零件制造. 目前高速铣削加工的研究

工作主要体现在三个方面: 刀具轨迹规划、加工过程

动力学和加工过程多物理场仿真. 刀具轨迹规划是根

据零件模型、加工方案和误差要求生成刀具运动路径

的过程 [1~5], 属于运动学层面的工作. 而从动力学角

度看, 铣削加工过程中刀具-工件间的相对振动是降

低产品表面质量、限制生产效率的主要原因, 通过优

化工艺参数抑制振动影响需要解决以下两个问题:  

(1) 基于铣削过程动力学模型的铣削过程颤振

稳定性分析 . 加工过程中的颤振是一种不稳定的自

激振动 , 按照颤振机理的不同 , 可以分为再生颤

振[6]、模态耦合颤振[7]、摩擦颤振[8]和力-热颤振[9]. 就

铣削加工过程而言 , 再生颤振是引起加工过程失稳

及降低零件加工质量和生产效率的主要因素 [10,11]. 

目前国内外学者对铣削过程稳定性分析的工作集中

在从铣削过程动力学模型出发寻找由工艺参数构成

的加工过程稳定边界.  

(2) 在稳定性分析的基础上的动态加工误差分

析. 由于存在强迫振动, 铣削过程的无颤振工艺参数

尚不足以保证所期望的加工精度 . 由加工过程振动

诱导的动态加工误差包括表面位置误差(surface lo-

cation error, SLE)[12]和表面粗糙度[13]. 同时考虑无颤

振和动态加工误差约束是优化选取工艺参数以实现

高效率、高精度铣削的关键.  

1  铣削过程动力学模型 

不失一般性, 只计及刀具柔性的 2 自由度集中参

数动力学模型如图 1 所示, 其中j(t)为第 j 刀齿的角

位移,  为主轴转速(单位: r min−1), ae 为径向切深, f 

为工件相对刀具的进给方向, Ft, j 和 Fr, j 分别为第 j 刀

齿受到的切向和径向切削力分量.  

图 1 所示动力学系统的控制方程可以表示为[14~16]:  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ct t t t t t T     Mq Cq Kq K q q , (1) 

其中, M , C , K及 ( )tq 分别表示刀具模态质量矩阵, 

阻尼矩阵, 刚度矩阵及模态坐标; T 为时滞量, 等于

刀齿切削周期, 即 T = 60/(N), 其中 N 是刀齿数; 

Kc(t)表示切削力系数矩阵(详细推导可参考文献[14]), 

满足 ( ) ( )c ct t T K K , 定义为 

 
( ) ( )

( )
( ) ( )

p xx p xy

c
p yx p yy

a h t a h t
t

a h t a h t

  
  

   
K ,  (2) 

其中 , pa 为轴向切深 , ( )xxh t , ( )xyh t , ( )yxh t 和 ( )yyh t

分别为 



 
 
 

 

  2923 

评 述 

 

图 1  计及刀具柔性的 2 自由度集中参数动力学模型 
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在(3)~(6)式中, tK 和 nK 为线性化切向与法向切

削力系数, ( )j t 表示第 j 刀齿的角位移:  

 ( ) (2π / 60) ( 1) 2π /j t t j N     . (7) 

窗函数  ( )jg t 定义为:  

   st ex1 ( ) mod π ,
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其中, st 和 ex 为第 j 刀齿的切入和切出角; 对于顺

铣 , st arccos(2 / 1)ea D   , 同时 ex π  ; 对于逆铣 , 

st 0  , 同时  ex arccos(1 2 / )ea D   , /ea D 为径向

浸入比(径向切深/刀具直径).  
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可转化为如下状态空间形式:  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t T   x Ax B x x , (9) 

其中,  
1 1

1 1

2

4 2

 

 

 
    

M C M
A

CM C K CM
, 

0 0
( )

( ) 0c

t
t

 
  
 

B
K

. 

由于刀具的几何参数以及刀具-刀柄-主轴的结

合面参数均十分复杂 , 解析或数值获取刀具动力学

模型参数 M , C和 K 十分困难. 目前常用的获取刀

尖频响函数的方法可分两大类: (1) 实验法, 即基于

力锤冲击的模态实验方法 [14], 该方法简单易操作 , 

但缺点在于对于不同的刀具-刀柄-主轴组合均需实

施模态试验, 工作量大; (2) 实验-解析法, Schmitz等

人 [17,18]提出了导纳耦合子结构分析(RCSA)方法, 该

方法可用于获取刀具-刀柄-主轴的结合面动力学参

数, 并解析预报刀尖点频响函数, 从而大幅减少模态

实验锤击次数.  

对于切削力系数 Kt 和 Kn 的辨识, 主要方法有:  

(1) 基于静力学模型的实验标定法[14,19], 即针对选定

的刀具-工件组合, 实测若干组工艺参数下的切削力

后标定模型中的切削力系数; (2) 基于正交切削试验

数据的力学建模方法 [20,21], 只需知道工件材料的正

交切削数据 , 即可确定不同刀具参数与工艺参数下

切削力模型中的待定系数.  

对于考虑刀具和工件多模态效应的铣削动力学

模型可分别参考文献[16]和[22], 对于耦合模态效应

的建模可参考文献[23].  

需要说明的是 , 直接通过试切实验获取振动信

号也可以判断加工过程的稳定性 . 这类方法的优点

是无需建立动力学模型 , 如根据加工过程的切削力

信号 [24]或者主轴电流信号 [25]来判断是否发生颤振 . 

但这类方法的缺点也明显: 需据不同的加工参数做

很多组试切实验才能确定工艺参数稳定边界 , 实验

工作量极大 . 本文主要内容是讨论如何从动力学方

程(9)出发计算稳定边界.  

2  基于模型的铣削稳定性分析与动态加工

误差计算 

与通常的无时滞周期系统相比, 方程(9)中由于

存在时滞, 其单值算子(monodromy operator)和相空

间均为无穷维, 且具有无穷多特征乘子, 导致运动稳

定性分析困难 . 国内外学者针对这一类时滞微分方

程组, 已提出多种近似计算方法, 用以预报由临界加

工参数构成的铣削过程稳定性边界 . 这些方法大致
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可以分为数值法和解析(或半解析)法两大类.  

2.1  铣削稳定性分析方法 

(1) 数值法 .  数值法的本质是直接求解原始时

滞微分方程获取铣削过程动态响应的时间历程 , 再

根据此响应的振动幅值是否发散(或者由响应构造的

时域稳定判据)来确定加工过程的稳定性.  

Sridhar 等人[26]提出了一种计算系统状态转移矩

阵的数值算法. Tlusty 等人[27,28]提出了基于差分格式

的时域系统动态响应计算方法. Smith 和 Tlusty[29]提

出以仿真计算得到的切削力峰 -峰值 (peak-to-peak, 

PTP)作为颤振发生的判据. Davies等人[30,31]提出了一

种离散映射法预报出了小径向切深工况的附加不稳

定区域(倍周期分岔). Campomanes和 Altintas[32]提出

了一种改进的时域计算方法 , 并采用动态切厚与名

义静态切厚的比值作为颤振发生的判据 . 李忠群和

刘强[33]提出了基于 Runge-Kutta法的铣削稳定性时域

分析方法.  

直接时域仿真计算可以考虑非线性切削力、刀具

振动时的时变径向浸入边界等复杂的非线性效应 , 

是目前为止最通用的方法, 但其计算效率比解析(或

半解析)法低得多[10].  

(2) 解析(或半解析)法.  解析(或半解析)法的本

质是通过对原始时滞微分方程做合理的近似 , 构造

有限维单值算子逼近无限维单值算子 , 从而降低稳

定性分析难度、提高计算效率.  

Minis 和 Yanushevsky[34]基于周期微分方程理论

提出了使用 Nyquist稳定性判据计算稳定边界的方法. 

Altintas 和 Budak[35,36]将时滞微分方程组转入频域表

示, 并忽略周期力系数矩阵 Fourier 展开式的高阶项

以及结构的交叉传递函数项 , 提出了在频域中解析

计算铣削稳定边界的单频率法  (zeroth order ap-

proximation, ZOA 法). 单频率法[35]在扫描预期的主

轴转速范围时 , 由临界切深的解析计算式直接确定

与固定转速相对应的临界轴向切深 , 故具有极高的

计算效率 , 但是该方法过于简化而不能预报小径向

切深工况下出现的倍周期分岔. Merdol 和 Altintas[37]

随后又扩展了多频率法 [36]解决了这个问题. 多频率

法考虑了周期力系数矩阵的 Fourier 高阶展开项, 在

计算过程中需要迭代搜索颤振频率而不再具有临界

切深的解析表达式. 多年来, Altintas 课题组将频率

法推广应用于球头刀铣削、不等距齿铣削、考虑轴向

振动的三维铣削、变螺旋角铣削和插铣等工况判稳, 

在学术界产生了很大的影响.  

Bayly 等人[38]先针对单自由度铣削情况, 提出了

时域有限元分析法(temporal finite element analysis, 

TFEA) 判断切削过程的稳定性, 随后又将该方法扩

展应用于 2自由度铣削情况. 时域有限元分析法假设

切入时间区段上的位移模式 , 再通过加权残值法获

取一个刀齿切削周期上的 Floquet 状态转移矩阵, 最

后由 Floquet 理论判断铣削稳定性. Mann 和 Patel[39]

随后又给出了 TFEA法的状态空间描述. Garg等人[40]

借助于网格加密的想法 , 将该方法扩展应用于一般

的含周期系数参数激励的时滞系统稳定性分析.  

Insperger 和 Stépán[41,42]提出了用于铣削过程稳

定性预报的半离散法(semi-discretization method). 该

方法等距离散时间周期后 , 在每一小时间区段上对

时滞项做加权平均 , 同时对周期系数矩阵做零阶平

均, 从而将时滞微分方程转化成一系列常微分方程. 

在此基础上 , 构造一个刀齿切削周期上的系统状态

转移矩阵, 同样基于 Floquet 理论判断铣削稳定性. 

Insperger 和 Stépán 随后又提出了一阶半离散法[43], 

即通过对离散后的时滞项做一阶逼近以提高原半离

散法的收敛性 . 龙新华等人用半离散法分析了考虑

刀齿跳出效应的多时滞铣削过程稳定性[44]及变转速

工况的铣削稳定性 [45]. 李中伟等人 [46]提出了基于

Magnus-Gaussian 截断的改进半离散法. 宋清华等人

使用半离散法分析了刀具偏心 [47]以及小径向切深下

进给量 [48]对铣削稳定性的影响. 万敏等人 [49]提出了

考虑铣削过程多时滞效应的统一的半离散法.  

除了以上方法, Olgac 和 Hosek[50]提出了使用时

滞系统根轨迹判断加工过程稳定性的方法 , 并将之

推广应用于不等距齿铣削判稳[51]. Ulsoy 等人提出了

基于 Lambert W 函数的加工稳定性分析方法 [52,53]. 

Butcher 等人提出了 Chebyshev 多项式法 [54]和

Chebyshev配点法[55]用以预报铣削过程稳定性.  

2.2  动态加工误差计算方法 

目前计算表面位置误差的主要方法有数值计算

法[12], 频域法[56], 时域有限元分析法[16,57,58]以及谐波

平衡法 [59]. 其中时域有限元分析法是一种可以同步

预报铣削稳定性与加工误差的半解析方法 , 而且由

于该方法在计算加工误差的过程中使用了不动点计

算的技巧, 其计算效率远高于频域法[58].  
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目前国际上主流的铣削稳定性判别半解析法在

计算效率和通用性上均存在着一定的不足 . 高速加

工的特点是高转速、高进给、时变径向切深, 因此需

要能够预报加工稳定性和动态加工误差的高效率、通

用计算方法.  

3  时域半解析方法 

时域半解析法的基本思想是应用数值法计算时

滞周期系数微分方程组在单周期内离散时刻的响应, 

构造出单周期上逼近原微分动力系统的离散动力系

统 , 并获得单周期上的系统状态转移矩阵 , 再根据

Floquet 定理, 由转移矩阵的谱半径是否小于 1 来判

断系统是否稳定. 从现代数值分析的角度考虑, 动态

系统响应的数值求解有三种技术 : 基于微分方程的

技术、基于变分法的技术和基于积分方程的技术. 半

离散法和时域有限元法恰好对应前两种数值技术 , 

由于积分方程具有高精度的数值算法 , 这就启发我

们可以从数值积分的角度构造第三类时域方法 . 以

此为出发点 , 我们提出了积分方程框架下的铣削加

工稳定性判别新方法——全离散法 [61]和数值积分

法[62]. 下面对这些方法做一简要的对比.  
 

3.1  基于微分方程的半解析法 

半离散法[42]分析(9)式稳定性的第一步是等距离

散时间周期T 为 m 个小时间区段, 即T m (其中 m

为 正 整 数 ). 在 每 一 个 时 间 区 段 ( 1)k t k    , 

0, , )k m   上, 以 ( )k kx x 为初始条件, 通过离散

时滞项 ( )t Tx 同时对每一小时间区段上的时滞项做

加权平均 , 并对周期系数项 ( )tB 做分片零阶平均处

理, (9)式化简为如下常微分方程:  

    1

1
( ) ( )

2k k k k k m k mt t    x A+ B x B x + x , (10) 

其中 

 
11

( )d
k

k

t

k
t

t t




 B B . (11) 

由(10)式可以解出 1 ( )k k   x x :  

 
   

   

1

1

1

1
exp ( ) exp[( ) ]

2

 .

k k k k

k k k m k m

 



  

  



x A+ B x A+ B I

A+ B B x + x (12)

 

(12)式可表示为 

 1k k k y S y , (13) 

其中 1col( , , , )k k k k m  y x x x ,  

         1 11 1
exp ( ) exp ( ) exp ( )

2 2

.

k k k k k k k

k

        
 
 
   
 
 
 
  

A+ B A+ B I A+ B B A+ B I A+ B B

I

IS

I

I






     



0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 

 

在此基础上, 由(13)式可构造一个刀齿切削周期

上的近似 Floquet 转移矩阵:  

 1 1 2 0m m  Ψ S S S . (14) 

最后据(14)式, 可由 Floquet 理论判断铣削稳定

性:  

   1

1

max 1

1


  
 
 

定

定 ,

不 定,

Ψ

稳
稳
稳
边界  (15) 

其中, ( )  表示矩阵的谱半径.  

3.2  基于加权残值法的半解析法 

时域有限元分析法 [63]假设切入时间区段上的位

移模式 , 再通过加权残值法获取一个刀齿切削周期

上的系统状态转移矩阵. 以 t0表示刀具离开工件的时

刻, tf表示刀具离开工件后自由振动的时段长, 并记 tc
为刀具切入工件的时段长(强迫振动时段长). 首先将

强迫振动时段时间段 0 0[ , ]ft t t T  等距划分为 m 个

小时间段, 每一小时间步 ( )fT t m   . 响应的每个

采样时间点为 0 ( 1)i ft t t i     , 其中 1, , 1i m 
且 1 0( ) ( )ft t t x x .  

对于时段 1[ , ]i it t  , 1, ,i m  , 假设状态函数和

时滞状态函数分别为:  

 
3

1

( ) ( )n
i ik k

k

t  


x a , (16) 

 
3

1

1

( ) ( )n
i ik k

k

t T  



 x a , (17) 
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其中 , ( )k  为 Legendre 多项式 ,  为局部时间

0    , n
ika 表示第 n 周期中  1,i it t  时段上的第 k 个

状态值.  

为了表示上的简单, 设 2m  , 将(16), (17)式代

入(9)式, 并由加权残值法可得  

 

11
1 1 1
11 12 13 12
1 1 1
21 22 23 21

2 2 2
11 12 13 22
2 2 2
21 22 23 23

1 1 1
11 12 13
1 1 1

21 22 23
2 2 2

11 12 13
2 2 2

21 22 23

 

exp( )

n

n

n

n

n

ft

  
  
  
  
  
  
     

 
 
 
 
 
 
 
 

I a

N N N a

N N N a

N N N a

N N N a

A a

P P P

P P P

P P P

P P P

0 0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

1
11

1
12

1
21

1
22

1
23

,

n

n

n

n

n











 
 
 
 
 
 
 
 

a

a

a

a

 

(18)

 

其中 

  
0

( ) ( ) ( ) ( )di
pk k k p


         N I A B , (19) 

 
0

( ) ( )di
pk k p


     P B , (20) 

( )p  为 Legendre 多项式 , 即 1( ) 1   , 2 ( )    

2( / ) 1   .  

(18)式可以表示为紧凑的形式: 1n nGa Ha , 并

可得 Floquet 转移矩阵:  

 1
2

Ψ G H . (21) 

同理可根据 Floquet 理论由 2Ψ 的谱半径判断铣

削稳定性.  

3.3  基于积分方程的半解析方法 

在(9)式中 , 考虑到  ( ) ( ) ( )t t t T B x x 是齐次方

程 ( ) ( )t tx Ax 的非齐次项, (9)式的解可以表示为 
 

  
0

0 0( ) exp[ ( )] ( )

 exp[ ( )] ( ) ( ) ( ) d ,
t

t

t t t t

t T    

 

   

x A x

A B x x
 

(22)
 

其中 0( )tx 为系统在 0t t 时刻的状态值.  

(1) 全离散法 .  全离散法 [61]分析(22)式稳定性

的第一步也是等距离散时间周期T 为 m 个小时间区

段, 即T m (其中 m 为正整数). 在每一个时间区段

[ ,( 1) ]k k  , 0, , )k m   上, 以 ( )k kx x 为初始条

件, (22)式可重新表示为如下的积分格式( 0 t   ):  



 
0

( ) exp( ) ( ) exp( ) ( )

 ( ) ( ) d .

t

k t t k k t

k t k t T

    

    

    

       

x A x A B

x x
 
(23)

 

对于(23)式, 令 t  , 并在时间区段 [ ,( 1) ]k k 
对周期系数项 ( )k   B 、状态项 ( )k   x 和时

滞项 ( )k T    x 同时做线性逼近, 并积分可得 

   
   

1

1 1 0 0,

1 1

1 1 1 1 ,

k k k k

k m k m k m k m



 

 

     

  

   

x I F F F x

I F F x I F F x
 
(24)

 

其中 

 0 0F Φ , (25) 

    ( ) ( )
0, 2 0 3 1/ /k k

k   F Φ B Φ B , (26) 

    ( ) ( )
1 1 2 0 2 3 1/ /k k

k      F Φ Φ B Φ Φ B , (27) 

 1 1m k  F F , (28) 

 0,m k F F , (29) 

 
0 1 2

0

2
3

0 0

exp( ), exp( )d ,

exp( )d , exp( )d .



 

  

     

   

  



 

Φ A Φ A Φ

A Φ A
 

(30)
 

(24)式可表示为 

 1k k k y E y , (31) 

其中 1col( , , , )k k k k m y x x x ,  

       1 1 1

1 0 0, 1 1 1k k k m k m

k

  

   
    
 
 
 
 
 
 
 
  

I F F F I F F I F F

I

IE

I

I






     



0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

.               (32) 

由 (31)式可构造一个刀齿切削周期上的近似

Floquet 转移矩阵:  

 3 1 2 0m m  Ψ E E E . (33) 

同样可根据 Floquet 理论由 3Ψ 的谱半径判断铣

削稳定性. 在全离散法的计算过程中, (30)式所示的

矩阵指数函数只与转速有关, 而与切深无关. 半离散

法(12)式所涉及的矩阵指数函数 exp[( ) ]k A+ B 则同

时依赖转速和切深. 因此在“轴向切深-转速”参数平
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评 述 

面上计算稳定边界时 , 全离散法较之半离散法可用

大幅提升计算效率.  

若对周期系数项 ( )k   B 、状态项 (k x  

) 和时滞项 ( )k T    x 做更高阶的逼近, 则易

构造出具有更高收敛性的判稳算法 [64]. 同时 , 该方

法可推广用于多时滞情况[65]的稳定性分析.  

(2) 数值积分法 .  对于时间区段的划分 , 数值

积分法[62]类似于时间有限元法, 用 t0 表示刀具离开

工件的时刻, tf 表示刀具离开工件后自由振动的时段

长, 并记 tc 为刀具切入工件的时段长(强迫振动时段

长). 当刀具与工件不接触时 , (22)式中的 ( )B 项等

于零 , (22)式退化为 0 0( ) exp[ ( )] ( )t t t t x A x . 在自由

振动结束的时, 即 0 ft t t  时刻, 状态项为 

 0 0( ) exp( ) ( )f ft t t t x A x . (34) 

接下来处理强迫振动时段 0 0[ , ]ft t t T  . 首先将

时间段 0 0[ , ]ft t t T  等距划分为 m个小时间段, 每一

小时间步 ( )fT t m   . 响应的每个采样时间点为

0 ( 1)i ft t t i     , 其中 1, , 1i m  且 1 0( ) (t t x x  

)ft .  

在采样时间点 it ( 2, , 1i m  ), ( )itx 的表达式为 

 


 
1

1 1( ) exp[ ( )] ( ) exp[ ( )]

 ( ) ( ) ( ) d .

i

i

t

i i i i i
t

t t t t t

T



   


    

  

x A x A

B x x
 
(35)

 

这是一个第二类 Volterra 积分方程[66], 此处使用

牛顿-柯特斯公式来简化求解该式 . 由梯形公式 [67], 

(35)式可近似表示为:  

 



 

1 1

1 1 1

1

( ) exp[ ( )] ( )

 exp[ ( )] ( )( ( )
2

 ( )) ( ) ( ) ( ) .

i i i i

i i i i

i i i i

t t t t

t t t t

t T t t t T


 

  



 

 

    

x A x

A B x

x B x x

 

(36)

 

由(34)和(36)式, 可以得出下面的离散动态映射:  

1 1

1 1 1

1 1

( ) ( )

2 2
( ) ( )m m

t t T

t t T

 

 

   
                         

 
x x

I C D D E

x x

, 

    (37) 
其中 

1

exp( )

exp( )

exp( )






 
 
 
 
 
 
  

A

C A

A

 

0

0

0

0

,  

1 2

1 2 3

1

exp( )

,exp( )

exp( ) m m




 

 
 
 
 
 
 
  

A B B

D A B B

A B B

 

0

exp( )ft 
 
   
 
  

A

E




   


0 0

0 0 0

0 0 0

,  

其中 ( )i itB B , 1, , 1i m  .  

单个刀齿切削周期上的状态转移矩阵 4Ψ 可从

(37)式获得, 即 

 1
4

Ψ J L , (38) 

其中 1 12

   
 

J = I C D , 12

   
 

L = D E .  

最后, 同样可由 Floquet 理论判断铣削稳定性. 

在数值积分的基础上 , 我们进一步提出了具有指数

收敛阶的谱方法 [68]以及面向多时滞工况的变步长

法[69].  

如表 1 所示, 比较半离散法获得的(14)式和全离

散法获得的(33)式, 以及 TFEA 法的(21)式和数值积

分法的(38)式, 可知基于积分方程的半解析方法为铣

削过程稳定性分析提供了一个新的分析框架.  

4  基于积分方程的半解析方法的应用 

全离散法和数值积分法除了可用于加工过程稳

定性分析外 , 还可应用于动态加工误差计算和稳定

边界灵敏度分析.  

4.1  稳定性与表面位置误差(SLE)同步预报[70]  

如第 3 节所述, 高性能工艺参数优化的前提是同

步预报加工稳定性边界和动态加工误差. 3.3 节所述

的全离散法做必要的推广 , 即成为继时域有限元分

析法之后第二个可以同步预报铣削稳定性和表面位 

 

表 1  Floquet 转移矩阵比较 

时域半解析方法 Floquet转移矩阵 方程编号 

半离散法[42] 1 1 2 0m m  Ψ S S S  (14) 

时域有限元法[39] 1
2

Ψ G H  (21) 

积分方程 
全离散法[61] 3 1 2 0m m  Ψ E E E  (33) 

数值积分法[62] 1
4

Ψ J L  (38) 
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置误差的半解析方法 . 讨论稳定性与表面位置误差

同步预报问题 , 需考虑稳态切削力作用下的动力学

方程, 此时(1)式修正为:  

   0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ct t t t t t T t      Mq Cq Kq K q q f , 

 (39) 
其中,  

 

 
2

0 2
1

s c s
( ) ( )

s s c

c s
 ,

s c

N
t j j n j

p j t
j t j n j j

te j ne j

te j ne j

K K
t a g t f

K K

K K

K K

  


  

 

 



       
   

    
  

f

(40)

 

为稳态切削力向量, s j 表示 sin j , c j 表示 cos j .  

同样地, (39)式可化为如下状态空间形式:  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t T t    x Ax B x x f , (41) 

其中, 矩阵 A和 ( )tB 与(9)式中相同, 
0

( )
( )

t
t

 
  
 

f
f

0
.  

类似于(23)式, 在时间区段 [ ,( 1) ]k k  , (k = 0, 

, )m 上, (41)式的解可以表示为( 0 t   ):  



 
0

0

( ) exp( ) ( ) exp( ) ( )

 ( ) ( ) d

exp( ) ( )d .

t

t

k t t k k t

k t k t T

k t

    

    

   

    

      

  





x A x A B

x x

A f

 

(42)

 

(42)式中, 令 t  , 并对的四个时变项, 周期系

数 项 ( )k   B 、 状 态项 ( )k   x 、 时 滞 项

( )k T    x 和静态力项 ( )k   f 同步做相应

的线性逼近, 并积分可得  

     
 

1 1

1 1 0 0, 1 1 1

1

1 ,

k k k k k m k m

k m k m k

 

     



 

    

  

x I F F F x I F F x

I F F x P
 

其中,  

 ( ) ( )
1 0 2 1

k k
k  P Φ f Φ f . (44) 

 

使用扩展的状态向量 1 1col( , ,k k k k m     y x x x  

)k mx , (43)式可以写成:  

 1k k k k k  y E y Q P , (45) 

其中 kE 与(32)式相同,  

   1

1col( , , , )k k



 Q I F 0 0 . (46) 

系统在单个时间周期上的状态转移关系可由矩

阵序列  , , 0, , 1k k k k m   E Q P 表出, 即 

 3 0m  y Ψ y P , (47) 

其中, 3Ψ 如(33)式所示, P由下式确定:  

  
2

1 1 1 2 1
0

m

m m m m i i i
i



    


  P Q P E E E Q P . (48) 

第 周期的稳态系数向量可根据不动点原理由

(47)式计算出来:  

   1

3

  y I Ψ P . (49) 

由 
y 即可计算出 SLE 与稳态振动诱导的表面粗糙

度[13].  

4.2  稳定边界灵敏度分析[71] 

Kurdi等人[72]基于时域有限元分析法和有限差分

法提出了铣削稳定边界相对于加工参数的灵敏度分

析方法. 在半解析构造铣削过程 Floquet 状态转移矩

阵的数值积分法的基础上 , 我们可以无需借助任何

差分运算, 获取 Floquet 状态转移矩阵相对于加工参

数的灵敏度半解析表达式.  

由(38)式可以获得 Floquet 状态转移矩阵 4Ψ 对轴

向切深 pa 的导数:  

 1 14
1 12 2pa

         

Ψ
J D D J L , (50) 

以及 4Ψ 对主轴转速 的导数:  

 1 14

  
         

Ψ L J
J J L , (51) 

其中, 

 
 

1

1 2

exp( )
exp( )

d1 d d
,exp( )

2 d 2 d d

exp( )

f

f

m

t

t


   
   



 
  
                      
  

 

A A
A A B

L
D A A B

A A B




    


0
0 0

0
0 0 0

0

0 0 0
0

  

 (52) 

(43) 
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1

1 2

exp( )
1 d d

exp( )
2 d 2 d

exp( )

exp( )
d

.exp( )
d

exp( )

m


   

  











 
 
            
 
  

 
 
 
 
 
 
  

A A B
J

D A A B

A A B

A A

A A

A A

 

 

0

0

0

0

0

0

0

0

            

(53)

 

记 = tC/T. 在(52), (53)式中, 自由振动时段长度

tf 对主轴转速的导数和时间步 对主轴转速的导数为 

  2

d 60
1

d
ft

N


 
   , (54) 

 
2

d 60

d Nm

 
 

  . (55) 

状态转移矩阵 4Ψ 某个特征值相对一般的变量 z

的导数[73]为 

 

4,

,

v u
z

z v u




 


Ψ

, (56) 

其中, v 和 u 分别为和特征值  相关的左、右特征向

量 , 符号 ,    表示两个向量的内积 . 特征值的最大

模对变量 z 的导数等于 

 

max max
max max

max

max
2
z z

z

  


  


, (57) 

其中符号  代表复数  的共轭.  

最后, 类似于文献[72], 在给定的主轴转速 0 及

对应的临界轴向切深 lima 下, 可以求得稳定性边界的

灵敏度表达式:  

 
0 0 0
lim lim lim

max max
d

d
p p p

p

p
a a a a a a

a

a     

 
   

  

 
 

 
. (58) 

上式为基于梯度的铣削加工工艺参数优化以及

加工过程不确定性分析奠定了基础.  

5  结论与展望 

本文介绍了铣削过程稳定性分析的时域半解析

方法的最新进展, 比较了半离散法、时域有限元法、

全离散法和数值积分法的异同 . 着重介绍了在积分

方程框架下的全离散法和数值积分法.  

全离散法打破了经典的在微分方程框架下构造

逼近原始时滞微分方程的离散动力系统的常规思路, 

转而在积分方程框架下给出描述铣削过程动力学的

时滞积分方程, 并基于此方程同步离散时滞状态、当

前状态和周期系数项 , 半解析地构造出系统在单周

期上的 Floquet 状态转移矩阵, 由于在计算过程中所

涉及的矩阵指数函数只依赖于转速而与切深无关 , 

因此具有很高的计算效率. 该方法在通用性上有 4 方

面的优势: (1) 适用于大/小径向切深、大/小轴向切

深、薄壁件铣削等各种工况; (2) 可同时预报表面位

置误差(SLE), 是继时域有限元分析法之后的第二个

可以同步预报铣削稳定性和 SLE 的半解析方法; (3) 

可应用于考虑指数切削力模型、变转速等非线性因素

的铣削动力学系统; (4) 可推广应用于考虑不等距刀

齿加工或刀具偏心的多时滞铣削动力学系统 , 为刀

具参数与加工过程工艺参数同步优化提供动力学依

据. 在全离散法的基础上, 借鉴时域有限元分析法精

细分离铣刀自由振动和强迫振动时段的优点 , 进一

步提出了在积分方程框架下半解析构造铣削过程

Floquet 状态转移矩阵的数值积分法, 并以此为基础

获得了计算过程中无需借助任何差分运算的 Floquet

状态转移矩阵相对于加工参数的灵敏度半解析表达

式 , 为设计基于导数的铣削加工工艺参数优化算法

奠定了基础.  

铣削过程动力学理论与稳定性分析方法的进一

步发展应重点开展以下几方面的工作: (1) 精确的五

轴铣削过程动力学模型 . 如面向侧铣的分布参数刀

具动力学模型、面向难加工材料的低速切削过程阻尼

模型以及更完整的“机床-刀具-工件-夹具”系统动力

学模型等; (2) 基于动力学模型的主动控制策略. 突

破常规的在转速-切深参数平面上选取加工参数的被
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动颤振避免策略, 设计主动控制系统, 合理设计和配

置驱动器和传感器 , 探索调节系统动态保障能控性

和能观性的方法, 拓展系统在“转速-切深”参数平面

上的稳定区域; (3) 与加工过程物理模型的融合. 突

破常规铣削动力学模型只能预报已加工表面几何精

度的局限, 融合加工过程动力学和多物理模型, 发展

高效计算方法探索工艺系统和工艺过程参数对零件

宏/微观性能的影响规律.  
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