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摘要 本文研究带奇点的常 Gauss曲率闭凸超曲面,并证明如下结论: (1)这样的曲面不可能只含有一

个奇点; (2) 当它具有两个奇点时, 该超曲面一定是旋转对称的; (3) 对任意凸多面体, 存在常 Gauss 曲

率的闭凸超曲面, 使得当它的 Gauss 曲率充分小时, 该多面体的顶点恰好是这个超曲面的所有奇点.
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1 引言

Minkowski 问题是一个预定 Gauss 曲率问题. 它是凸几何中的一个经典问题: 给定一个定义在单

位球面上的连续的正函数 f , 是否存在一个闭凸超曲面使其 Gauss 曲率作为法向量的函数恰好为 f .

Minkowski [13] 证明了当 f 满足一定的积分条件时,总是存在这样的超曲面,使其广义 Gauss曲率为 f .

他首先证明了当 f 对应一个离散测度时, 存在一个多面体使其顶点为对应的离散点; 然后利用逼近方

法得到原问题的解. 之后, 多位学者研究了 Minkowski问题,其光滑解的存在唯一性最后在文献 [3,16]

中得到解决.

近年来, 预定 Gauss 曲率问题受到大量研究. 文献 [14,20,22] 研究了 Euclid 空间中 Gauss 曲率作

为位置函数等于给定函数 f 的闭凸曲面的存在性. 文献 [5,11,12] 研究了一类推广的 Minkowski 问题.

另外, Spruck [18] 在 1994 年国际数学家大会 (ICM) 报告中提出带边的局部凸常 Gauss 曲率曲面的存

在性. Spruck 的问题对应于平均曲率 Plateau 问题, 并在文献 [9, 19] 中得到解决.

本文研究具有有限个奇点的常 Gauss曲率闭凸超曲面. 用 K0-超曲面表示具有常 Gauss曲率 K0

的闭凸超曲面, 本文证明以下定理:

定理 1.1 在 Rn+1 中, 不存在只有一个奇点的常 Gauss 曲率闭凸超曲面.
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定理 1.2 设 M 是一个具有两个奇点 p1 和 p2 的 K0- 超曲面, 其中 K0 > 0, 则 M 以过 p1 和

p2 的直线为轴旋转对称, 且这样的 M 唯一.

定理 1.3 设 Q 是 Rn+1 中的凸多面体, 顶点为 p1, . . . , pm (m > 3). 对任意足够小的 K0, 存在

一个具有奇点 p1, . . . , pm 的 K0- 超曲面 M , 并且 M 在这些奇点外是光滑且一致凸的.

定理 1.3 中的凸体 Q 可以是退化的, 即 Q 的维数可以小于 n+ 1. 另外, 如果 K0 不是充分小的,

则一般不存在对应的 K0- 超曲面使得所有顶点 p1, . . . , pm 都位于 M 上. 例如, 当 n = 1 且 m = 3 时,

设连接 p1 和 p2 的线段长度为 ℓ, 若 K0 > 2/ℓ, 则不存在曲率为 K0 且过 p1 和 p2 的曲线.

定理 1.3 的结果可以推广到一般的预定 Gauss 曲率问题. 有如下结论:

定理 1.4 设 Q 为 Rn+1 中的凸多面体, 顶点为 p1, . . . , pm (m > 3). 对于球面上的任意正函数

f , 当 supSn f 充分小时, 一定存在具有奇点 p1, . . . , pm 的闭凸曲面 M , 使得 M\{p1, . . . , pm} 上任意一
点的 Gauss 曲率作为单位外法向量的函数等于 f .

设 M 是 Rn+1 中的闭凸超曲面. 不妨设原点包含在 M 的内部, 并且 M 可以由径向函数表示为

M = {xρ(x) : x ∈ Sn}. 则在球面局部单位正交标架下, M 的 Gauss 曲率由

K =
det(−ρ∇2ρ+ 2∇ρ⊗∇ρ+ ρ2I)

ρ2n−2(ρ2 + |∇ρ|2)(n+1)/2
(1.1)

给出 (参见文献 [14, 15]), 这里 I 是球面上的度量, ∇ 是球面上的协变导数.

M 的支撑函数定义在 Sn 上, 由

H(x) = sup{x · p : p ∈ M} (1.2)

给定. 假设该定义中的极大值在点 p 处取得. 如果 M 在 p 处 C1 光滑, 则 x = G(p). 这里 G 是 M 的

Gauss 映射, 即 x 是 M 在 p 点的单位外法向量. 如果 M 在 p 处不是 C1 的, 则称 p 是 M 的奇点. 此

时, 存在一个包含多于一个点的闭凸集 Gp ⊂ Sn, 使得对于任意 x ∈ Gp, (1.2) 中的极大值都在 p 处取

得. 定义 G(p) = Gp 并将 G 称为广义 Gauss 映射. 由此构造的 G 在 M 的奇点处是一个多值映射.

将 H 的定义域延拓到 Rn+1, 使得

H(tx) = tH(x), ∀x ∈ Sn, t > 0,

即 H 是 Rn+1 中的 1 次齐次函数.

设 p1, . . . , pm (m > 1) 是 M 的奇点. 假设 M\{p1, . . . , pm} 是 C2 光滑且局部一致凸的. 则对于

M\{p1, . . . , pm} 中的任意点 p, M 在 p 处的 Gauss 曲率为

K(p) = [det(∇2H +HI)(x)]−1, x = G(p).

记 U =
∪m

i=1 G(pi). 超曲面 M\{p1, . . . , pm} 可以由支撑函数 H 来给定 (参见文献 [3, 4, 16]), 即

M\{p1, . . . , pm} = {DH(x) : x ∈ Sn\U}.

还有其他表示凸超曲面的方式. 通过适当选择坐标, 将 M 在局部上看作是一个凸函数 u : Ω → R
的图像, 则 M 的 Gauss 曲率给定为 detD2u/(1 + |Du|2)n+2

2 . 反之, 如果考虑预定 Gauss 曲率方程的

Dirichlet 问题, 
detD2u

(1 + |Du|2)n+2
2

= K, 在 Ω 内,

u = g, 在 ∂Ω 上,

(1.3)
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则在适当条件下, Perron 方法 [6] 保证了方程解的存在性. 根据文献 [2,6,16] 中关于 Monge-Ampère 方

程的正则性结果, 如果 g 是连续的且 u 是严格凸的, 则 u 在 Ω 中是光滑的.

考虑右端项为常值 K0 的方程 (1.3). 如果在 ∂Ω 上 ũ = g, 并且对于任意 Borel 集合 B ⊂ Ω, 有

µũ(B) > K0

∫
B
(1 + |Dũ|2)(n+2)/2dx, (1.4)

这里, µũ 是由 µũ(B) = |∂ũ(B)| 定义的 ũ 的 Monge-Ampère 测度, ∂ũ 是 ũ 的次微分, Dũ 对于凸函数

ũ 是几乎处处良定义的, 则称凸函数 ũ 是该方程的次解. 如果 (1.4) 中的等号对于任意 Borel 集 B 都
成立, 则称凸函数 ũ 是该方程的广义解.

本文余下内容的安排如下. 第 2 节使用移动平面法证明定理 1.1 和 1.2. 这种方法最初由 Alexan-

drov发现, 用于研究常平均曲率闭超曲面是否为球面的问题 [1, 10]. 后来该方法被应用于许多不同的问

题, 如椭圆方程解的旋转对称性 [7, 17]. 第 3 节用 Perron 方法证明定理 1.3. 对于局部凸的超曲面, 文

献 [9, 19] 也使用了 Perron 方法.

2 具有两个以下奇点的闭凸超曲面

2.1 单个奇点情形

考虑一个只具有一个奇点的闭凸超曲面 M . 通过坐标平移, 假设奇点是原点, 且 U := G(O) 是上

半球面内的球面凸集.

M 的支撑函数 H 满足如下 Dirichlet 问题:det(∇2H +HI) = f(x), 在 Sn\U 内,

H = 0, 在 ∂U 上,
(2.1)

其中, f 是 Sn 上的正函数且为 M 的 Gauss 曲率, 在 Sn\U 上有 H > 0.

设 h(x1, . . . , xn) = H(x1, . . . , xn,−1), 则方程 (2.1) 改写为 (参见文献 [21])

detD2h = φ(x) := (1 + |x|2)−n/2−1f

(
(x,−1)√
1 + |x|2

)
, 在 Rn 中. (2.2)

类似地, 对于上半球面对应的 M , 令 h(x) = H(x, 1), 则有

detD2h = φ(x) := (1 + |x|2)−n/2−1f

(
(x, 1)√
1 + |x|2

)
, 在 Rn\D 中, (2.3)

其中 D 是在上述变换下对应于 U 的凸区域.

引理 2.1 假设 f = f(xn+1), 即 f 不依赖于 (x1, . . . , xn),且 f ∈ C1, 则 U 是以 (0, . . . , 0, 1)点为

中心的测地球, 并且 M 围绕 xn+1 轴旋转对称.

证明 设 P 是包含 xn+1 轴的平面, Γ 是由 P 截取单位球面得到的大圆. 设 d 是 P 的法向

量, n 是 M 在任意光滑点 p 处的内法向量. 将 M 分为以下 3 个部分: A = {p ∈ M : n · d < 0},
B = {p ∈ M : n · d > 0} 和 C = {p ∈ M : n · d = 0}. 如果对于任意 n ∈ U , 有 n · d < 0 (n · d > 0), 则定

义 O ∈ A (O ∈ B), 否则 O ∈ C. 从而有 Ā = A ∪ C, B̄ = B ∪ C.
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将平面 P 从无穷远处沿着 d 方向移动. 设 M ′ 和 B′ 分别是 M 和 B 关于 P 的镜像对称. 将 P

继续沿着 d 方向平移, 直到 B̄′ 第一次接触 Ā. 用 z 表示 Ā 和 B̄′ 的一个共同点, 设 O 关于平面 P 的

对称点为 O′. 此时会出现以下 3 种情形之一.

情形 1 z ∈ A ∩B′ 且 z /∈ {O,O′}. 此时 B′ 和 A 在 z 点附近的曲面相切, 且在该邻域内 B′ 位于

A 的凹的一侧.

情形 2 z ∈ C 且 z /∈ {O,O′}. 在 P 移动的过程中, B′ 一直与 A 不相交, 直到 P 移动到 C 上的

一点, 此时由集合 C 的定义知, M 和 M ′ 在 z 点的切平面重合, 且它们在 z 点的法向量在平面 P 内.

情形 3 z ∈ {O,O′}. 在上述两种情形中, 考虑 z 所在位置和 M 或 M ′ 的奇点重合的情形.

对于情形 1, 在 z 点附近建立一个新的坐标系 y, 使得 z = 0, −d 与 yn+1 轴正方向重合, y1 轴与

xn+1 轴方向相同. 则存在一个 r > 0, 使得在 Br(0) ⊂ Rn 内, A 与 B′ 可以分别表示为凸函数 u 和 v

的图像. 由 f 的性质和平面 P 的取法知, A 和 B′ 的 Gauss 曲率作为单位外法向量的函数等同, 即

detD2u

(1 + |Du|2)n+2
2

= f

(
uy1√

1 + |Du|2

)
,

detD2v

(1 + |Dv|2)n+2
2

= f

(
vy1√

1 + |Dv|2

)
.

令 w = u− v, uθ = θu+ (1− θ)v, 则 w 是一致椭圆方程

aijwij + biwi = 0 (2.4)

的解, 其中, aij(y) =
∫ 1

0
det(D2uθ)u

ij
θ dθ, bi(y) =

∫ 1

0
(1 + |Duθ|2)n/2(p(y)∂iuθ + q(y)δi1) dθ, 这里 uij

θ 表示

D2uθ 的逆矩阵在 (i, j) 位置上的元素, δi1 = 0 (若 i ̸= 1) 且 δ11 = 1,

p(y) = (n+ 2)f

(
∂y1uθ√

1 + |Duθ|2

)
− (1 + |Duθ|2)−1/2f ′

(
∂y1uθ√

1 + |Duθ|2

)
∂y1uθ,

q(y) = (1 + |Duθ|2)1/2f ′
(

∂y1uθ√
1 + |Duθ|2

)
.

注意到 w(0) = 0且在 Br(0)内 w 6 0,由椭圆方程的强极大值原理 [8] 知,在 Br(0)上 w ≡ 0,即 u ≡ v.

因此 A 和 B′ 在 z 点附近重合. 由于 M 在 Sn\U 上的解析性使得 A = B′, 因此 M 关于 P 对称. 这

里所描述的对称性并不强调 P 所处的位置.

对于情形 2, Ā 和 B̄′ 在 z 处的内法向量 n 重合, 且都在平面 P 内. 由移动平面法, 考虑在 z 点附

近的平面 P 的 d 方向一侧, 可知 B′ 在 A 的凹的一侧. 在 z 点附近建立新的坐标系 y, 使得 z = 0, n

为 yn+1 轴正方向, d 为 y1 轴正方向. 取充分小的 r > 0, 使得 Ā 与 B̄′ 在 Br(0) 内可以表示为凸函数

u和 v 的图像.与情形 1类似, 仍然令 w = u− v, 则 w 在 Br(0)上满足椭圆方程 aijwij + biwi = 0. 考

虑区域 W = B r
2
( r2e1), e1 = (1, 0, . . . , 0), 则 0 ∈ ∂W , 在 W 内 w < 0, 在 0 点处 w = 0. 由 Hopf 引理 [8]

可知, ∂1w(0) < 0, 即 ∂1u(0) < ∂1v(0). 但由于 Ā 与 B̄′ 在 0 点处相切, Du(0) = Dv(0) = 0. 这与前面

证明的 ∂1u(0) < ∂1v(0) 矛盾.

在情形 3 下, 当 Γ ∩ U ̸= ∅ 时, C ∋ O 是 M 上的一个闭曲线, 则 z = O = O′. 因此, B′ 本身位于

A 的凹的一侧. 如果沿着与 d 相反的方向移动 P , 则必然会在 P 经过 O 之前发生情形 1 或 2. 因此,

仍然可以得到 M 关于 P 对称. 当 Γ ∩ U = ∅ 时, 要么 O ∈ A, 要么 O ∈ B. 由于 O 是奇点, 情形 3 只

能发生在 O ∈ B 且 z = O′ ∈ A 的情形下. 设 z̃ ∈ P ∩M . 此时一定有 P ∩A = ∅, 否则在 P 移动到这

个位置之前,一定存在某个时刻使得 P ∩C ̸= ∅,会出现情形 2. 因此,如果从远处沿着 −d的方向移动

平面 P , 一定会在 P 经过 z̃ 之前发生情形 1 或 2. 由之前的证明可知, M 关于平面 P 对称.
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由此证明了 P 是 M 的一个对称平面. 由 P 的任意性知, M 在与 xn+1 轴垂直的任意方向上都是

镜面对称的. 由于每两个镜面反射的复合是一个旋转映射, 因此 M 相对于 xn+1 轴具有旋转对称性.

那么, U 是 Sn 上的一个测地球.

定理 1.1 的证明 将 M 绕着 xi 轴旋转一个小角度, 其中 i = 1, 2, . . . , n. 由于 M 具有常 Gauss

曲率,所以上述引理仍然使得 M 围绕 xn+1 轴是旋转对称的. 这表明 M 是一个 n-球面,与 O 是奇点

相矛盾. 由此证明了定理 1.1 的结论.

2.2 两个奇点情形

设 M 是具有两个奇点 p1 和 p2 的闭凸超曲面. 记 U1 = G(p1), U2 = G(p2) 和 U = U1 ∪ U2. 通过

选择合适的坐标, 可以假设 p1 = (0, . . . , 0, 1) 和 p2 = (0, . . . , 0,−1). 那么 U1 包含在上半球面中, U2 包

含在下半球面中. 假设M 的 Gauss曲率仅依赖于 xn+1. 利用与之前类似的方法,可以证明 U1 是以 p1

为中心的测地球, U2 是以 p2 为中心的测地球, 且 M 围绕 xn+1 轴旋转对称. 由此可以证明定理 1.2.

定理 1.2 的证明 设 P 是与 xn+1 轴平行的平面, 其法向量为 d. 如前定义 M 的子集 A、B 和

C. 将 P 从无穷远处沿着 d 方向移动, 直到 B̄′ 第一次与 Ā 相交, 并设它们的交点为 z. 当 z 不等于

任何一个奇点或奇点关于 P 的对称点时, M 的对称性的证明与上述情形 1 和 2 类似. 对于情形 3, 只

需要将 P 沿着 −d 的方向移动, 就将问题转化为前两种情形. 因此, M 沿着 xn+1 轴旋转对称. 利用

移动平面法, 类似于之前的证明可知, M 关于平面 {xn+1 = 0} 上下对称.

下面证明 M 的唯一性. 沿用 M 所嵌入的 Rn+1 空间中的坐标.由于 M 的对称性, 所以仅考虑单

位外法向位于下半球面的 M 的部分, 将其表示为 xn+1 = u(x) 的图像. M 具有旋转对称性, 所以可以

设 u = v(r),其中 r = |x|. 如果 M 具有常 Gauss曲率 K0,则方程 (1.3)变为 K0 = v′′|v′|n−1

|x|n−1(1+|v′|2)(n+2)/2 .

为了求解这个方程, 设 w = 1 + (1/v′)2, 则 w′ = −2K0r
n−1w(n+2)/2. 因此, w = (K0r

n + C)−2/n, 其中

C 是常数. 因此,

v′ = ((K0r
n + C)−2/n − 1)−1/2 =: ζ(r), (2.5)

并且边界条件为 v(0) = −1. (2.5) 自然要求 C < 1. 注意到当 r → rmax = ( 1−C
K0

)1/n 时, v′ → ∞. r 定

义在 [0, rmax) 上, 这要求 C > 0. 对 (2.5) 积分, 得到 v 的表达式:

v(r) =

∫ r

0

ζ(s) ds− 1. (2.6)

(2.5) 中常数 C 的值由 v(rmax) = 0 来确定, 与 K0 有关. 当 K0 充分小时, 这样的 C 存在且唯一. 对

于一般的 K0, 不一定存在满足要求的常数 C. 因此对于固定的 K0, 以 p1 和 p2 为奇点的 K0- 超曲面

M 至多只能有一个.

设 γ = M ∩ {x : xn+1 = 0}. 对于 M 上除去 γ 及点 p1 和 p2 的任意区域, 由 v 的光滑性

得到 M 的光滑性. 考虑任意一点 p ∈ γ, 取 p 在 M 上的充分小邻域 W . 根据 M 的对称性, 不

妨设 p 在 x1 负半轴上, 且 W 表示为函数 x1 = G(x2, . . . , xn+1) 在区域 V 上的图像. 这里 G =

−
√

(v−1(xn+1))2 − x2
2 − · · · − x2

n,其中 v−1是 v的逆函数. 当 r → rmax时 v′ → ∞,所以有 ∂xn+1G → 0,

xn+1 → 0. 根据 M 的对称性, DG 在 V 上是连续的, 所以 µG(V ∩ γ) = 0. 在 V ∩ {xn+1 > 0} 和
V ∩ {xn+1 < 0} 这两部分, 由 M 的对称性和 v 的光滑性知, G 分别是常 Gauss 曲率方程 (1.3) 在这两

部分区域上的经典解. 因此, G是 V 上常 Gauss曲率方程 Dirichlet问题的广义解.由方程的正则性理

论 [6] 知, G 是局部光滑的. 所以 M 在 γ 的邻域上是光滑的. 由于 C < 1, v′(0) ̸= 0, 所以 M 在 p1 和

p2 处不是 C1 光滑的. 故 (2.6) 给出的 M 是唯一的以 p1 和 p2 为奇点的 K0- 超曲面.
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3 具有多重奇点的闭凸超曲面

设 Q 是 Rn+1 中的多面体, 顶点为 p1, . . . , pm (m > 3). 通过坐标平移, 不妨设原点是 Q 的内点.

如果存在满足
∑m

i=1 αi = 1 的正常数 α1, . . . , αm, 使得 p =
∑m

i=1 αipi, 则称点 p 是 Q 的内点.

定义 3.1 如果在 Sn 上 α 6 β, 则对于由径向函数 α 和 β 给出的两个闭凸超曲面 S 和 N , 记

S ≺ N .

定义 3.2 如果对于 M 上的任意点 x, 存在一个顶点为 x、半径为 r、张角为 α 的锥体, 除顶点

外完全包含在 M 内部, 则称 M 满足半径为 r、张角为 α 的一致锥条件.

定理 1.3 的证明 首先证明存在一个闭的、光滑的、一致凸的超曲面 M0, 使得 p1, . . . , pm ∈ M0.

对于任意 pi, 存在一个足够大的半径为 ri 的开球 Bi, 使得 pi ∈ ∂Bi, 且对于所有的 j ̸= i, 有 pj ∈ Bi.

令 B =
∩m

i=1 Bi, 则 pi ∈ ∂B (i = 1, . . . ,m). 在任意两个球面交线附近, 对 ∂B 磨光, 得到的曲面仍然

是一致凸的. 由此构造了所需要的超曲面 M0, 且 K(M0) > min{1/rni , i = 1, . . . ,m} =: ϵ0. 固定一个任

意的正常数 ϵ ∈ (0, ϵ0).

假设 M0 由径向函数 ρ0 给出. 令 zi =
pi

|pi| (i = 1, . . . ,m). 由定理 1.2 知, 存在一个具有奇点 p1 和

p2 的 ϵ1- 超曲面 N , 且 ϵ1 < ϵ 充分小, 使得 N ≺ M0. 故 M0 满足一致锥条件, 且存在半径为 δ 的球

Bδ ≺ N ≺ M0.

设 E0 ⊂ Sn 是一个测地凸的开集, 满足 diam(E0) 6 1
10δ, 且对于任意 i = 1, . . . ,m, 都有 zi /∈ E0.

由于 M0 满足一致锥条件, 所以对于充分小的 δ, 总可以选择合适的坐标系, 使得 ρ0(E0) 可以表示为

有界区域 D0 ⊂ Rn 上的图像: xn+1 = u0(x1, . . . , xn).

根据方程 (1.3) 的一致梯度估计 (参见文献 [16]), 当存在某个 zi 处于 E0 的边界上时, u0 和它满

足的方程 (1.3) 依然是良定义的. 若 u1 = L(u0, D0) 满足方程
detD2u1

(1 + |Du1|2)
n+2
2

= ϵ, 在 D0 内,

u1 = u0, 在 ∂D0 上,

(3.1)

则定义它为 u0 的 Perron 提升. 方程 (3.1) 存在一个次解 u0, 因此由经典的 Perron 方法可知, 存在一

个凸函数解 u1 (参见文献 [19]). 由比较原理知, u1 > u0 在 D0 中成立. 设 F0 和 F1 分别为 u0 和 u1

的图像.将 F0 和 F1 的曲面面积分别表示为 Au1 和 Au0 ,由文献 [19,第 5.1小节]中的结论,可以得到

Au1 6 Au0 . 令 M1 = F1 ∪ (M0\F0), 则 M1 ≺ M0. 此外, 在弱意义下, 有 K(M1) > ϵ.

记 ∆A(E0) = Au0 − Au1 为 E0 上的原函数与其 Perron 提升所对应的曲面面积的差. 选择足够

“高效” 的 E0, 以使得

∆A(E0) >
1

2
sup

{
∆A(E) : E ⊂ Sn,diam(E) 6 1

10
δ 且 zi /∈ E,∀ i = 1, . . . ,m

}
. (3.2)

用Mk−1 替换M0 并重复上述过程以得到Mk (k > 2). 由此得到了一个闭凸超曲面序列 {Mk}k>0,

其中, Mk+1 ≺ Mk, 且点 p1, . . . , pm 在所有 Mk 上.

下面用递推法证明, 对于所有的 Mk (k > 1), 都有 N ≺ Mk. 首先 N ≺ M0, 在第 k − 1 步, 有

N ≺ Mk−1. 设Mk 是由Mk−1在球面凸集 Ek−1对应区域上的 Perron提升所构造的,同时设 N、Mk−1

和 Mk 分别由径向函数 ρN、ρk−1 和 ρk 给出. 设 ρk−1(Ek−1) 是函数 uk−1 在区域 Dk−1 ⊂ Rn 上的图

像, uk = L(uk−1, Dk−1). 不妨设原点在 N 的内部, N 可以表示为 uN 在 Dk−1 上的图像. 根据假设可
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知, uN > uk−1, 在 ∂Dk−1 上 uk = uk−1. 在 Dk−1 上, uN 和 uk 分别满足如下方程:

detD2uN

(1 + |DuN |2)n+2
2

= ϵ1,
detD2uk

(1 + |Duk|2)
n+2
2

= ϵ.

由于 ϵ1 < ϵ, 在 Dk−1 边界上 uN > uk, 由方程的比较原理 [8] 可知, 在 Dk−1 上有 uN > uk. 在 Dk−1

以外的部分, Mk 与 Mk−1 相同, 因此 N ≺ Mk.

由于 M0 是有界的, 假设 M0 ⊂ BR, 其中 R > 0, 则对于所有 k > 0, 有 Mk ⊂ BR. 根据 Blaschke

选择定理 [16], 存在 M 为一个凸体的边界, 使得当 k → ∞ 时, Mk 在 Hausdorff 拓扑下收敛到 M . 对

于任意 k > 0, 都有 N ≺ Mk, 因此有 N ≺ M , 即 M 至少有一个内点.

接下来证明 M 是一个 ϵ- 超曲面. 反之, 设在 M 的某个局部坐标表示 u 中, 存在一个球 Bσ, 使

得 µu(Bσ) > ϵ
∫
Bσ

(1 + |Du|2)(n+2)/2dx. 设 u∗
k = L(uk, Bσ), u

∗ = L(u,Bσ). 这里 Mk 和 M 分别是 uk

和 u 在 Bσ 上的图像. 则有 Au∗ < Au − c, 其中 c > 0 是某个常数. 由于 u∗
k → u∗ 和 uk → u 局部一致

收敛, 所以对于充分大的 k, 有 Au∗
k
< Auk

− 1
2c. 根据 (3.2), 得到 Auk

− Auk+1
> 1

4c 对于任意充分大

的 k 成立, 这与 Auk
的收敛性矛盾.

对于任意两点 pi 和 pj (i ̸= j), 类似于之前的证明, 当 ϵ1 充分小时, 以 pi 和 pj 为奇点的 ϵ1- 超曲

面包含在 M 所包围的凸体内. 因此, 连接 pi 和 pj 的开线段也包含在 M 的内部. 根据 Caffarelli [2] 关

于 Monge-Ampère方程的结论, M 在 p1, . . . , pm 之外必须是严格凸的. 因此,由文献 [6]中的正则性理

论可知 M 在奇点外是光滑的.

从构造过程可知 p1, . . . , pm ∈ M . 最后证明 M 在 p1, . . . , pm 处不是 C1 光滑的. 令 z1 = p1/|p1|,
设 ω = B 1

10 δ
(y0) 是以 y0 为中心、

1
10δ 为半径的 Sn 上的测地球, 取合适的 y0 使得 z1 ∈ ∂ω. 以 ρ0(y0)

为原点, −y0 为 yn+1 轴正方向建立一个新的直角坐标系 y, 使得 ρ0(ω) 是函数 u0(y1, . . . , yn) 在一致

凸区域 W ⊂ Rn 上的图像, W 是 ρ0(ω) 在 {y1, . . . , yn} 上的投影. 设 p1 在 {y1, . . . , yn} 平面上的投影
为 x0, M 在 W 上表示为函数 u 的图像, 则 u 和 u0 满足方程

detD2u

(1 + |Du|2)n+2
2

= ϵ,
detD2u0

(1 + |Du0|2)
n+2
2

= K(y).

设 ū = u− u0, 类似于 (2.4), 将上面两个方程相减得到 ū 满足的方程. 注意到 K(y) > ϵ, 有

āij ūij + b̄iūi < 0 (3.3)

在 W 上成立, 这里 āij 和 b̄i 的定义与 (2.4) 类似, 故不展开罗列. M 和 M0 的一致严格凸性保证了

(3.3) 是一个一致椭圆方程. 注意到 ū(x0) = 0, 由强极大值原理知, 或者 ū ≡ 0, 或者 ū 不能在 W 内部

取到最小值. 前者由于方程 (3.3) 不成立. 后者结合 ū > 0 和 ū(x0) = 0 可知, 在 W 内部一定有 ū > 0.

对于方程 (3.3), 在凸区域 W 上 ū > 0, 在 x0 ∈ ∂W 上 ū(x0) = 0. 根据 Hopf 引理可知, 在 x0 处, ū 的

外法向导数 ∂ν ū < 0, 即 ∂νu < ∂νu0. 根据区域 ω 取法上的任意性可知, M 在 p1 处不是 C1 光滑的.

因此, p1, . . . , pm 是 M 的奇点.

定理 1.4 的证明与定理 1.3 类似, 这里省略.

致谢 感谢审稿人对本文提出的诸多修改建议.

参考文献

1 Alexandrov A D. A characteristic property of spheres. Ann Mat Pura Appl (4), 1962, 58: 303–315

1669

https://doi.org/10.1007/BF02413056


汪徐家等: 带奇点的常 Gauss 曲率曲面

2 Caffarelli L A. A localization property of viscosity solutions to the Monge-Ampère equation and their strict convexity.

Ann of Math (2), 1990, 131: 129–134

3 Cheng S Y, Yau S T. On the regularity of the solution of the n-dimensional Minkowski problem. Comm Pure Appl

Math, 1976, 29: 495–516

4 Chou K S, Wang X J. A logarithmic Gauss curvature flow and the Minkowski problem. Ann Inst H Poincaré Anal
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