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次模函数最大化问题是有向图最大割问题%设施选址最大化问题等问题的一般化$是组合优化中的核心问题$次

模率
!

!

$

#!#

"

"是一种刻画集合函数次模性的度量&本文通过拟阵交换性质的刻画$利用局部搜索算法$研究了
!"

拟阵

交约束下非负单调
!

"

次模函数最大化问题$得到如下结论#对任意的
!

$

#

$

"%

$

$存在求解
!"

拟阵交约束下非负单调
!

"

次

模函数最大化问题的多项式时间算法$近似比为
!

?

!@

"

$

"

为实参数&当
!

A"

时!即目标函数为次模函数"$与
0BC

D

等给出

的近似比
"

!@"

相比$本文得到更好的近似比
"

!@

"

&此外$本文还将次模函数的两个性质推广到
!

"

次模函数&
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准备知识

次模函数优化理论的研究已经成为组合优化中的

一个重要研究领域$该领域的研究始于
#$

世纪
%$

年

代$由于其特有的性质$使得它们有许多应用&组合优

化中的很多问题可以看作是定义在基础集
#

上的集合

函数最大化问题&将单个元素
$

为集合
%

带来的边际

效益记为
&% $

!"

A

&

%@

$

! "

`

&

!

%

"&函数
&

+

! "称为次

模函数$如果对
&

%

'

'

'

#

及
&

$

(

#

)

'

$

&%

!

$

"

$

&'

!

$

"&现实生活中$很多集合函数被证明是次模函数&

无约束次模函数最小化问题已被证明是存在多项

式时间算法的$很多不同约束下的次模函数最大化问

题被证明是
#("

难的&这一事实也促使次模函数最大

化问题成为诸多研究方向的热门话题&研究次模函数

最大化问题通常会带有某种约束$例如#基数约束%背

包约束%拟阵约束%

!"

拟阵交约束等约束&近年来$次

模函数优化理论的研究得到了一系列深刻地结果&

在基数约束下$对于非负单调次模函数最大化问题$

/IWJVT

等)

""#

*证明了通过贪婪算法!贪婪算法是基本的研

究方法之一#从空集开始$在每一次迭代中$加入对当前

集合带来边际效益最大的满足约束的元素"可以得到近

似比为
"̀

"

V

的可行解$其中#近似比为最坏情况下算法

输出解的函数值与该问题最优解的函数值之间的比值&

/VI

D

V

等)

?

*证明了除非
(A#(

$没有多项式算法可以达

到比
"̀

"

V

更好的近似比&对于非负非单调次模函数最

大化问题$

7̂GJMICKVT

等)

E

*给出一个近似比为
"

V

的确定

性算法&

在背包约束下$对于非负次模函数最大化问题
3ZITI=

KVCHB

等)

!

*给出近似比为
"̀

"

V

的确定性算法$其中函数

&

为单调次模函数&同时$

/VI

D

V

等)

?

*证明了
"̀

"

V

的不

可近似性&

对于
!"

拟阵约束下的单调次模函数最大化问题$
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/IWJVT

等)

"

*证明了贪婪算法可以得到
"

#

的近似比&基

于
)*)"*+,-.-*/0

局部搜索!

1,-2*)3-

"

)

>

*

$

aOTK

等)

%

*提

出一个近似比为
"̀

"

V

的组合算法&

对于
!"

拟阵交约束下的单调次模函数最大化问

题$

/IWJVT

等)

"

*给出近似比为
"

!@"

的贪婪算法&最

近$

.VV

和
3ZITIKVCHB

证明了对任意
!

$

#

$

#%

$

$存在

近似比为
"

!@

#

的局部搜索算法&对于非单调次模函

数$

.VV

和
3ZITIKVCHB

)

N

* 得 到 的 近 似 比 为

"

!@"@

"

! "̀

@

#

&

次模函数在组合优化中扮演重要角色&然而$在

很多实际问题中$

&

+

! "不是次模函数)

[

*

$包括实验设

计和稀疏高斯过程)

"$

*

&基于次模函数的等价定义$有

两种次模率的定义被提出&第一种是
+OW

和
bVS

8

V

)

""

*

提出的次模率#

!

*

4

SIC

&

$

%

'

#

+

$

(

&)

%

&

% $

!"

&%

&

!"

$参数
!

*衡量了集

合函数与次模函数的关系$这是一种刻画集合函数次

模性的度量&第二种次模率是由
0BC

D

等)

"#

*给出的另一

种度量#满足下列条件中最大的
!

#

&%

!

$

"

$!

&'

!

$

"$

&

%

'

'

'

#

$

&

$

(

#

)

'

&对于基数约束%背包约束%

!"

拟阵交约束下的非负单调
!

"

次模函数最大化问题$

0BC

D

等)

"#

*给出的近似比分别为
"`V̀

!

%

"`V̀

!

%

!

!@

!

的近似算法&本文所用的次模率为第二种次模

率&本文是第一个用局部搜索算法研究
!"

拟阵交约

束下非负单调
!

"

次模函数最大化问题的&

定义
"

!

"#

"

#

!

"

次模函数$

!

给定基础集
#

和一个单调不

减集合函数
&

#

#

#

,

$

$函数
&

的次模率是满足下列条

件中最大的
!

#

对
&

%

'

'

'

#

及
&

$

(

#

)
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$

&%

!

$
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$!

&'
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注#!
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&

!

#

"

!(

)

$

$

"

*&

!

?

"函数
&

+

! "是次模的当且仅当
!

A"

&

!

E

"为了方便$若函数
&

+

! "的次模率为
!

$我们称
&

+

! "是
!

"

次模函数&

定义
#

#拟阵$

!

给定基础集
#

$若
A

!

#

$ "满足下

列条件#

!

"

"对
&

%5

'

%

'

#

$若
%

(

$则
%5

(

&!继承性"

!

#

"对
&

%

$

'

'

#

$且
'

%

%

$若
%

$

'

(

$则存在

6

(

'

)

%

$使得
%

-

,

6

-

(

&!扩充性"

则称它为拟阵&

定义
?

#

!"

拟阵交$

!

设
-

A

!

#

$

-

"!

"

#

-

#

!

"是一

个拟阵$称满足下列条件的
A

!

#

$ "为
!"

拟阵交#

对
&

%

'

#

$若
%

(

当且仅当
%

(.

!

-A"

-

&

本文研究如下组合优化问题#

SOL

&

%

!"

#

%

(

, -

&

式中#函数
&

是
!

"

次模函数'为
!"

拟阵交
A

!

#

$

"中的 $即
A %

#

%

(.

!

-A"

-

, -

&本文的主要结果

是#设
A

!

#

$"为一个拟阵$

7

!

8

"为基于拟阵定义

的有向图$若
8

$

9

(

且
8 A 9

$则
7 8

!"在
8

)

9

与
9

)

8

之间存在完美匹配'对任意的
!

$

#

$

"%

$

$存在

求解
!"

拟阵交约束下非负单调
!

"

次模函数最大化问

题的多项式时间算法$近似比为
!

?

!@

"

$

"

为实参数&

#

!

拟阵的交换性质

#9"

两个拟阵的交

交换有向图通常是关于设计两个拟阵交约束下线

性函数最大化问题高效算法的一种构造)

"?

*

&我们所感

兴趣的是
!"

拟阵交约束下次模函数)

"E""%

*最大化问题

的有效算法)

"N"#"

*

&尽管如此$我们可以赋予交换有向

图新的性质$进而利用它设计算法&

定义
E

!

N

"

!

设
,

A

!

#

$

,

"$

,A"

$

#

为基础集
#

上的

两个拟阵$对于给定独立集
8

(

"

.

#

$定义点集
#

上

的两个有向图$分别记为#

7

"

8

!"

$

7

#

8

!"

$如下#

对任意元素
-

(

8

$

$

(

#

)

8

$若
8

-

,

$

-

)

,

-

-

(

"

$

则定义
-

$

$

! "是
7

"

8

!"上的有向弧'

对任意元素
-

(

8

$

$

(

#

)

8

$且
8

-

,

$

-

)

,

-

-

(

#

$

则定义
$

$

-

! "是
7

#

8

!"上的有向弧&

7

"

$

#

8

!"定义为有向图
7

"

8

!"与
7

#

8

!"的并

图&

例
"

!

设
,

A

!

#

$

,

"$

,A"

$

#

为基础集
#

上的两个

拟阵$

#A

,

1

$

:

$

;

$

7

-$

"

A

!

!

,

,

1

$

:

-$,

:

$

7

-$,

1

$

;

-$,

;

$

7

-$,

1

-$,

:

-$,

;

-$,

7

-$

<

!

!

-

$

#

A

!

!

,

,

1

$

:

-$

,

:

$

;

-$,

1

$

7

-$,

;

$

7

-$,

1

-$,

:

-$,

;

-$,

7

-$

<

!

!

-

'

给定独立集
8A

,

1

$

:

-

(

"

.

#

$上述所定义的

有向图
7

"

8

!"

$

7

#

8

!"

$

7

"

$

#

8

!"见图
"

&

定义
!

#匹配%完美匹配$

!

图
c

的一个匹配
]

是由其

一组没有公共端点的边!不包括环"构成的集合&与匹

配
]

中的边关联的那些顶点称为饱和点$其余顶点称

为未饱和点&若图
c

存在一个匹配
]

$其饱和点是图

c

的全体端点$那么我们称匹配
]

是一个完美匹配&

当提到有向图中的匹配!或者完美匹配"时$我们把有

向图中的有向边看作是无向边&

#$"
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图
"

!

基于上述拟阵
"

和
#

及给定独立集
8A

,

1

$

:

-定义的有向图
7

"

8

!"和
7

#

8

!"以及它们的并图
7

"

$

#

8

!"

/I

D

9"

!

+I

D

TO

8

JW7

"

8

!"

$

7

#

8

!"

OCKUJV7CIBCBY7

"

8

!"

OCK

7

#

8

!"

BCCBKV#MOWVKBCSOUTBIKW "

$

#OCKICKV

8

VCKVCUWVU8A

,

1

$

:

-

定义
>

!

N

"

#不可约$

!

称有向图
7

"

$

#

8

!"中的有向圈
;

是不可约的$如果它满足如下条件#

!

"

"

;

.

7

"

8

!"是有向图
7

"

8

!"在点集
=

!

;

"上的唯

一完美匹配'

!

#

"

;

.

7

#

8

!"是有向图
7

#

8

!"在点集
=

!

;

"上的唯

一完美匹配&

否则$称它是可约的&

例
#

!

如例
"

有向图
7

"

$

#

8

!"中有向圈
;A

!

1

$

7

$

:

$

;

$

1

"是不可约的&

定义
%

#对称差$

!

设
8

$

9

为两个集合$

8

与
9

的对称差

记 为
8

'

9

#

A 8

)

9

! "

-

9

)

8

! "

$其 中
8

)

9 A

-

/

-

(

8

且
-

0

9

, -

&

定义
N

!

N

"

#可行$

!

如果有向图
7

"

$

#

8

!"中的有向路

或有向圈
1

满足#

!

"

"

8

'

=

!

1

"

(

"

.

#

'

!

#

"

8

'

=

!

15

"

(

"

.

#

$其中
15

是
1

的子有向路$并且

它的端点要么在
8

中要么是
1

的端点&

则称它 是可行的&

文献)

N

*介绍了拟阵的交换性质及基于拟阵定义

的有向图
7

"

8

!"

%

7

#

8

!"

%

7

"

$

#

8

!"

$

并对有向图
7

"

$

#

8

!"的性质给出了如下引理$这

也是算法设计及近似比证明的基础&

引理
"

!

N

"

!

7

"

$

#

8

!"中的任何不可约有向圈都是可行

的&

引理
#

!

N

"

!

设
"

A

!

#

$

"

"$

#

A

!

#

$

#

"是两个拟

阵&若
8

$

9

(

"

.

#

$则存在
0

$

$

和
7

"

$

#

8

!"中一

系列由
8

'

9

中元素构成的可行有向路或有向圈集合

1

"

$

1

#

$.$

1

2

, -

!允许有重复"$使得
8

'

9

中的每个元

素恰好出现在
#

0个可行有向路或有向圈中&

#9#(BUO

交换性质的一般化

(BUO

交换性质建立了一个拟阵的两个基之间的关

系$是一个非常有用的性质'而一般化的
(BUO

交换性

质则将这种关系拓展到了拟阵的两个独立集上$更具

有普遍性&

引理
?

!

N

"

!

设拟阵
A

!

#

$ "及
8

$

9

(

$令

8

"

$

8

#

$.$

8

2

, -为
8

的子集集合$且
8

中的每个元素最

多出现在
>

个
8

-

中$那么存在
9

的子集集合

9

"

$

9

#

$.$

9

2

, -

$使得
9

中的每个元素最多出现在
>

个
9

-

中$且
8

-

-

9

)

9

-

! "

(

$

&

-A"

$

#

$.$

2

&

以上所刻画的拟阵的交换性质)

##"#!

*

!包括两个拟

阵和一个拟阵"是局部搜索算法的基础$并且为近似比

的证明提供了保证&

?

!

主要结果

?9"

$

=

次模函数基本性质的探讨

在本节$根据
!

"

次模函数的定义及特性$我们得到

了它的两个性质&

引理
E

!

设函数
&

+

! "为定义在基础集
#

上的
!

"

次模

函数$

%

$

'

'

#

且
'

,

, -

3

,A"

为
'

'

%

的子集族$并使得对

&

6

(

'

)

%

恰好出现在
?

个
'

,

中$那么

+

3

,

4

"

!

&

%

-

'

,

! "

@

&

!

%

""

$

!

?

&

%

-

'

! "

@

&

%

!"! "

&

证明
!

记
%

4

0

$

%

-

'

4

A

&对
%

-

'

中的元素进

行排序$不妨设
%

4

,

"

$

#

$.$

0

-$

'

)

%

4

,

0

B

"

$.$

A

-&

+

3

,

4

"

!

&

%

-

'

,

! "

@

&

!

%

""

$

!

+

3

,

4

"

+

C

(

'

,

!

& C

)*! "

@

& C

@

"

) *! "

"

4

!

?

+

A

C

4

0

B

"

!

& C

)*! "

@

& C

@

"

) *! "

"

4

!

?

!

&

%

-

'

! "

@

&

!

%

""&

第一个不等式由函数
&

+!"的
!

"

次模性可得'由已

知条件,

0

B

"

$.$

A

-的每个元素恰好属于
?

个集合
'

,

可以得到第一个等式'第二个等式累加可得&

引理
!

!

设函数
&

+!"为定义在基础集
#

上的
!

"

次模

函数$

%5

'

%

'

#

且
'

,

, -

3

,

4

"

为
%

)

%5

的子集族$并使

得对
&

6

(

%

)

%5

恰好出现在
?

个
'

,

中$那么

?$"



中
!

国
!

海
!

洋
!

大
!

学
!

学
!

报
#$#"

年

+

3

,

4

"

!

&

%

!"

@

&

!

%

)

'

,

""

#

?

!

!

&

%

!"

@

&

!

%5

""&

证明
!

记
%

4

0

$

%5

4

A

&不失一般性$假设
%5

4

"

$

#

$.$

A

, -

4

A

)*

'

"

$

#

$.$

A

$

A

B

"

$.

0

, -

4

0

)*

4

%

&由
!

"

次模性可得$对任意的
'

'

%

$

&

%

!"

@

&

!

%

)

'

"

#

"

!

+

C

(

'

,

!

& C

)*! "

@

& C

@

"

) *! "

"&

由此可得$

+

3

,

4

"

!

&

%

!"

@

&

!

%

)

'

,

""

#

"

!

+

3

,

4

"

+

C

(

'

,

!

& C

)*! "

@

& C

@

"

) *! "

"

4

"

!

?

+

0

C

4

A

B

"

!

& C

)*! "

@

& C

@

"

) *! "

"

4

"

!

?

!

&

%

!"

@

&

!

%5

""&

由已知条件,

A@"

$.$

0

-的每个元素恰好属于
?

个集合
'

,

可以得到第一个等式'第二个等式累加可得&

以上两个引理刻画了
!

"

次模函数的两个性质$将

被应用到近似比的证明过程&

?9#

拟阵基本性质的探讨

对于拟阵的交换性质$文献)

N

*给出了如下引理

!未进行证明"#

若
8 A 9

且
8

$

9

(

,

$

,A"

$

#

$则
7

,

8

!"在
8

)

9

与
9

)

8

之间存在完美匹配&

在本节$对于该性质$我们给出了引理
>

及其证

明#

引理
>

!

设
A

!

#

$ "是一个拟阵$若
8

$

9

(

且

8 A 9

$则
7 8

!"在
8

)

9

与
9

)

8

之间存在完美匹

配&

证明
!

对
8

)

9

作数学归纳法&

当
8

)

9 A$

时$显然成立&

当
8

)

9 A"

时$此时
9

)

8 A"

$不妨设
8

)

9A

-

,-

$

9

)

8A

$

,-

&根据拟阵的可扩性$

1

6

(

9

)

8

)

,

-

-"

A

,

$

-$

0D3D8

)

,

-

-

-

,

6

-

(

$即
8

)

,

-

-

-

,

$

-

(

$此时
7

8

!"在
8

)

9

与
9

)

8

之间存在完美匹配&

假设
8

)

9 A3

时$结论成立&接下来分两种情况

证明
8

)

9 A3@"

时结论仍成立#

情况一
!

若
8

$

9

为定义在
8

-

9

的拟阵
5A

!

8

-

9

$

5

"!

5A

,

%

#

%

(

$

%

'

8

-

9

-"上的基&根据文献

)

"?

*中定理
?[D"#

!设
A

!

#

$ "是一个拟阵$若
8

$

9

是该拟阵的两个基$则
1

6

(

8

)

9

$

+

(

9

)

8

$

0D3D8

)

,

6

-

-

,

+

-和
9

)

,

+

-

-

,

6

-均为该拟阵的基&"及
85

'

8

$

1

6

(

8

)

9

$

+

(

9

)

8

$

0D3D8

)

,

6

-

-

,

+

-

(

且
9

)

,

+

-

-

,

6

-

(

&

令
95A9

)

,

+

-

-

,

6

-$那么
8

)

95 A 8

)

9

)

,

6

-

A3

$根

据归纳假设$则
8

)

95

与
95

)

8

之间存在完美匹配
E

&又

因为
8

)

,

6

-

-

,

+

-

(

$所以
E

-

!

6

$

+

"构成
7 8

!"上

8

)

9

与
9

)

8

之间的一个完美匹配&

情况二
!

若
8

$

9

不是定义在
8

-

9

的拟阵
5

上的基$

则将
8

$

9

分别扩充为拟阵
5

上的两个基
85

$

95

&注意$

此时
85

)

95

2

3@"

$那么根据归纳假设
85

)

95

与
95

)

85

之间存在完美匹配
E

$不妨设
EA

,!

F

-

$

+

-

"#

F

-

(

85

)

95

$

+

-

(
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)

85

-&对
&

!

F

-

$

+

-

"

(

E

$由
85

)

,

F

-

-

-

,

+

-

-

(

及
8

'
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$可得
8

)

,

F

-

-

-

,

+

-

-

(

&由
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)

8

'

9

)

8

及

95

)

9

'

8

)

9

可得$对
&

F

-

5

(

!

8

)

9

"

)

!

85

)

95

"及
&

+

$

5

(

!

9

)

8

"

)

!

95

)

85

"$

8

-

+

$

5

, -

(

$再由继承性得
8

)

,

F

-

5

-

-

,

+

$

5

-

(

$则
7 8

!"在!

8

)

9

"

)

!

85

)

95

"与!

9

)

8

"

)

!

95

)

85

"之间存在完美匹配
E5

&所以$

E

-

E5

构成

7 8

!"上
8

)

9

与
9

)

8

之间的一个完美匹配&
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局部搜索算法

在局部搜索算法的每一次迭代中$给定一个可行

解
%

(.

!

-A"

-

$算法试图在多项式时间内通过从集合
%

中去掉若干个元素并从集合
#

)

%

中加入若干元素来

获得一个更好的可行解&如果算法寻找到了一个更好

的可行解$则进入下一个迭代过程'否则算法停止&具

体地$给定当前的可行解
%

(.

!

-A"

-

$我们考虑下列局部

移动#

C

"

交换操作#如果存在
%5

( .

!

-A"

-

$满足 !

-

"

%5

)

%

#

#

C

$

%

)

%5

#

#!

C

'!

--

"

&

!

%5

"

$

&

!

%

"$则

%

3

%5

&

算法
"

!

局部搜索算法

输入#基础集
#

#

A

)

)

*$

!

"

次模函数
&

$拟阵
-

A

!

#

$

-

"$

-

(

)

!

*$假设函数值
&

!

%

"通过询问黑匣子

可得&

"D

令
%A<

&

#D

若下列局部操作是可行的$那么根据
C

"

交换操

作来更新
%

$即#

若存在可行的集合
%5

$满足#

!

I

"

%5

)

%

#

#

C

$

%

)

%5

#

#!

C

$且

!

II

"

&

!

%5

"

$

&

!

%

"&

则
%

3

%5

&

输出
%

&

注意到函数
&

+

! "是单调不减的$所以
C

"

交换操

作中不包含
%5

'

%

这种情况&我们得出局部最优解的

一个下界如下$如下#

引理
%

!

对
&

!

$

#

及
;

(.

!

-A"

-

$通过
C

"

交换操作得到

的局部最优解
%

满足

"

!

?

! "̀@

"

C

! "

@"

! "

&

%

!"

$

&

%

-

;

! "

@

"

!

?

? "̀@

"

C

! "

&

%

.

;

! "

&
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增刊
!

李
!

娜$等#

!"

拟阵交约束下单调
!

"

次模函数最大化问题研究

证明
!

因为
%

$

;

(.

!

-A"

-

$由引理
#

得$在点集
%

'

;

上$

存在
7

"

$

#

%

!"中的可行有向路或有向圈集合

1

"

$

1

#

$.$

1

2

, -

!可能有重复"及
0

%

$

$且
%

'

;

中的

每个元素恰好出现在
#

0个可行有向路或有向圈中&基

于有向路或有向圈集合
1

"

$

1

#

$.$

1

2

, -

$我们来定义

局部搜索算法中可交换元素集合$然而存在一个问题#

可能
1

-

$

0D3D1

-

.

;

)

%

! "

%

#

C

!不符合算法要求"&

于是$我们进行以下处理#

!!

!

"

"对集合
;

)

%

中的元素$在每个
1

-

上进行标号$

使得
1

-

上点的标号是连续的&

%

)

;

中的点不标号&因

为
%

'

;

中的每个点恰好出现在
#

0个可行有向路或有

向圈中$所以
;

)

%

中的每个点可能有不同的标号&

!!

!

#

"将
1

"

$

1

#

$.$

1

2

, -复制共得到
C

@"

份$我们

分别记为第
>

A$

$

"

$

#

$.$

C

份$且
;

)

%

中的每个点的

标号 如 !

"

"&对 于 第
>

A $

$

"

$

#

$.$

C

份

1

"

$

1

#

$.$

1

2

, -

$我们从每个
1

-

上去掉那些标号为

G

4

>

!

SBK

!

C

@"

""的那些点&

通过上述处理$我们得到新的有向路或有向圈集

合
1

>

-

/

>

A$

$

"

$.

C

'

-A"

$.$

2

>

, -

&我们说
1

>

-

是可行

的$因为
1

-

中去掉的点是
;

)

%

的点$那么
1

>

-

的端点要

么是
1

-

的端点$要么是
%

中的点$由
1

-

是可行的得
1

>

-

是可行有向路或有向圈&所以$

%

'

=

!

1

>

-

"

(

"

.

#

$

>

A$

$

"

$.$

C

'

-A"

$.$

2

>

, -

& 同 时$我 们 得 到

1

>

-

.

;

)

%

! "

#

C

#

#

C

$

1

>

-

.

%

)

;

! "

#

C

@"

#

#

C

@"

&

由上述处理可得$

&

6

(

%

)

;

恰好出现在
C

@"
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#

0

个
1

>

-

中'

&

6

(

;

)

%

恰好出现在
C

#

0个
1

>

-

中!因为每次

出现恰好被去掉一次
C

@"

! "

#

0

#̀

0

A

C

#

0
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令
H

>

-

A%

.

=

!

1

>

-
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-
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=

!

1

>
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-

! "

-

I

>

-
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=

!
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.

#

'对于
E

-

$
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$

%

$
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(

-

$令
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"
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I
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#

A
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>

-

/

>
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$

"

$.$

C

'

-A"

$.$

2

>

-$其中
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+

C

>

A$

2

>

&

由引理
?

得$对每个拟阵
E

-

$
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$.$

!

$

1

J
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3-

, -

$

0D3DI
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-
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J

$

-
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-

$且
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中的每

个元素最多出现在
C

#
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-

中&

记
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$
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$
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!
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-
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$注意到$
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#
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-
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$

-
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#
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!

! #̀

"
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A
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"

#
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#
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由引理
#

和引理
?
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%
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$
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.

!
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-

$

$

A"
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$.$
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由
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为局部最优解$我们可以得到
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-

%
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$
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&

$
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$
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$.$
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&

由
&
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&
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&

由引理
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(
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出现在
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#
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+
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$
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"

&
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-
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$
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&
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#

"

!

+

3

$

4

"

&

%

)

5$

! "

-

I

$

! "

@

&

%

)

5$

! ") *
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&
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&
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&
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&
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+
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"

&
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&
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#
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&
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&
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;
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式中#第一个不等式由
&

+

! "的
!

`

次模性可得'第二

个不等式是因为
&
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$

&

I

$

-

%
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&

$

A"

$

#

$
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'第三个不等式由
&
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$

&

%

)

6

,-! "可得'第四个

不等式由引理
!

可得&

由引理
E

及
&

6

(

;

)

%

恰好出现在
C

#

0个
I

$

中$得

+

3

$

4

"

&

%

-

I

$

! "

@

&

%

!") *

$

!

C

#

0

&

%

-

;

! "

@

&

%

!"! "

& !

#

"

由不等式!

"

"$!

#

"得$

!

C

#

0

&

%

-

;

! "

`

&

%

!"! "

#

"

!

#

C

@"

! "

#

0

@ ! #̀

! "

C

#

0

! "

&

%

!"

`

&

%

.

;

! "! "

&

整理可得

"

!

?

! "̀@

"

C

! "

@"

! "

&

%

!"

$

&

%

-

;

! "

@

"

!

?

! "̀@

"

C

! "

&

%

.

;

! "

&

若令引理
%

中的
;

取最优解
%

6

$结合函数
&

的单

调性可得$

&

%

!"

$

!

?

! "̀@

"

C

@

!

?

&

%

6

! "

&

定理
"

!

对
!"

拟阵交约束下的非负单调
!

"

次模函数最

大化问题$算法
#

是近似比为
!

?

!@

"

的多项式时间算

法$其中
!

$

#

$

"%

$

&

本节开始定义的局部搜索算法$在找到局部最优

解时所运行的时间可能会达到指数阶&为保证多项式

时间内找到局部最优解$对上面的标准局部搜索算法

进行改进$加入了参数
#

$得到的算法称之为近似局部

搜索算法&

!$"



中
!

国
!

海
!

洋
!

大
!

学
!

学
!

报
#$#"

年

算法
#

!

近似局部搜索算法

输入#基础集
#

#

A

)

)

*$

!

"

次模函数
&

$拟阵
-

A

!

#

$

-

"$

-

(

)

!

*$假设函数值
&

!

%

"通过询问黑匣子

可得&

"D

令
.AOT

D

SOL

&

!

/

"

/

/

(

#

, -且
%A.

,-

&

#D

若下列局部操作是可行的$那么根据
C

"

交换操

作来更新
%

$即#

若存在可行的集合
%5

$满足#

!

I

"

%5

)

%

#

#

C

$

%

)

%5

#

#!

C

$且

!

II

"

&

!

%5

"

$

"@

#

) !@"

! "

! "

&

%

!"

&

则
%

3

%5

&

输出
%

&

证明
!

求算法
#

运行时间的上界很容易&算法
#

中参

数
#

的值至多是
)

的多项式&首先来计算算法
#

迭代

的次数#由函数
&

+

! "的
!

"

次模性可得
&

!

.

"

$

!

&

!

*C3

"

)

$在更新集合
%

的过程中$相应的函数值增加

为
"@

#

)

!

!@"

"

! "

&

!

%

"&由此可得$算法
#

运行的次数

为
;B

D

"@

#

)

!

!@"

"

&

!

K('

"

&

!

.

"

#

;B

D

"@

#

) !@"

! "

& K('

! "

!

&*C3

! "

)

A

"

#

)

!

!@"

"!

;B

D

) ;̀B

D!

"&其次$对于
&

%

'

#

$其局部

邻居个数至多为
%

!

)

#

!

!@"

"

C

"&因此$算法
#

是一个多

项式时间算法&

设
%

为近似局部搜索算法得到的局部最优解$

%

6

为问题最优解$由引理
%

的证明方法可得

"

!

?

!@

"

C

@

#

! "

! "

&

%

!"

$

&

%

-

%

6

! "

@

"

!

?

! "̀@

"

C

! "

&

%

.

%

6

! "

$

又因为
&

+

! "是单调不减的$所以

&

%

!"

$

!

?

!@

"

C

@

#

! "

&

%

6

! "

$

令
"

A

"

C

@

#

$

&

%

!"

$

!

?

!@

"

! "

&

%

6

! "

&

E

!

结语

本文通过对拟阵交换性质的分析以及对
$

=

次模函

数的性质的研究$对于
!"

拟阵交约束下非负单调
$

=

次

模函数最大化问题$得到一个多项式时间的局部搜索

算法!

.BGO;WVOTGJ

"$近似比为
!

?

!@

"

&而对于同样的问

题$

0BC

D

等给出的是近似比为
!

!@

!

的贪婪算法&注

意到#当
!

A"

时!即目标函数为次模函数"$与
0BC

D

等

给出的近似比
"

!@"

相比$本文得到更好的近似比

"

!@

"

$这也是目前对于
!=

拟阵交约束下非负单调次

模函数最大化问题可以得到的最好的近似比&
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