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摘要 本文基于多资源累积分布, 提出定义在 Lorenz 超曲面上的多维经济差异指数用以衡量多个社

会资源分配的不均衡性; 进而设计用样本计算经验多维经济差异指数的算法, 证明该经验指数一致收

敛于指数真值. 应用多维经济差异指数对我国各省会城市数据进行了经验分析, 结果在揭示我国省会

城市社会资源不均衡特点的同时,也说明了在复杂经济情势下,多维经济差异指数相比 Gini指数能够

更加准确地刻画多源信息.

关键词 Gini 指数 人数分布隐函数 省会城市 资源不均衡性

MSC (2010) 主题分类 62F86, 62H86

1 引言

经济学中, 常使用 Gini 指数度量一个国家或地区收入或者财富的统计差异性. Gini 指数最初是

意大利统计和社会学家 Gini [1, 2] 基于 Lorenz曲线定义的,如图 1所示,其中横坐标和纵坐标分别是人

的累积比例和对应收入的累积比例. 累积收入比例可以视为累积人口比例的函数, 因此, 如果 Lorenz

曲线是 45 度对角线, 则表明收入分配是绝对均衡的, 即每个人收入都相同; 相反, 如果所有的收入都

由最后一个人取得, 其他人收入为 0, 则收入分配是绝对不均衡的, 此时 Lorenz 曲线是图形中下三角

的两条直角边. 当然,实际中的 Lorenz曲线既不会是绝对均衡的,也不会是绝对不均衡的,而是像图 1

显示的一样, 位于两条线之间. 因而, Gini 指数可以用 Lorenz 曲线与 45 度对角线围成的区域面积来

定义, 具体可参考 Gini 的定义 [2].
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图 1 (网络版彩图) Lorenz 曲线和 Gini 指数的几何定义

Gini 指数取值在 [0, 1] 之间, 当 Gini 指数取值为 0 时表示收入分配是完全均衡的, 取值为 1 时表

明收入分配是完全不均衡的. 之前很多学者的研究表明, Gini 指数在 0.3 至 0.4 之间对社会发展是较

为适宜的, 如果指数值超过 0.5, 分配过于不均衡, 社会有不稳定的风险; 如果值低于 0.2, 分配过于均

衡, 人们会缺乏创造财富的动力.

Gini 指数被提出后, 对于 Gini 指数的估算方法被不断提出. 例如, Kendall 和 Stuart [3]、Sen [4]、

Anand [5] 和 Jasso [6] 分别提出了不同的估算方法, 而 Pyatt [7] 和 Silber [8] 应用矩阵方法改进了指数计

算的效率.现在 Gini指数在描述社会和经济问题的均衡性方面发挥了越来越重要的作用,而经济和社

会不均衡性的指数研究也成为经济学研究领域的热点之一.现有的文献已经讨论了这些指数的理论改

进和实证应用. Atkinson [9]提出了 Atkinson指数用于衡量总体分布中是左侧还是右侧对不均衡性影响

更大, Imedio-Olmedo等 [10] 对 Bonferroni指数类在度量不均衡性方面的效率进行了比较; Sundrum [11]

推导了分组数据下指数计算的分解方法; Glenn [12] 则提出了用距离收入均值的平均差来度量不均衡性

的指数方法,平均差越大,不均衡性就越大.相比于 Gini指数, Greselin [13] 和 Greselin等 [14, 15] 提出了

Zenga指数、L-函数和其他统计量去衡量经济的不均衡性和实际风险. 以上提到的所有指数都可以看

成是 Gini 指数的改进. 另外, 也有学者提出多维贫困指数 (参见文献 [16–18]), 这类指数定义在 “贫困

人口” 集上, 表述为各维度 “贫困人口” 比例的求和或乘积, 该定义虽然与 Gini 指数定义不同, 但也借

鉴 Gini 指数的定义, 在每个维度上定义 “贫困指数”, 然后再进行组合.

在进行理论研究的同时, 更多学者关注 Gini 指数的应用和阐释. 例如, 文献 [19] 估算 2005 年全

球收入 Gini指数值为 0.61至 0.68; Kakwani [20, 21] 提出 Gini指数可用于测度贫困程度,并与其他测度

贫困的指标进行了比较. Gini 指数还被广泛用于社会学、经济学、健康学、生态学、工程科学和农学.

例如, 在社会学和经济学领域, Shorrocks [22] 介绍了一种基于收入 Gini 指数的测度来估计收入的流动

性. 这种测度后来被 Maasoumi和 Zandvakili [23] 推广,现在一般被称为 Shorrocks指数. Thomas等 [24]

提出了教育 Gini 指数, 用于透过教育不均衡度, 了解社会发展的趋势. Roemer [25]、Roemer 等 [26] 和

Weymark [27] 提出了机遇 Gini 指数的概念. Sadras 和 Bongiovanni [28] 利用 Lorenz 曲线和 Gini 指数

对围场产量的不均衡性进行了评价. 进一步讲, 给定时间区间后, Gini 指数可以用于比较不同国家和

地区,或者是同一国家不同类,例如,不同州、教育程度、性别和种族的不均衡性. Kopczuk等 [29] 应用
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美国 1937 年以来的社会安全收入数据计算 Shorrocks 指数并推导出: 在美国, 收入的流动性有复杂的

历史. 这主要是因为第二次世界大战后大量女性进入劳动力市场, 以及 1937 年至 2000 年间美国男女

工人收入差异. van Mierlo 等 [30] 将 Gini 指数用于数字社交网络不均衡性的度量.

虽然 Gini指数描述了收入或者财富的不均衡程度,这确实是社会资源的重要环节,但是社会资源

的不均衡性并不仅仅等同于收入的不均衡性,还需要考虑其他社会资源,如资产、社会福利、公共服务

和教育支出等. 当考虑多变量不均衡性测度时, Gini 指数变得不再适用, 原因是 Gini 指数理论上的定

义是局限在一维分布上的, 这就使得该指数很难处理多维和高维数据. 如果一定要计算 Gini 指数, 那

多维数据必须通过一定的方法 (如主成分分析) 降到一维才行. Gini 指数推广的主要问题是当维数大

于等于 2 时, 分布函数的逆函数不存在, 这点将在第 2 节中详细讨论. 而文献 [16–18] 中的 “多维贫困

指数”, 基本是基于有限集, 即样本来定义的, 缺乏统计理论上的定义和讨论. 这个问题可以通过引入

一个与 Gini 指数等价的定义来解决. 如果该指数能够应用于不均衡性的测算, 那之前提及的一些测

度 (如 Boferroni 指数等) 也可以推广到多维数据. 因此, 将这些指数定义域从一维扩展到多维的思想

具有重要价值.

本文重点关注将 Gini 指数扩展使之能够处理多源数据. 本文将定义一种新指数, 命名为多维经

济差异指数 (multivariate-deviation index, MI). 新指数能同时归纳不同经济变量, 例如, 收入、支出和

资产等的不均衡性. 因此, 与 Gini 指数相比, MI 不仅仅是维数拓展的改进, 而且更加适用于复杂的经

济问题. 本文进而设计了多维经济差异指数的计算方法. 在理论分析之后, 本文还进行了数值模拟和

实证应用, 比较 Gini 指数和 MI 在中国省会城市调查数据实证结果中的差异.

2 多维经济差异指数

2.1 Gini 指数新表示

Gini 指数如图 1 所示, 令总体收入是随机变量 x, 分布函数是 F (t), L(t) 对应收入为 t 时累积收

入的比例, 即收入低于 t 的人, 其收入总和在总收入中的占比,

L(t) =
1

µ

∫ t

−∞
xdF (x) =

1

µ

∫ t

−∞
xf(x)dx, (2.1)

其中 µ =
∫∞
0

tdF (t)表示收入均值. F (t)和 L(t)都是在 [0, 1]取值, Lorenz曲线正是由这些 [0, 1]⊗ [0, 1]

中的点 (F (t), L(t)) (t ∈ [0,∞]) 构成, 可以看成隐函数 L(p),

y = L(p) :

p = F (t),

y = L(t),
(2.2)

其中 p 和 y 分别表示累积人口和对应的累积收入比例.

现在考虑二维的情形. 记 x1、x2 和 F (x1, x2) 为两个社会资源及其联合分布函数, 联合分布函数

有两个自变量, 逆函数不存在, 因此二维情形下推导不出隐函数. 在 Gini 指数的框架下很难研究二维

或更高维的经济指数问题.然而,可以在另外一个替代框架下考虑经济指数问题,为了阐释这个新的替

代框架,首先在此框架下重新定义 Gini指数. 如图 2所示,交换图 1中横坐标和纵坐标,用 F(y)记由
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图 2 (网络版彩图) Lorenz 曲线和 Gini 指数的另一种表示

点 (L(t), F (t)) (t ∈ [0,∞]) 构成的人数分布隐函数 (implicit population proportion function, IPPF),

π = F(y) :

π = F (t),

y = L(t),
(2.3)

F(y) 描述了按收入由低到高排序, 累积收入占总收入的比例为 y 时, 对应的累积人口的比例为 π, 也

就是说, 总共 π 的人口拥有的累积收入占总收入的比例为 y. F(y) = F (t), 因为它们表达的是同一个

累积概率, 只是自变量定义域分别为 [0, 1] 和 R. 事实上, 因为 F (t) 和 L(t) 都是严格递增函数, t 和 y

是一一对应的, 如 (2.1) 所示.

因为图 2 中 B 区域位于左上部分, 所以, Gini 指数可以如下推导:

Gini = 2

∫ 1

0

F(y)dy − 1. (2.4)

从图 1 和 2 中可看出, (2.4) 提供了一个新的框架来阐释 Gini 指数.

2.2 二维经济差异指数

本小节可以在上述框架下将 Gini指数拓展成多维经济差异指数. 为简单说明思想,仍然考虑二维

的情形, 记 F (t1, t2) 为两个社会资源的联合分布, 联合人数分布隐函数记为 F(y1, y2), 其自变量为第

一种社会资源的累积比例 y1 = L1(t1) 和第二种社会资源的累积比例 y2 = L2(t2). F(y1, y2) 是指同时

满足两个条件的人数累积比例. 联合人数分布隐函数可以表示为

π = F(y1, y2) :


π = F (t1, t2),

y1 = L1(t1) =
1

µ1

∫ t1

−∞

∫ ∞

−∞
x1dF (x1, x2),

y2 = L2(t2) =
1

µ2

∫ t2

−∞

∫ ∞

−∞
x2dF (x1, x2),

(2.5)
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其中 µ1 和 µ2 分别是两个社会资源的均值. 在此框架下, 比例 L1 和 L2 分别是 t1 和 t2 的一元函数,

F(y1, y2)描述了定义在单位矩形上的 Lorenz曲面,其取值与 F (t1, t2)相同,其中 t1 和 t2 分别对应 y1

和 y2. 多维经济差异指数可以按下式定义:

MI2 =

∫ 1

0

∫ 1

0

F(y1, y2)dy1dy2, (2.6)

其中上标 “2”表示 2维指数. 自变量为比例 y1 和 y2, 接着利用二维 Lorenz曲面上的积分完成二维经

济差异指数的定义.从几何上直观看,二维经济差异指数就是在单位立方体内曲面 F(y1, y2)下的体积.

显然,多维经济差异指数是 Gini指数在多维的延伸和拓展.当只考虑一维时, 经济差异指数与 Gini指

数是等价的, 根据 (2.4), 它们之间存在如下转化关系:

Gini = 2 ∗MI− 1. (2.7)

当资源随机变量为离散型分布且其均值有限时, 可类似得到二维经济差异指数的定义. 令 f(t1,i, t2,j)

(i = 1, 2, . . . , r1, j = 1, 2, . . . , r2) 是随机向量 (x1, x2)
T 的联合分布律, x1 和 x2 的边际分布律由下式

确定:

f1(t1,i) =

r2∑
j=1

f(t1,i, t2,j), i = 1, 2, . . . , r1, (2.8)

f2(t2,j) =

r1∑
i=1

f(t1,i, t2,j), j = 1, 2, . . . , r2. (2.9)

对应 tm,i 的人数比例 ym,i (m = 1, 2) 由下式定义:

ym,i =
1

µm

i∑
k=1

tm,kfm(tm,k), m = 1, 2, j = 1, 2, . . . , rm, (2.10)

其中 µ1 和 µ2 是随机变量的均值.人数分布隐函数的定义如 (2.5),则离散分布下二维经济差异指数可

由下式计算:

MI2 =

r1∑
i=1

r2∑
j=1

F(y1,i, y2,j)∆y1,i∆y2,j , (2.11)

其中 ∆ym,i = ym,i − ym,i−1, ym,0 = 0, m = 1, 2.

2.3 多维经济差异指数

多维经济差异指数可以类似定义, 考虑多维经济资源向量 x = (x1, x2, . . . , xp)
T, 如果向量的联合

分布函数 F (t1, t2, . . . , tp) 和相应的第 j 个分量的边际分布函数 Fj(tj) 已知, 那么 (2.12) 可推导出联

合人数分布隐函数, 描述超立方体内的 Lorenz 超曲面

π = F(y1, y2, . . . , yp) :


π = F (t1, t2, . . . , tp),

yj = Lj(tj) =
1

µj

∫ tj

−∞
xjdFj(xj), j = 1, 2, . . . , p,

(2.12)
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其中 µj 表示第 j 个分量的均值, yj 表示对应资源 tj 的累积值在总资源中的占比. 多维经济差异指数

的定义可由下式得出:

MIp =

∫
[0,1]⊗p

F(y1, y2, . . . , yp)dy1dy2 · · · dyp, (2.13)

其中上标 “p” 表示 p 维指数, [0, 1]⊗p 表示在实数空间 Rp 中的 p 维超立方体. 类似地, 在离散分布情

形下, 可以由下式计算多维经济差异指数:

MIp =
∑

i1,...,ip

F(y1,i1 , y2,i2 , . . . , yp,ip)∆y1,i1 · · ·∆yp,ip . (2.14)

多维经济差异指数具有良好的统计性质, 下面进行讨论.

性质 1 当资源向量 x 能被分解为 m 个相互独立的子向量, x = (x1,x2, . . . ,xm)T, 子向量 xl 含

kl (l = 1, 2, . . . ,m,
∑m

l=1 kl = p) 个随机分量时, 整个向量的多维经济差异指数等于各子向量的多维经

济差异指数的乘积:

MIp =
m∏
l=1

MIkl

l . (2.15)

特别地, 如果资源向量中各分量是独立同分布的, 则向量的多维经济差异指数等于单个分量经济差异

指数的 p 次方:

MIp = (MI)p. (2.16)

性质 1 的证明可以从定义显然得到. 这是因为在独立性条件下, 联合分布函数可以写成各边际分

布函数的乘积, 从而联合人数分布隐函数也可以写成边际人数分布隐函数的乘积. 根据定积分的性质,

可以得出性质 1.

性质 2 在独立同分布条件下,若资源向量各分量都处于完全均衡情形,多维经济差异指数取值为

( 12 )
p; 若各资源分量都处于完全不均衡情形, 多维经济差异指数取值为 1, 即多维经济差异指数在各分

量独立同分布条件下, 取值区间为 [( 12 )
p, 1].

如图 2 所示, 在完全均衡情形下, 单个分量的经济差异指数等于 1
2 ; 在完全不均衡情形下, 单个分

量的指数等于 1. 因此, 性质 2 可以由性质 1 得到.

性质 3 在同分布完全相依条件下,若资源向量各分量都处于完全均衡情形,多维经济差异指数取

值为 1
p+1 ; 若各资源分量都处于完全不均衡情形, 多维经济差异指数取值为 1, 即多维经济差异指数在

各分量同分布完全相依条件下, 取值区间为 [ 1
p+1 , 1].

性质 3 也容易证明, 因为在同分布完全相依条件下, 资源向量联合分布等于各边际分布的最小

值, 即

F (t1, t2, . . . , tp) = min
j=1,2,...,p

Fj(tj).

而在完全均衡情形下, 各分量的边际人数分布隐函数都是 Fj(yj) = yj , 从而,

MIp =

∫
[0,1]⊗p

min{y1, y2, . . . , yp}dy1 · · · dyp =
p!

(p+ 1)!
=

1

p+ 1
. (2.17)

文献 [16, 17] 提出了用多维贫困指数测度多个资源的贫困不均衡性. 比较而言, 经济差异指数具

有以下优势. 第一, 经济差异指数是基于分布定义而非有限样本集, 因而, 无论资源是以连续分布、离
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散分布或者样本形式给出都可以计算, 而多维贫困指数只能是基于样本计算. 第二, 经济差异指数考

虑联合分布函数, 包含了多个资源分布的全部信息,包括相关性、尾部相依性和偏态等, 而这些在多维

贫困指数中都没有涉及. 更重要的是, 经济中资源变量 (如收入、资产、消费等) 的分布多显现 “尖峰

厚尾” 特征, 采用多维经济差异指数能捕捉不均衡性的更多信息,可以整合经济社会资源更多信息, 充

分考虑资源之间的相关性及其他高阶矩性质. 因此,该指数更加适合在复杂经济问题中探索不均衡性,

特别是多变量问题的不均衡性.

3 样本经验多维经济差异指数及性质

3.1 样本多维经济差异指数

本小节主要讨论基于样本, 定义经验多维经济差异指数, 并给出估计算法. 假定随机抽取社会资

源向量 x 的 n 个独立样本, 得到样本资料矩阵 X = (xij)n×p, 向量 x 的经验联合分布函数由下式

给出:

π̂ = F̂n(t1, t2, . . . , tp) =


1

n

n∑
i=1

p∏
j=1

1(−∞,tj)(xij),

0, 其他,

(3.1)

其中 1A 表示事件 A 的示性函数. 对于给定的 tj , 如果样本 i 的第 j 个分量值 xij 6 tj , 那么示性

函数 1(−∞,tj)(xij) 等于 1, 而当条件 xi1 6 t1, xi2 6 t2, . . . , xip 6 tp 同时满足时, 示性函数的乘积∏P
j=1 1(−∞,tj)(xij) 等于 1. 经验联合人数分布隐函数 F̂n(ŷ1, ŷ2, . . . , ŷp) 由 (3.2) 定义, ŷj 表示社会资

源向量各分量的样本比例,

π̂ = F̂n(ŷ1, ŷ2, . . . , ŷp) :


π̂ = F̂n(t1, t2, . . . , tn),

ŷj = L̂nj(tj) =
1

nµ̂j

n∑
i=1

xij1(−∞,tj)(xij), j = 1, 2, . . . , p,
(3.2)

其中 µ̂j 是第 j 个分量的样本均值,

µ̂j =
1

n

n∑
i=1

xij , j = 1, 2, . . . , p. (3.3)

基于样本, 为计算经验多维经济差异指数的值, 首先需要确定由样本构成的网格点上的取值. 令

x(i)j (i = 1, 2, . . . , n) 记样本资料阵 X 第 j 个分量 n 个样本值升序排列,

x(1)j 6 x(2)j 6 · · · 6 x(n)j , j = 1, 2, . . . , p.

这些升序排列后的样本值构成 Rp 中网格上的点, 可以用之前定义的 (3.2) 计算每个网格点上的

经验比例 ŷi,j ,

ŷi,j = L̂nj(x(i)j), ∆yi,j = ŷi,j − ŷi−1,j , i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , p, (3.4)

其中 y0,j = 0, j = 1, 2, . . . , p. 这样, 可以得到 p 维超立方体 [0, 1]⊗p 中由 np 个节点构成的网格 (ŷi1,1,

ŷi2,2, . . . , ŷip,p).
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经验联合人数分布隐函数在网格点上的取值 F̂n(ŷ1,j1 , ŷ2,j2 , . . . , ŷp,jp)可以用于计算经验多维经济

差异指数 M̂I. 将 (3.1)–(3.4) 代入 (2.13) 中, 得到计算 p 维该指数 M̂I
p
的算法,

M̂I
p
=

n∑
i1=1

· · ·
n∑

ip=1

F̂n(ŷi1,1, ŷi2,2, . . . , ŷip,p)∆yi1,1 · · ·∆yip,p. (3.5)

3.2 经验多维经济差异指数的变异性和一致性

令 Θ(F) =
∫
[0,1]⊗p F(y)dy1dy2 · · · dyp, 其中 y = (y1, y2, . . . , yp)

T, 并应用积分中值定理, 可得

M̂I
p
−MIp = Θ(F̂n)−Θ(F) = F̂n(t)−F(t), (3.6)

其中 t = (t1, t2, . . . , tp)
T 是超立方体 (0, 1)⊗p 中的一个固定值. 根据中心极限定理, 可得

F̂n(t)−F(t)√
F̂n(t)(1− F̂n(t))/n

→ N(0, 1), n → ∞. (3.7)

给定显著水平 α, 可以推导出

P (|M̂I
p
−MIp| 6 Zα

2
δn) = 1− α, (3.8)

其中 Zα
2
是标准正态分布的右侧 α

2 分位数, δn 是 M̂I
p
的标准误,

δn =

√
F̂n(t)(1− F̂n(t))

n
=

√
M̂I

p
(1− M̂I

p
)

n
. (3.9)

根据上述定义, 应用经验经济差异指数 M̂I
p
, 可以给出多维经济差异指数置信水平为 1− α 的置信区

间 (M̂I
p
− Zα

2
δn, M̂I

p
+ cα

2
δn).

经验多维经济差异指数具有良好的收敛性, 可以证明在一些简单的条件下, 样本经验经济差异指

数 M̂I 收敛到总体多维经济差异指数, 具有强相合性.

定理 3.1 假定联合分布函数 F (x1, x2, . . . , xp) 在每个分量上都是连续函数, 并且每个分量的均

值 µj 是有限的, 则由 (3.5) 定义的经验多维经济差异指数 M̂I 将依概率 1 收敛到总体多维经济差异

指数.

定理的证明是显然的 (见附录 A), 可以用 Glivenko-Cantelli 定理来完成.

4 数据模拟分析

本节将运用模拟仿真来寻找多维经济差异指数的影响因素. 为简化计算, 考虑 p = 2, 即两个社会

资源. 仿真中变换分布类型、分布偏度、分布标准差 σ 和两个社会资源的相关系数 ρ来检验这些因素

对多维经济差异指数的影响.

令 x 和 y 分别记两个社会资源对应的随机变量. 仿真中, 令样本容量 n =1,000 并且考虑不同的

分布类型, 进行 1,000 次 Monte Carlo 模拟, 得到平均的样本多维经验差异指数及相应的标准差.

数值模拟一: 该数值模拟主要验证经济差异指数的取值范围, 考虑两个社会资源的不同设定, 计

算二维指数.
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(1) 主要是验证多维经济差异指数在社会资源处于极端情况下的取值, 设定 x ∼ U(x0 − δ, x0 + δ),

y ∼ U(y0−δ, y0+δ),其中 x0 = 6.82, y0 = 0.75. δ 取值越小,社会资源越接近完全均衡状况,设定 ρ = 0

和 ρ = 1;

(2) 主要考察变量间相关性对多维指数的影响, 设定 log(x) ∼ N(µ0, σ
2
0), log(y) ∼ N(µ0, σ

2
0), 其中

µ0 = 1.92, σ0 = 0.81, 设定相关系数 ρ 的取值为从 −1 到 1 的 10 个不同取值.

表 1中结果表明,在社会资源绝对均衡的条件下,指数值趋于理论下界,在 ρ = 0下趋于 1
22 = 0.25,

而在 ρ = 1 条件下趋于 1
3 , 当 δ 增大时, 社会不均衡性逐渐增大, 则指数值也增大. 从仿真 (2) 中可以

看出, 资源间的相关性对社会资源的不均衡性影响较小, 正相关性会加大社会不均衡性, 而负相关性

会减小社会不均衡性.

数值模拟二: 该数值模拟主要验证分布的变异性和偏态对多维指数值的影响, 进行如下设定, 分

别计算二维和三维指数.

(3) 主要验证分布标准差 σ 对指数的影响, 设定 log(x) ∼ N(µ0, σ
2) 并且 log(y) ∼ N(µ0, σ

2), 标准

差 σ 从 σ0/4 到 4σ0 共 5 个取值, 分别计算 ρ = 0 和 ρ = 0.6 时的指数值;

(4)主要考察偏度对多维经济差异指数值的影响,设定 log(x(λ)) ∼ N(µ0, σ
2
0), log(y

(λ)) ∼ N(µ0, σ
2
0),

引入 Box-Cox 变换 λ, a(λ) = aλ

λ , λ 越大分布偏度越大.

在仿真中应用 9 种不同的 λ 取值. 在 (3) 和 (4) 中, µ0 = 1.92, σ0 = 0.81.

表 2结果表明, (3)中当两个分布的方差都增加时, 指数从 0.3106显著增加到 0.9657,已经接近指

数的上界 1, 这说明当社会资源整体变得极端不均衡时, 指数值将接近上界, 变异性对均衡指数的影响

大于相关性.

(4) 中当 λ = 0.1 时, 指数值趋于理论下界 (指数下界二维时为 0.25, 三维时为 0.125), 当 λ = 10

时, 指数值几乎达到理论上界 1, 这表明社会资源分布的偏度会极大影响均衡性, 导致严重的社会不均

衡性. 相依性对指数值的影响不大, ρ = 0.6时指数值相对 ρ = 0时有所增加,但增加幅度不高, 说明正

相关性会增大不均衡性.

总地来说, 多维经济差异指数能够较客观地评价多个社会资源的不均衡性, 指数具有相对稳健性,

与 Gini指数相比,真实地反映了社会实际情况. 指数的影响因素中, 变异性和偏度对指数值影响更大,

资源间正相关性会加大指数值, 负相关性会减小指数值.

表 1 数值模拟一的经济差异指数值

(1) δ 0.001 0.01 0.05 0.2 0.75

均匀分布 指数 0.2506 0.2517 0.2567 0.2751 0.3459

ρ = 0 标准误 (0.0027) (0.0026) (0.0026) (0.0026) (0.0034)

均匀分布 指数 0.3340 0.3351 0.3400 0.3587 0.4299

ρ = 1 标准误 (0.000002) (0.00002) (0.00009) (0.00037) (0.0018)

(2) ρ 0.25 0.5 0.75 0.9 1

对数正态分布 指数 0.5285 0.5435 0.5605 0.5706 0.5778

标准误 (0.0061) (0.0065) (0.0066) (0.0062) (0.0061)

ρ −0.25 −0.5 −0.75 −0.9 −1

对数正态分布 指数 0.4998 0.4862 0.4732 0.4659 0.4608

标准误 (0.0057) (0.0059) (0.0067) (0.0072) (0.0075)
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表 2 数值模拟二的经济差异指数值

(3) σ σ0/4 σ0/2 σ0 2σ0 4σ0

二维 指数 0.3106 0.3760 0.5137 0.7626 0.9657

标准误 (0.0028) (0.0033) (0.0055) (0.0129) (0.0105)

三维 ρ = 0 指数 0.1851 0.2595 0.4381 0.7744 0.9743

标准误 (0.0028) (0.0036) (0.0071) (0.0182) (0.0077)

三维 ρ = 0.6 指数 0.2633 0.3383 0.5044 0.7979 0.9764

标准误 (0.0033) (0.0046) (0.0083) (0.0177) (0.0077)

(4) λ 0.1 0.2 0.3 0.5 1.5

二维 指数 0.2741 0.2983 0.3234 0.3758 0.6473

标准误 (0.0026) (0.0027) (0.0028) (0.0033) (0.0095)

三维 ρ = 0 指数 0.1474 0.1719 0.1989 0.2594 0.6230

标准误 (0.0026) (0.0028) (0.0029) (0.0036) (0.0132)

三维 ρ = 0.6 指数 0.2227 0.2496 0.2776 0.3384 0.6661

标准误 (0.0026) (0.0031) (0.0034) (0.0045) (0.0137)

λ 2 3 5 10

二维 指数 0.7622 0.9080 0.9860 0.9984

标准误 (0.0136) (0.0152) (0.0061) (0.0012)

三维 ρ = 0 指数 0.7739 0.9296 0.9874 0.9956

标准误 (0.0181) (0.0131) (0.0044) (0.0011)

三维 ρ = 0.6 指数 0.7981 0.9351 0.9883 0.9959

标准误 (0.0182) (0.0142) (0.0042) (0.0011)

5 我国省会城市社会资源不均衡性的实证分析

本节将应用多维经济差异指数, 基于民生调查数据集进行经验分析. 该数据集来源于西南财经大

学一项全国省会城市大型调查. 该调查关于中国民生满意度指数的调查报告已经于 2017 年出版 [31].

本文考虑从社会资源均衡性的角度重新研究该数据集, 考虑 3 个重要的社会资源: 收入、教育性支出

和资产. 作为比较, 本文计算 4 个指数: 基于收入的 Gini 指数 (缩写为 GI)、基于收入与教育性支出

的 2 维经济差异指数 (缩写为 MI1)、基于收入与资产计算的 2 维经济差异指数 (缩写为 MI2) 和基于

3 个资源计算的 3 维经济差异指数 (缩写为 MI3). 删除缺失数据后, 本文得到关于 MI1、MI2 和 MI3

有效样本, n1 = 4646, n2 = 5863, n3 = 3314.

经过计算,全样本的MI1等于 0.4955, 95%置信区间为 (0.4811, 0.5099);全样本的MI2等于 0.5280,

95% 置信区间为 (0.5152, 0.5408). 后者较前者大, 意味着在我国省会城市中, 收入与资产的社会资

源不均衡程度相比收入与教育性支出不均衡程度更大. 全样本的 MI3 等于 0.3658, 95% 置信区间为

(0.3438, 0.3878).

本文主要比较我国各区域和各省会城市社会资源的不均衡程度.将全国省会城市按区域分为东北

(哈尔滨、长春、沈阳)、华北 (北京、天津、石家庄、太原、呼和浩特)、华东 (上海、济南、南京、杭

州、南昌、福州、合肥)、华中 (郑州、武汉、长沙)、华南 (广州、南宁、海口)、西南 (重庆、成都、昆

明、贵阳、拉萨) 和西北 (西安、兰州、西宁、银川、乌鲁木齐) 7 个区域, 每个区域计算了 Gini 指数
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和多维经济差异指数 MI1、MI2 和 MI3, 对指数取值进行比较. 指数结果见表 3 和 4. 需要指出的是,

Gini 指数和多维经济差异指数因为计算方法不同, 数值直接比较不能说明问题, 因此, 我们主要比较

两个指数各区域和城市间的差异, 以此来揭示多维经济差异指数的优势.

表 3 列出了以上 7 个区域的 Gini 指数和 3 种多维经济差异指数值. Gini 指数最高的是西南, 其

次是华南,然后是华东,西北最低. 这与我国实际基本符合,西北地区地广人稀,收入普遍不高, 因此不

均衡性相对较低; 西南地区由于民族众多, 城市之间发展差距较大,既有相对发达的重庆、成都等新一

线城市,又有经济收入相对落后的拉萨,因此贫富差距大,不均衡性最大;而华南和华东地区经济发达,

大量外来人口流入, 因此收入不均衡性也较大.

结合收入和教育性支出来看社会资源的不均衡性 (MI1), 情况有所不同, 华东地区不均衡性居第

一,西南排第二,两个区域的不均衡性都显著高于其他地区 (置信区间在其他几个地区指数值之上),其

他几个区域差异较小,东北地区显著低于其他区域.这一现象值得研究,华东地区的教育性支出的差异

主要原因是, 相比其他地区, 华东地区拥有全国最好的教育资源, 但是城市分布不均衡, 主要集中在上

海和南京两座城市, 这造成了社会资源地域间不均衡性; 另外, 由于收入的差距, 造成外来人和本地人

对教育支出的差距, 少数民族和汉族之间教育支出也加大了差距, 这是社会资源的人群不均衡性. 加

之人们由于教育理念不同, 对教育的投入也不同, 这造成了社会资源主观投入的不均衡性. 以上三个

不均衡性是华东地区多维经济差异指数值偏高的主要原因. 对于西南地区, 本来收入的不均衡性就很

大, 加之上面三个原因都在起作用, 因此指数值也偏高. 华南地区由于地域间不均衡性相对较小, 因此

不均衡性适中, 指数值不高. 东北地区指数值偏低, 是因为这三个因素都不太起作用. 相比其他地区,

东北地区教育资源分布比较均衡, 人口不断流出, 外来人口较少, 而且因为是老工业基地, 人们教育理

念基本类似, 造成了指数明显偏低.

表 3 我国各区域 Gini 指数和多维经济差异指数比较

区域 东北 华北 华东 华中

GI 0.4478 0.4446 0.4607 0.4387

95% 置信区间 (0.4351, 0.4605) (0.4319, 0.4574) (0.4479, 0.4735) (0.426, 0.4514)

MI1 0.4529 0.4795 0.5336 0.4794

95% 置信区间 (0.4386, 0.4672) (0.4651, 0.4939) (0.5193, 0.5479) (0.4650, 0.4938)

MI2 0.5214 0.5181 0.5162 0.5150

95% 置信区间 (0.5086, 0.5342) (0.5053, 0.5309) (0.5034, 0.5290) (0.5022, 0.5278)

MI3 0.3419 0.3491 0.3671 0.3577

95% 置信区间 (0.2883, 0.3955) (0.3132, 0.3849) (0.3296, 0.4046) (0.3145, 0.4009)

区域 华南 西南 西北 全国

GI 0.4708 0.5164 0.4020 0.4454

95% 置信区间 (0.458, 0.4836) (0.5036, 0.5292) (0.3894, 0.4145) (0.4327, 0.4581)

MI1 0.4722 0.5029 0.4801 0.4955

95% 置信区间 (0.4578, 0.4866) (0.4885, 0.5173) (0.4657, 0.4945) (0.4811, 0.5099)

MI2 0.5465 0.5508 0.5092 0.5280

95% 置信区间 (0.5338, 0.5592) (0.5381, 0.5635) (0.4964, 0.5220) (0.5152, 0.5408)

MI3 0.3704 0.3792 0.3657 0.3658

95% 置信区间 (0.3119, 0.4289) (0.3365, 0.4219) (0.3224, 0.4090) (0.3438, 0.3878)
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表 4 我国各省会城市 Gini 指数和多维经济差异指数比较

城市 哈尔滨 长春 沈阳 北京 天津

GI 0.3004 (7) 0.5159 (24) 0.3229 (9) 0.5028 (23) 0.3018 (8)

MI1 0.4307 (4) 0.4503 (9) 0.4552 (10) 0.4696 (17) 0.4936 (21)

MI2 0.5095 (12) 0.5362 (23) 0.5127 (13) 0.5348 (22) 0.5005 (11)

MI3 0.2830 (1) 0.3413 (12) 0.3520 (18) 0.3385 (10) 0.3289 (7)

城市 石家庄 郑州 太原 济南 南京

GI 0.4129 (16) 0.3994 (14) 0.3679 (12) 0.5195 (25) 0.2973 (6)

MI1 0.4623 (12) 0.4960 (22) 0.4433 (6) 0.5592 (30) 0.4649 (13)

MI2 0.4651 (1) 0.5248 (19) 0.5371 (25) 0.5205 (15) 0.4971 (8)

MI3 0.3064 (2) 0.3505 (16) 0.3418 (13) 0.3126 (3) 0.3674 (24)

城市 上海 杭州 南昌 合肥 武汉

GI 0.4857 (22) 0.5351 (28) 0.5338 (27) 0.2826 (4) 0.6043 (31)

MI1 0.5691 (31) 0.5112 (25) 0.4470 (7) 0.4295 (3) 0.4667 (15)

MI2 0.5365 (24) 0.4967 (7) 0.5307 (20) 0.4816 (4) 0.5208 (17)

MI3 0.3812 (27) 0.3503 (16) 0.3547 (20) 0.3554 (22) 0.3442 (15)

城市 长沙 广州 福州 海口 重庆

GI 0.3735 (13) 0.3451 (10) 0.5427 (29) 0.2904 (5) 0.4810 (21)

MI1 0.5306 (28) 0.4366 (5) 0.4798 (18) 0.4602 (11) 0.5002 (24)

MI2 0.5001 (9) 0.5327 (21) 0.5177 (14) 0.5948 (31) 0.5543 (30)

MI3 0.3712 (25) 0.3185 (5) 0.3150 (4) 0.3437 (14) 0.3778 (26)

城市 成都 昆明 贵阳 南宁 拉萨

GI 0.5274 (26) 0.5892 (30) 0.4076 (15) 0.3461 (11) 0.4294 (18)

MI1 0.4833 (19) 0.4665 (14) 0.4864 (20) 0.5290 (27) 0.5391 (29)

MI2 0.5492 (28) 0.5413 (27) 0.5396 (26) 0.4914 (6) 0.5188 (15)

MI3 0.3533 (19) 0.3911 (31) 0.3548 (21) 0.3406 (11) 0.3660 (23)

城市 西安 兰州 银川 西宁 呼和浩特

GI 0.4418 (20) 0.4133 (17) 0.2447 (2) 0.4436 (19) 0.2411 (1)

MI1 0.4489 (8) 0.4271 (2) 0.4694 (16) 0.5124 (26) 0.4162 (1)

MI2 0.4903 (5) 0.5219 (18) 0.4810 (3) 0.5001 (10) 0.4743 (2)

MI3 0.3845 (29) 0.3332 (8) 0.3239 (6) 0.3885 (30) 0.3812 (28)

城市 乌鲁木齐 全国

GI 0.2692 (3) 0.4454

MI1 0.4980 (23) 0.4955

MI2 0.5502 (29) 0.5280

MI3 0.3342 (9) 0.3658

结合收入和资产来看社会资源的不均衡性 (MI2), 有如下结果: 第一, 我国收入和资产的不均衡性

更大, MI2 的值整体上显著大于 MI1, 表现为 7 个区域的 MI2 的置信区间都显著高于 MI1 的置信区

间. 第二, 从区域来看, 收入与收入和资产的不均衡性有较强的关联性, 7 个区域上两者的排序基本是
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一致的, 西南地区不均衡性最高, 西南和华南地区显著高于其他地区, 而其他几个地区没有显著差异,

西北地区不均衡性最低.

结合 3 个社会资源看不均衡性 (MI3), 有如下结果: 第一, 3 维指数值并没有显著的区域差异, 每

个地区 3 维指数值都被其他地区指数的置信区间覆盖, 说明从整体看, 我国的三资源不均衡性相对较

小, 这与两资源的不均衡性不同. 第二, 西南地区、华南地区和华东地区 3 维指数值较大, 而东北地区

和华北地区 3 维指数值较小, 说明整体看我国南方的资源不均衡性可能要略高于北方. 第三, 西北地

区在收入 Gini 指数和收入和资产 2 维指数值都最低, 而 3 维指数值反而居中. 这既说明西北地区三

资源有较强的正相依性, 影响了指数的取值, 也说明多维指数在描述多资源不均衡性上的优势.

表 4列出了我国大陆 31个省会城市 (台北、香港和澳门没有进行调查,因此没有列出)的 Gini指

数和多维经济差异指数,表中分别按照 MI1、MI2和 MI3的取值从低到高排序.从表中可以看出,我国

省会城市收入均衡性和收入和教育性支出整体均衡性大体是一致的, 但是有些省会城市差异较大, 三

资源的均衡性也有所不同, 下面分别阐述.

西北地区的兰州和西安是西北地区经济发达的大城市,收入差距相对较大,因此, GI值较大,分别

居全国第 17 和 20 位; 但是这两个城市 MI1 取值较小, 分别列全国第 2 和 8 位, 说明这两个城市教育

性支出相对均衡, 这也与当地教育资源较为丰富和均衡, 以及教育实力较强的情况相吻合; 两个城市

的 MI3 有很大差异, 兰州的指数值小于西安, 两者分列全国第 8 和 29 位, 这说明西安和兰州三资源

在分布的偏度、相依性等有较大差异. 西北地区另外两个城市银川和乌鲁木齐, 经济相对落后, 收入较

低, 贫富差距不大, 因此 GI 值较小, 列全国第 2 和 3 位, 但是由于这两个地区都是民族地区, 人群不

均衡性和主观投入不均衡性对教育性支出的影响很大, 因此这两个地区的 MI1 值偏大, 分别居全国第

16 和 23位, MI3值较小, 分列第 6 和 9 位, 西宁的 MI3较大, 列全国第 30位, 可能是受民族、收入和

宗教等因素综合影响.

东北地区哈尔滨和沈阳, GI 和 MI1 排名基本接近, 说明两者的不均衡性相当, 哈尔滨 MI3 值为

全国最小,可能与气候、人口流出和教育实力强都有关系,沈阳和长春 MI3值基本相当. 长春的 GI值

列全国第 24 位, 但是 MI1 列全国第 9 位, 说明长春收入差距大, 但是教育性支出不均衡性小, 这或许

与长春人口流出有关, 流出的都是中高收入人口, 造成贫富差距较大, 而长春的教育资源相对较好, 也

比较均衡, 因此, MI1 值不大.

西南地区昆明的 GI 值较大, 列全国 30 位, 但是 MI1 值较小, 列全国第 14 位, MI3 值全国最高,

这一点与昆明的民族和地理位置有关, 云南是我国民族最多的省份, 而且与东南亚接壤, 因此各民族

贸易往来频繁,造成收入不均衡性加大,但近年来国家和省政府对教育加大投入,昆明和贵阳的教育资

源相对较平均,因此 MI1值不大,但是三资源的不均衡性仍然较大.拉萨的 GI值不大,但是 MI1值较

大, 列全国第 29 位, MI3 值也较大, 列全国 23 位. 这说明拉萨的教育性支出不均衡性高, 主要原因是

西藏教育资源较差, 且分布不均衡, 汉族人和藏族人对教育的重视程度不同, 在此影响下, 人群不均衡

性和主观投入不均衡性都较大, 导致 MI1 的值大.

华中地区武汉和长沙对比, 武汉的 GI 值偏大, 长沙的 MI1 值较大, MI3 值也是长沙大于武汉; 武

汉是因为交通发达, 流动人口较多, 造成收入差距较大; 长沙的 GI 和 MI2 都适中, MI1 和 MI3 值较

大, 说明长沙三资源的相依性可能较强, 因此综合不均衡性较强.

华东地区资源不均衡性整体较高, 例如, 上海、济南、杭州、福州和南昌的 GI 值都较大, 说明这

几个城市收入差距大,但是 MI1值南昌较小, MI2值杭州较小, MI3值济南和福州较小,说明济南和福

州可能资源间相依性相反. 另外一个城市南京, GI、MI1 和 MI2 值都较小, MI3 值却较大, 说明资源之

间可能存在正相依性.

691



夏怡凡等: 多维经济差异指数及在省会城市不均衡性评估中的应用

上述结果显示出多维经济差异指数描述社会不均衡性比 Gini 指数具有明显的优势, 因为该指数

的来源变量更多, 能更全面和综合地反映社会整体的不均衡性, 而不仅仅是收入的不均衡性.

6 结论及讨论

本文运用一种新的框架, 将 Gini 指数的定义从一维拓展到多维, 得到多维经济差异指数. 在本文

的讨论中, 新定义的不均衡性指数更加适合在复杂经济数据中分析和阐述经济不均衡性. 本文设计了

算法计算样本经验多维经济差异指数,并证明其在一定条件下收敛到总体指数值.该指数与 Gini指数

一样, 也能应用到自然和社会科学各个领域, 仿真和实证分析表明该指数能够综合多个变量, 形成指

数, 因而, 新指数对于解释多维经济数据的不均衡性, 是一种更一般且先进的方法.

当然, 仍然有不少有价值和需要深入研究的问题, 本文只是将指数拓展到多维, 需要考虑在高维

或稀疏情形下该指数是否依然有效. 本文的算法是基于联合分布函数的一般算法, 对分布没有特殊要

求, 也许针对某些特殊的分布, 算法可以进一步简化.

致谢 作者感谢编委会和两名审稿人对论文提出的宝贵意见, 对于论文的改进起到了非常重要的作用.
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附录 A 定理 3.1 的证明

因为联合经验人数分布隐函数 F̂n(ŷ1, ŷ2, . . . , ŷp) 和联合经验分布函数 F̂n(t1, t2, . . . , tp) 除了定义

域不同外,具有相同的统计性质,因此在证明中主要考虑联合经验分布函数 F̂n(t1, t2, . . . , tp)的相合性.

定理的证明可以利用 Glivenko-Cantelli定理. 为简便起见,考虑向量每个分量是连续变量,对第 i个分

量, 固定 −∞ = Ti,0 < Ti,1 < · · · < Ti,mi = ∞, 满足

F (t1, . . . , ti−1, Ti,j , . . . , tp)− F (t1, . . . , ti−1, Ti,j−1, . . . , tp) =
1

mi
, (A.1)

i = 1, 2, . . . , p, j = 1, 2, . . . ,mi, 则对于任一 ti ∈ R, 必然存在 j 6 mi 满足 ti ∈ [Ti,j−1, Ti,j ]. 注意到

F̂n(t1, . . . , ti, . . . , tp)− F (t1, . . . , ti, . . . , tp)

6 F̂n(t1, . . . , Ti,j , . . . , tp)− F (t1, . . . , Ti,j , . . . , tp) +
1

mi
,

F̂n(t1, . . . , ti, . . . , tp)− F (t1, . . . , ti, . . . , tp)

> F̂n(t1, . . . , Ti,j−1, . . . , tp)− F (t1, . . . , Ti,j−1, . . . , tp)−
1

mi
,

(A.2)

因此, (A.3) 几乎必定成立 (almost surely, 简记为 a.s.),

∥F̂n − F∥∞ = sup
t∈Rp

|F̂n(t)− F (t)|

6
p∑

i=1

1

mi
+

p∑
i=1

max
ji∈{1,...,mi}

|F̂n(T1,j1 , . . . , Ti,ji , . . . , Tp,jp)

− F (T1,j1 , . . . , Ti,ji , . . . , Tp,jp)|. (A.3)

既然 maxj∈{1,2,...,mi} |F̂n(t1, . . . , Ti,j , . . . , tp)−F (t1, . . . , Ti,j , . . . , tp)| → 0, a.s.,由强大数定律知,对任一

m = (m1,m2, . . . ,mp)
T, 必然存在 N , 使得对所有 n > N , 有

∥F̂n − F∥∞ 6
p∑

i=1

1

mi
a.s., (A.4)
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这就保证了联合经验分布函数 F̂n 的强收敛性.

一方面, 既然 F̂n 收敛于 F , a.s., 联合经验人数分布隐函数 F̂n(ŷ) 是关于联合经验分布函数 F̂n

的严格单调变换, 因此收敛到总体人数分布隐函数 F(y), a.s. 另一方面, 经验多维经济差异指数是经

验联合人数分布隐函数的 Riemann 和, 将在几乎一定意义下, 当样本容量趋于无穷时, 收敛到总体人

数分布隐函数的积分, 即总体多维经济差异指数. 因此, 经验多维经济差异指数 (M̂I
p
) 依概率 1 收敛

于总体多维经济差异指数 (MIp):

M̂I
p
→ MIp, a.s. (A.5)

定理 3.1 证明完毕.
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