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摘要 Banach空间的保度量 (等距)映射研究自从 Mazur-Ulam定理 (1932) (Banach空间之间的保度

量满射一定是仿射映射) 开始, 已经进行了 80 多年. 本文主要对 Banach 空间上的保度量映射、或者

等距映射及其推广形式—扰动等距和粗等距的研究历史进行回顾, 同时也包含一些新的结果. 本文重

点放在近十年来的研究进展, 以及目前该领域所关注的问题介绍.
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1 引言

保持度量不变的映射 (简称保度量映射, 也称等距映射) 的研究, 自 1932 年 Mazur 和 Ulam [1] 开

始, 已经进行了 80 多年. 究其经久不衰的原因, 一方面是它是泛函分析最深刻最本质的内容之一, 另

一方面来源于包括几何学在内的数学其他分支以及包括物理、信息传输和量子信息在内的其他学科的

需要.等距映射,就最大的范围而言, 必须在 “度量空间”上才能进行,而 Banach空间是度量空间的一

个特例. 另一方面, 由于每个度量空间都可以保持度量不变地嵌入到一个 Banach 空间 (参见文献 [2,

引理 1.1]), 因此, 在 Banach 空间上研究保度量映射并不丧失一般性. 称从 Banach 空间 X 到 Banach

空间 Y 的映射 f 为一个保度量映射 (或者叫作等距映射), 如果对所有 x, y ∈ X 都满足

∥f(x)− f(y)∥ = ∥x− y∥,

即任何两点的距离在这个映射下是保持的. 如果 f 还满足 f(0) = 0, 即把 X 的原点 0 映成 Y 的原点

0, 则称 f 是标准的. 为了简洁起见, 也称保度量映射为 “等距”.

说起 Banach 空间等距映射的研究, 我们自然要提及 80 年前波兰数学家 Mazur 和 Ulam 开历史

先河的结果—Mazur-Ulam 定理 [1]: 两个赋范空间之间的满等距映射都是仿射等距映射. 这个定理的
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意义至少有如下 4 点: (1) 这个定理揭示了一个深刻的事实—欲使两个 Banach 空间之间的映射保持

度量不变,首先要保持线性结构不变. (2)等距映射研究有着深刻的理论价值和广泛的实际背景. 例如,

n 维 Euclid 空间 Rn 到其自身的标准等距映射 f 就是 Rn 上的正交变换, 或者说 f 就是 Rn 上的正

交矩阵; 再如, “全息摄影” 和 “信息传输” 的数学模型就是一类等距变换. (3) 以此定理为研究出发点,

发展了同样具有深刻的理论意义和更广泛应用背景的研究领域, 如非满等距、扰动等距 (或者, ε- 等

距)、扰动等距的稳定性理论及粗等距等. (4) Mazur-Ulam 定理的证明中 “满等距把度量中点映成度

量中点” 这一思想和方法对后来的等距 “局部化” 和满 ε- 等距的研究都起着重要的作用.

等距和扰动等距映射的研究, 大致可分为下列几个阶段: 等距 (包括满和非满等距)、扰动等距

(包括满扰动和非满扰动等距) 和粗等距 (包括满粗和非满粗等距). 下面基本按照这一领域研究的时

间顺序进行介绍. 由于这一领域的研究历史很长, 尤其是各种局部化的推广内容也非常多, 本文将以

“整个 Banach 空间” 为定义域的等距和扰动等距研究进展为中心. 本文内容组织顺序为: 等距 (第 2

节)、ε- 等距 (第 3 节)、ε- 等距的弱稳定性 (第 4 节)、再论稳定性 (第 5 节)、w∗- 稳定性和万有稳定

性 (第 6 节)、粗等距 (第 7 节)、几点注记 (第 8 节).

除特殊声明外, 本文考虑的 Banach 空间 (用 X 表示) 均是实 Banach 空间, X∗ 为 X 的对偶空

间. 分别用 BX 和 SX 表示 X 的闭单位球和单位球面. 用 B(x, r) 表示球心在点 x 处半径为 r 的开

球, 在不引起混淆的情形下, 也用它表示相应的闭球. A、co(A) 和 span(A) 分别表示集合 A ⊂ X 的闭
包、凸包和线性包.

2 等距

本节将讨论等距理论研究的发展历程,它又进一步分成满等距 (也叫等距同构)和非满等距 (也叫

等距嵌入) 两个部分. 满等距理论以 Mazur-Ulam 定理为代表 [1], 而一般等距理论最深刻的当属 Figiel

定理 [3].

2.1 满等距

Banach 空间的等距问题研究的开端, 以下面的 Mazur-Ulam 定理为标志.

定理 2.1 [1] 设 X 和 Y 为 Banach 空间, 且 f : X → Y 是一个满等距, 则 T 是仿射等距, 即

f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y), x, y ∈ X, α, β ∈ R, α+ β = 1. (2.1)

因为 f 在整个空间上是仿射的充分必要条件是它限制在 X 的每个球上都是仿射的,所以, Mazur-

Ulam 定理事实上是下面引理的一个推论, 它也是 Mazur-Ulam 定理证明的思想和方法的实质与核心.

引理 2.1 设 X 和 Y 为 Banach 空间, z ∈ X, r > 0. 如果 f : B(z, 2r) → B(f(z), 2r) ⊂ Y 是满

等距, 则它在 B(z, r) 上一定是仿射的.

证明 设 x, y ∈ B(z, r). 我们可定义单调递减的集合序列如下:

K0 =

{
u : ∥u− x∥ = ∥u− y∥ = ∥x− y∥

2

}
,

Kn+1 =

{
u ∈ Kn : Kn ⊂ B

(
u,
dn
2

)}
,
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其中

dn = diam(Kn) ≡ sup{∥u− v∥ : u, v ∈ Kn}.

因 K0 ⊂ B(z, 2r), 故 f 限制在 K0 上也是等距.

下面证明
∩

nKn = {x+y
2 }. 我们可以假设

x+y
2 = 0, 即 x = −y; 否则, 我们可以用下面的复合平移

变换 g (g(u) = f(u+ x+y
2 ), u ∈ B(z − x+y

2 , 2r)) 代替 f . 因此, Kn 是对称的, 即

u ∈ Kn ⇔ −u ∈ Kn.

我们将用归纳法证明 0 ∈ Kn 和 dn+1 ≡ diam(Kn+1) 6 dn/2, n = 0, 1, . . .

事实上,任意给定 u ∈ Kn,依 Kn 的对称性可知, 2∥u∥ = ∥u− (−u)∥ 6 dn,进而, Kn ⊂ B(0, dn/2),

0 ∈ Kn+1, 并且还有 u, v ∈ Kn ⇒ v ∈ B(u, dn/2), 所以, ∥u − v∥ 6 dn/2. 这说明 dn+1 6 dn/2. 因此,∩
nKn = {0}.
分别用 B(f(z), 2r) 和 B(f(z), r) 代换 B(z, 2r) 和 B(z, r), 用 f(x), f(y) ∈ B(f(z), r) 代换 x, y

∈ B(z, r), 以及定义相应的

M0 =

{
u : ∥u− f(x)∥ = ∥u− f(y)∥ = ∥f(x)− f(y)∥

2

}
,

Mn+1 =

{
u ∈Mn :Mn ⊂ B

(
u,
dn
2

)}
,

dn = diam(Mn), 因为 f 限制在 K0 上也是等距, 由此得到
∩

nMn = { f(x)+f(y)
2 }, f(Kn) = Mn,

f(x+y
2 ) = f(

∩
nKn) =

∩
nMn = { f(x)+f(y)

2 }. 由 x 和 y 的任意性可知, f 在 B(z, r) 上一定是仿射的.

证毕.

下面的结论是 Mankiewicz [4] 给出的.

推论 2.1 设 A 和 B 分别为 Banach 空间 X 和 Y 的子集, 并且它们满足下列条件之一:

(1) A 和 B 为具有内点的凸集;

(2) A 和 B 为非空的连通集.

如果 f : A→ B 是一个等距满射, 则它一定是从 X 到 Y 的某个仿射等距的满射在 A 上的限制.

注 2.1 我们须指出,当空间 Y 是严格凸空间,即 x, y ∈ SY , ∥x+y∥ = 2⇒ x = y时, Mazur-Ulam

定理不需要 “满射” 条件. 但是在一般情形下是不能去掉的. 例如, 取 X = R, Y = ℓ2∞ ≡ (R2, ∥ · ∥∞),

并通过 f(t) = (t, sin t) 定义映射 f : X → Y , 则

∥f(x)− f(y)∥∞ = max{|x− y|, | sinx− sin y|} = |x− y|, ∀x, y ∈ R.

但显然 f 不是仿射的.

2.2 等距嵌入

对于一般的等距映射, 除了 Mazur-Ulam 定理之外, 最著名的结果之一就是 Figiel 定理 [3] 了.

定理 2.2 [3] 设 X 和 Y 为 Banach 空间, f : X → Y 是一个标准等距, 即满足 f(0) = 0, 则存在

唯一的一个从 Yf ⊂ Y 到 X 的范数为 1 的线性满射 T , 使得 T ◦ f = idX (X 上的恒同映射), 其中

Yf = span[f(X)].
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Figiel 定理同样揭示了一个深刻的事实: Banach 空间上的标准等距, 不管它的非线性程度有多

高, 但总存在一个线性的左逆. 同时, 它的证明也与 Mazur-Ulam 定理的证明一样巧妙而简洁 (参见文

献 [2, 定理 14.2]), 并且对后来相关的研究产生了较大的影响;不同的是, Mazur-Ulam定理的证明实质

是实现局部化命题 “满等距把每个线段的中点映成其像的度量中点”, 而 Figiel 定理的证明则是利用

“整体几何结构来导出从共轭空间 X∗ 到 Y ∗
f 的一个 w∗-w∗ 连续的线性等距映射”. 另外, 从定理 2.2

中的 T ◦ f = idX 来看, T 很像一个投影算子, 下面的结论解释了它和投影算子的本质差异.

定理 2.3 (参见文献 [5, 推论 4.5]) 设 f : X → Y 为一个标准等距, 则有一个范数为 1 的投影算

子 P : Y ∗∗
f → N⊥ 使得

Pf : X → N⊥ ⊂ Y ∗∗ (2.2)

为一个线性等距, 其中 P = V ∗F ∗∗, V 为文献 [6, 定理 2.3] 中 Y ∗/N → X∗ 的线性满等距, N 为文

献 [6, 定理 2.3] 中通过 f 的不变平均导出的闭子空间, F 为相应于 f 的 Figiel 算子, 即 Ff = IX 且

∥F∥ = 1. 特别地, 当 Y 自反时, Pf : X → N⊥ 是一个线性满等距.

注意, N⊥ 与 X∗∗ 线性等距, 当 X 不自反时, Pf 是从 “小” 空间到 “大” 空间上的投影.

问题 2.1 既然非满等距映射不一定是仿射的, 那么, 如果有一个从 X 到 Y 的等距 f , 是否一定

有一个从 X 到 Y 的线性等距 g 呢?

当 X 是不可分空间时, 很早就有了反例. 2003 年, Šemrl 和 Väisälä [7] 证明了, 如果 Y 是一致凸

空间, 则对于每个从 X 到 Y 的 ε- 等距 (特别地, 等距) f , 下列极限 G 就是一个从 X 到 Y 的线性

等距:

g(x) = lim
n→∞

f(nx)

n
, x ∈ X.

同年, Godefroy 和 Kalton [8] 证明了, 当 X 为可分空间时, 答案是肯定的; 令我们意外的是, 当 X 是

不可分的 “好”空间时, 答案是否定的. 在叙述 Godefroy-Kalton定理之前, 我们回顾弱紧生成 (weakly

compactly generated, WCG) 空间的概念. 一个 Banach 空间 X 称为 WCG 空间, 如果有一个弱紧集

K ⊂ X 使得 span(K) 在 X 中稠密. 例如, 可分空间和自反空间等都是 WCG 空间.

定理 2.4 [8] 设 X 和 Y 为 Banach 空间.

(1)若 X 可分并且存在一个从 X 到 Y 的等距映射, 则一定存在一个从 X 到 Y 的线性等距映射;

(2) 如果 X 是不可分的弱紧生成空间, 则存在一个 Banach 空间 Y , 使得 X 不能线性同胚 Y 的

任何子空间, 但存在一个从 X 到 Y 的等距映射.

这个定理的价值不仅在于肯定地回答了一个长期的公开问题 (open problem), 更在于彻底否定了

不可分空间. 对于任何不可分的好的空间, 如不可分的自反空间, 甚至是不可分的 Hilbert 空间, 都存

在一个 Banach空间 Y 使得 X 能够等距嵌入到 Y 之中,但 X 不仅不能线性等距嵌入 Y ,甚至不能线

性嵌入 Y , 这是很令人意外的.

在这个问题上, Cheng 和 Zhou [6] 用 ℓ∞(X) 的 “不变平均” 方法, 以及 Cheng 等建立的弱稳定

性公式 (参见文献 [9, 主引理]), 证明了上述定理 2.4 中的 Y 不可能是自反的. 因此, 可以看作对

Godefroy-Kalton 定理的补充.

定理 2.5 [6] 设 X 和 Y 为 Banach 空间. 如果存在从 X 到 Y 的 ε- 等距 (特别地, 等距), 则存在

Y ∗ 的一个闭子空间 N 和一个线性满等距 V : X∗ → Y ∗/N , 因此,

U ≡ (V ∗)−1 : X∗∗ → N⊥ ⊂ Y ∗∗

1670



中国科学 : 数学 第 50 卷 第 12 期

是一个共轭满等距. 当 X 自反时, U 便是一个从 X 到 Y 的线性等距.

关于等距 (包括 ε- 等距) 与线性等距之间的关系及局部化问题可参见文献 [10–15].

3 εεε- 等距

扰动等距, 或者 ε- 等距, 是等距概念的推广, 它是 Hyers 和 Ulam [16] 于 1945 年引入的; 对于某个

ε > 0, 一个映射 f : X → Y 被称为一个 ε- 等距, 如果它满足

|∥f(x)− f(y)∥ − ∥x− y∥| 6 ε, ∀x, y ∈ X. (3.1)

0- 等距, 即当 ε = 0 时的 ε- 等距, 就是等距. 称满足 f(0) = 0 的 ε- 等距 f 是标准的. 相比等距, ε- 等

距的背景更加广泛. 最直观的背景就是测量: 我们把被测量的点放在一个 Banach 空间 X, 观测结果

放在另一个 Banach 空间 Y 进行处理. 要测量的两点 x, y ∈ X 的实际距离为 ∥x − y∥, 而测量的距离
为 ∥f(x) − f(y)∥, 测量误差界 ε 根据测量精度和观测经验往往很容易给定. 这就是一个典型的 ε- 等

距模型. Hyers [17] 和 Ulam [18] 还分别研究了与 ε- 等距类似但稍有不同的问题.

3.1 满 εεε- 等距

1945 年, Hyers 和 Ulam [16] 引入了 ε- 等距概念, 同时提出了下面的问题, 这个问题从提出到 1995

年最终完全解决, 整整经历 50 年的过程.

问题 3.1 是否对于每对 Banach 空间 X 和 Y 都存在一个常数 α = α(X,Y ) > 0, 使得对于任一

标准的满 ε- 等距 f , 都存在一个线性满等距 U : X → Y 使得

∥f(x)− Ux∥ 6 αε, ∀x ∈ X? (3.2)

从此以后, 在 “扰动等距” 这方面的研究便开始了. 如果问题 3.1 的答案是肯定的, 那么它就是

Mazur-Ulam定理从等距到扰动等距的成功推广, 我们也可以把这个结论叙述为每个满的标准 ε-等距

都与某个线性等距只相差一个有界量. Hyers 和 Ulam [16] 首先证明了, 当 X 和 Y 均是 Hilbert 空间

时, 问题 3.1 的答案是肯定的, 并且 α(X,Y ) 6 10. Bourgin [19] 证明了, 当 X 和 Y 均为一致凸空间时,

答案也是肯定的, 并且常数 α(X,Y ) 6 12. 1947 年, Hyers 和 Ulam [20] 进一步证明在下面的特殊情形

下, 答案也是肯定的, 并且 α(X,Y ) 6 21: 当 X = C(K1) 和 Y = C(K2) (紧 Hausdorff 拓扑空间 K1 和

K2 上实连续函数空间) 时, f : X → Y 除了是一个 ε- 等距外还是一个 X 到 Y 同胚映射. 1949 年,

Bourgin [21] 证明了上述结论在去掉 f 的连续性和单射的条件下仍然成立. 1975 年, Bourgin [22] 证明

了答案对于有限维 “多面体空间” 是肯定的 (多面体空间就是其单位球是一个多面体, 或者等价地, 单

位球的端点为有限多个有限维空间), 而 Bourgin [23] 在 1978 年研究了二维多边形空间.

1978 年, Gruber [24] 对这一问题的研究取得了突破的进展, 证明了 “若 f : X → Y 是一个标准的

满 ε- 等距, U : X → Y 是一个标准等距, 并且满足

lim
∥x∥→∞

∥f(x)− U(x)∥
∥x∥

= 0,

则 U 一定是满射, 且

∥f(x)− U(x)∥ 6 5ε, ∀x ∈ X.
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特别地, 如果 α(X,Y ) <∞ 存在, 则 α(X,Y ) 6 5”. Gruber 同时证明了 α(X,Y ) 6 5 对有限维空间 X

与 Y 之间的标准满 ε- 等距总成立. 1983 年, Gevirtz [25] 在 Gruber [24] 的基础上终于给出了这个问题

的完全肯定的答案: 对任何两个 Banach 空间 X 和 Y , 都存在常数 α(X,Y ) 6 5, 使得对任何一个标准

的满 ε- 等距 f : X → Y , 都有线性满等距 U : X → Y 使得 (3.2) 成立.

1985 年, Lindenstrauss 和 Szankowski [26] 研究了被称为近似等距 (approximate isometry) 的大尺

度扰动等距映射. 设 f : X → Y 为满射. 函数 αf : R+ → R+ 定义如下:

αf (t) = sup{∥f(x)− f(y)∥ − ∥x− y∥ : ∥x− y∥ ∧ ∥f(x)− f(y)∥ 6 t}, t > 0. (3.3)

他们采用了一种新颖的能够做到 “精确估计” 的方法, 证明了当
∫∞
1

αf (t)
t2 dt < ∞ 时, 一定存在一个线

性等距的满射 U : X → Y 使得

∥f(x)− U(x)∥ = o(∥x∥), ∥x∥ → ∞.

1995 年, Omladič 和 Šemrl [27] 综合了 50 年来对这一问题研究的所有有效方法, 并用他们自己的

特殊技巧, 最终给出了问题 3.1 中的最优估计 α = 2 (参见文献 [2, 第 360 页]).

定理 3.1 [27] 如果 f : X → Y 是标准的满 ε- 等距, 则存在一个满的线性等距 U : X → Y 使得

∥f(x)− Ux∥ 6 2ε, ∀ x ∈ X. (3.4)

上述定理的证明可分成两个部分: 第一部分的总体思路参考了文献 [25], 证明了满 ε- 等距的渐近

行为非常像等距映射, 用到了 Gevirtz [25] 所引入的 δ- 满 ε- 等距的概念和方法, 以及 Vogt [28] 的处理

方法; 还采用了 Lindenstrauss 和 Szankowski [26] 的方法, 证明了每个满 ε- 等距都可以用既单且满的

“近似等距” 逼近. 本文的创新性重点体现在证明的第二部分. 主要参考了 Gruber [24] 的方法, 通过对

此方法的改进, 从而得到满 ε- 等距到等距映射距离估计的最佳常数.

一般而言, 上述定理中假设映射为满射的条件是不能够去掉的. 关于怎样 “弱化” 满射的假设条

件的讨论, 包括 “几乎满” 的假设条件下的结果, 可参见文献 [29–33].

3.2 εεε- 等距的稳定性

非满 ε- 等距的研究 1995 年才开始, 主要针对的是稳定性.

定义 3.1 [34] 设 X 和 Y 为 Banach 空间.

(1) 称一标准 ε- 等距 f : X → Y 为稳定的, 如果存在有界线性算子 T : Yf → X 以及 β > 0, 使得

∥Tf(x)− x∥ 6 βε, ∀x ∈ X, (3.5)

其中 Yf = span[f(X)], 此时也称 f 是 β- 稳定的;

(2) 如果每个标准 ε- 等距 f 都是 β- 稳定的, 并且 β 不依赖于 f , 则称 (X,Y ) 对于 ε- 等距是稳

定的.

从稳定性的定义不难看出,它的出发点是研究广义的 Figiel定理, 标准 ε-等距 f : X → Y 是稳定

的, 等价的说法就是它有一个连续线性的 “伪” 左逆.

Qian [34] 率先研究了一般标准 ε- 等距的稳定性, 证明了对于某个 1 < p < ∞, 如果 X 和 Y 都是

Lp 空间, 则 (X,Y ) 对于 ε- 等距是稳定的. 2003 年, Šemrl 和 Väisälä [7] 在同样的条件下证明了 Lp 空

间是 2- 稳定的, 即如下定理.
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定理 3.2 [7] 设 X 和 Y 都是 Lp 空间 (1 < p < ∞), 则存在范数为 1 的线性算子 T : Y → X

使得

∥Tf(x)− x∥ 6 2ε, ∀x ∈ X. (3.6)

根据 Qian-Šemrl-Väisälä 定理, 我们可以把 Lp 空间看作 Hilbert 空间以外的、对于 ε- 等距是稳

定的空间的例子. 但另一方面, Qian 又给出下面的反例.

例 3.1 [34] 设 Y 是一个可分空间,但具有一个不可补的闭子空间 X. 注意此时必有 X♯ = Y ♯ (A♯

表示集合 A 的基数). 选取从 Y 到 BX 的任何一个满足把 0 变成 0 的双射 g (不一定连续), 则

f(x) = x+
ε

2
g(x), x ∈ X (3.7)

就是一个标准的 ε- 等距, 并且 Yf = Y . 如果存在线性满射 T : Y → X 使得

∥Tf(x)− x∥ 6 βε, x ∈ X,

则 T : Y → X 一定是投影算子. 因为 X 在 Y 中不可补, 所以 T 一定是不连续的.

定理 3.3 若 Banach 空间 Y 不线性同胚于 Hilbert 空间, 则对任何正数 ε, 一定存在 Y 的一个

闭子空间 X 和不稳定的标准 ε- 等距 f : X → Y .

证明 因为 Y 不线性同胚于 Hilbert 空间, 所以它一定有一个不与 Hilbert 空间线性同胚的可分

闭子空间 Z. 根据 Lindenstrauss 和 Tzafriri 的一个著名结论 [35] 可知, 一定存在 Z 的一个不可补闭

子空间 X. 再利用上述反例即可.

从上述定理和反例可以看出, Banach 空间 ε- 等距稳定性理论研究一开始就遭遇了 “毁灭性” 打

击. 最主要原因之一是, 在这个概念框架之下, 只有返回到 Hilbert 空间才有可能得到稳定性的结论.

另外一个原因是, 在一般的 Banach 空间, 哪怕是 f = id + εg (g : X → BY ) 这样简单的映射, 也极有

可能是不稳定的. 因此, 下列问题就凸显出来.

问题 3.2 是否可以建立一个具有普遍适用性的 “弱稳定” 性概念?

问题 3.3 是否可以建立一个能把上述反例中的这一类 “简单映射”作为 “稳定映射”在内的 “稳

定” 性概念?

问题 3.4 如果 Banach 空间 X 与 Y 之间有一个非满 ε- 等距, 那么是否一定有 X 与 Y 之间的

等距?

4 εεε- 等距的弱稳定性

4.1 弱稳定估计式

Cheng 等 [9] 率先研究了问题 3.1, 并得到了如下的弱稳定性估计式.

定理 4.1 [9] 设 f : X → Y 是一个标准的 ε-等距,则 ∀x∗ ∈ X∗,存在 φ ∈ Y ∗满足 ∥φ∥ ≡ r = ∥x∗∥,
使得

|⟨x∗, x⟩ − ⟨φ, f(x)⟩| 6 κrε, ∀x ∈ X, (4.1)

其中 κ = 4.
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最近, Cheng 和 Dong [36] 进一步证明了上述定理中的常数 κ = 4 可优化为 κ = 3, 并且在一般情

形下这个常数是最优的. 因此, 他们纠正了文献 [37] 中最优常数为 κ = 2 的结论, 但当 Y ∗ 严格凸时,

仍然有 κ = 2.

由于弱稳定性估计式在 ε-等距理论和应用研究中起着核心作用,并且它的证明也不同于前人的做

法,我们将给出定理 4.1的 (4.1)中 κ = 3的完整证明. 为此,首先回顾超滤子极限的概念. 设 Ω为一个

非空集合, F ⊂ 2Ω 为 Ω的一个子集族. 如果它满足 F,G ∈ F⇒ F ∩G ∈ F; F ∈ F, F ⊂ G ⊂ Ω⇒ G ∈ F,

则称 F 为 Ω 上的一个滤子 (filter). 如果它还满足
∩
{F ∈ F} = ∅, 则称 F 为 Ω 上的一个自由滤子.

一个 (自由) 滤子称为一个 (自由) 超滤子 (ultrafilter), 如果 ∀A ⊂ Ω 都有且只有下列情形之一出现:

A ∈ F, Ω \ A ∈ F. 通常用 U 表示一个 (自由) 超滤子. 设 T 为一个 Hausdorff 拓扑空间, U 为 Ω 上的

一个超滤子, f : Ω → T 为一个映射. 称 τ ∈ T 为 f 的 U 极限 (记为 limU f = τ), 如果对于 τ 的任何

开邻域 V ⊂ T , 都有 {ω : f(ω) ∈ V } ∈ U.

由上述定义, 不难验证下述性质.

性质 4.1 设 U 是 Ω 上的一个自由超滤子, K 为紧 Hausdorff 空间, 则对任何映射 f : Ω → K,

超滤子极限 limU f 均存在.

下一个引理是 Šemrl和 Väisälä (参见文献 [7, 定理 2.1])从 R+ 到 R的一个延拓, 也是文献 [9, 引

理] 的一个优化. 应该说, 这一引理的证明体现了 Figiel 定理 [3] 证明方法的核心思想.

引理 4.1 [36] 设 Y 为 Banach 空间, g : R→ Y 为标准 ε- 等距, U 是 N 上的自由超滤子. 对任意

的 n ∈ N, 设 φn ∈ SY ∗ 满足

|⟨φn, g(n)− g(−n)⟩| = ∥g(n)− g(−n)∥. (4.2)

若记 φ = w∗- limU φn, 则

|⟨φ, g(t)⟩ − t| 6 3ε, ∀ t ∈ R. (4.3)

证明 由题设条件 (4.2) 得

⟨φn, g(n)⟩ = ⟨φn, g(n)− g(−n)⟩+ ⟨φn, g(−n)⟩ > ∥g(n)− g(−n)∥ − 2ε.

进而,

⟨φn, g(−n)⟩ = ⟨φn, g(n)⟩ − ∥g(n)− g(−n)∥ 6 −n+ 2ε. (4.4)

因此, ∀ t ∈ [0, n],

t+ ε > ⟨φn, g(t)⟩ = ⟨φn, g(n)⟩ − ⟨φn, g(n)− g(t)⟩ > t− 3ε. (4.5)

再由 (4.4) 可知,

−t− ε 6 ⟨φn, g(−t)⟩ = ⟨φn, g(−n)⟩+ ⟨φn, g(−t)− g(−n)⟩ 6 −t+ 3ε. (4.6)

(4.5) 和 (4.6) 联立可得

|⟨φn, g(t)− t⟩| 6 3ε, ∀ t ∈ [−n, n]. (4.7)
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令 φ = w∗- limU φn, 则 ∥φ∥ 6 ∥φn∥ = 1, 并且由 4.7 可得

|⟨φ, g(t)⟩ − t| 6 3ε, ∀ t ∈ R.

这又进一步导出 ∥φ∥ > 1. 证毕.

引理 4.2 [36] 设 f : X → Y 为一个标准 ε-等距, z ∈ SX 为 X 的 Gâteaux可微点并记其 Gâteaux

导数为 x∗ = d∥z∥, 则有 φ ∈ SY ∗ 使得

|⟨x∗, x⟩ − ⟨φ, f(x)⟩| 6 3ε, ∀x ∈ X. (4.8)

证明 对于上述 Gâteaux 可微点 z ∈ SX , 令 g(t) = f(tz), t ∈ R, 则 g : R → Y 是一个标准的 ε-

等距. 设 φn ∈ SY ∗ 使得

⟨φn, g(n)− g(−n)⟩ = ∥g(n)− g(−n)∥, n ∈ N.

根据引理 4.1, 有

|⟨φ, f(tz)⟩ − t| 6 3ε, ∀ t ∈ R, (4.9)

以及

2n+ ε > ⟨φn, f(nz)− f(−nz)⟩ = ∥f(nz)− f(−nz)∥ > 2n− ε, n ∈ N, (4.10)

其中 φ = w∗- limU φn. 注意 ⟨φn, f(−nz)⟩ > −n− ε, 因此,

n+ ε > ⟨φn, f(nz)⟩ = ∥f(nz)− f(−nz)∥+ ⟨φn, f(−nz)⟩ > n− 2ε, (4.11)

并且

n+ ε > −⟨φn, f(−nz)⟩ = ∥f(nz)− f(−nz)∥ − ⟨φn, f(nz)⟩ > n− 2ε. (4.12)

因为 d∥z∥ = x∗, 由 (4.11) 可知, 对任何 x ∈ X, 当 n→∞ 时,

−⟨x∗, x⟩ ←
∥z − 1

nx∥ − ∥z∥
1
n

= ∥nz − x∥ − n > (∥f(nz)− f(x)∥ − ε)− n

> ⟨φn, f(nz)− f(x)⟩ − (n+ ε)

> ⟨−φn, f(x)⟩ − 3ε→ ⟨−φ, f(x)⟩ − 3ε.

这样证明了

⟨x∗, x⟩ − ⟨φ, f(x)⟩ 6 3ε. (4.13)

由 (4.12) 可知, 对任何 x ∈ X, 当 n→∞ 时,

⟨x∗, x⟩ ←
∥z + 1

nx∥ − ∥z∥
1
n

= ∥nz + x∥ − n

> (∥f(x)− f(−nz)∥ − ε)− n

1675



程立新: Banach 空间的保度量 (等距) 映射

> ⟨φn,−f(−nz) + f(x)⟩ − (n+ ε)

> ⟨φn, f(x)⟩ − 3ε→ −⟨φ, f(x)⟩ − 3ε,

这样又证明了

⟨x∗, x⟩ − ⟨φ, f(x)⟩ > −3ε. (4.14)

(4.13) 和 (4.14) 联立即得 (4.8). 证毕.

Gâteaux 可微性空间 (Gâteaux differentiability space, GDS) 的概念是 Larman 和 Phelps [38] 于

1979 年引入的. Banach 空间 X 称为一个 Gâteaux可微性空间, 如果定义在其上的每个连续凸函数都

在 X 的一个稠密子集中处处 Gâteaux可微.例如,每个可分的 Banach空间都是 Gâteaux可微性空间

(参见文献 [39]). 设 A 为 X 的对偶空间 X∗ 中的非空有界子集. 称 x∗ ∈ A 是 A 的一个 w∗- 暴露点,

如果存在 x ∈ X 使得 ⟨x∗, x⟩ > ⟨y∗, x⟩, ∀y∗ ∈ A \ {x∗}. 此时, 称 x 为 A 的一个 w∗- 暴露泛函并且在

点 x∗ 处 w∗- 暴露 A.

性质 4.2 [40] x是 X 的 Gâteaux光滑点并且 d∥x∥ = x∗ 当且仅当 x∗ ∈ SX∗ 是 BX∗ 的 w∗-暴露

点, x 为 BX∗ 的一个 w∗- 暴露泛函并且在点 x∗ 处 w∗- 暴露 BX∗ .

下面的定理可参见文献 [40], 称它为 Larman-Phelps-Fabian 定理. Larman 和 Phelps [38] 证明了

“Banach 空间 X 是 GDS 当且仅当 X∗ × R 中的每个非空 w∗- 紧凸子集都是子集 w∗- 暴露点的 w∗-

闭凸包”. 而 Fabian借用最优化理论中 “罚函数”的方法证明了它等价于 “X∗ 中的每个非空 w∗-紧凸

子集都是子集 w∗- 暴露点的 w∗- 闭凸包”, 并将这个证明通过私人通信告诉了 Phelps.

定理 4.2 Banach 空间 X 是 Gâteaux 可微性空间当且仅当其对偶空间 X∗ 中的每个非空 w∗-

紧凸子集都是子集 w∗- 暴露点的 w∗- 闭凸包.

准备工作已经完毕, 下面将给出定理 4.1 中 κ = 3 的证明, 也就是下面的定理.

定理 4.3 [36] 设 f : X → Y 是一个标准的 ε- 等距, 则对任意的 x∗ ∈ X∗, 存在 φ ∈ Y ∗ 满足

∥φ∥ ≡ r = ∥x∗∥ 使得

|⟨x∗, x⟩ − ⟨φ, f(x)⟩| 6 3rε, ∀x ∈ X. (4.15)

证明 设 f : X → Y 为一个标准的 ε- 等距. 我们有 F 表示 X 的所有有限维子空间所构成的

集族, 则对任意的 F ∈ F, (f 限制在 F 上) fF : F → Y 仍然是一个标准的 ε- 等距. 因为 F 是一个

Gâteaux 可微性空间, 根据定理 4.3 和性质 4.2 可知, F ∗ = X∗/F⊥ 的单位球 BF∗ 是自身 w∗- 暴露

点的 w∗- 闭凸包, 即 BF∗ 的 w∗- 暴露点集 w∗-exp(BF∗) 的凸包在 BF∗ w∗- 稠密 (因为 F 是有限维

空间, 实际上在范数拓扑意义下稠密). 任取 x∗F ∈ w∗-exp(BF∗), 由性质 4.2 可知, 存在 z ∈ SF 使得

d∥z∥F = x∗F . 再由引理 4.2 可知, 存在 φF = φ ∈ SY ∗ 使得

|⟨x∗F , x⟩ − ⟨φF , f(x)⟩| 6 3ε, ∀x ∈ F. (4.16)

任给 z∗ ∈ SF∗ , 由定理 4.2 可知, 存在子集族 {Fα : α ∈ I} (Fα ⊂ N 为有限子集), {x∗α,n}n∈Fα ⊂
w∗-exp(BF∗), {λα,n}n∈Fα ⊂ R+, 满足

∑
n∈Fα

λα,n = 1 使得

w∗- lim
α
z∗α = z∗, z∗α ≡

∑
n∈Fα

λα,nx
∗
α,n, α ∈ I. (4.17)

1676



中国科学 : 数学 第 50 卷 第 12 期

由 (4.15) 可得

|⟨z∗α, x⟩ − ⟨φα, f(x)⟩| 6 3ε, ∀x ∈ F, α ∈ I, (4.18)

其中 φα =
∑

n∈Fα
λα,nφα,n, φα,n 满足

|⟨x∗α,n, x⟩ − ⟨φα,n, f(x)⟩| 6 3ε, ∀x ∈ F.

对 (4.17) 两端分别取 w∗- 极限可得 φ ∈ BY ∗ 使得

|⟨z∗, x⟩ − ⟨φ, f(x)⟩| 6 3ε, ∀x ∈ F. (4.19)

取 u ∈ SF 使得 ⟨z∗, u⟩ = 1, 用 x = nu 代入上式, 并用 n 除以其两端, 再令 n→∞ 可知,

lim
n→∞

⟨
φ,
f(nu)

n

⟩
= ⟨z∗, u⟩ = 1.

这说明 ∥φ∥ > 1. 进而, ∥φ∥ = 1. 这样, 我们便证明了对任意的 z∗ ∈ SF∗ , 存在 φ ∈ SY ∗ 使得 (4.18) 成

立. 由这个不等式的绝对齐次性得到对任意的 z∗ ∈ F ∗, 存在 φ ∈ Y ∗ 满足 ∥φ∥ = r = ∥x∗∥, 使得

|⟨z∗, x⟩ − ⟨φ, f(x)⟩| 6 3εr, ∀x ∈ F. (4.20)

下面证明, 对任何范数可达泛函 x∗ ∈ X∗, 存在 φ ∈ Y ∗ 满足 ∥φ∥ = r = ∥x∗∥, 使得

|⟨x∗, x⟩ − ⟨φ, f(x)⟩| 6 3εr, ∀x ∈ X. (4.21)

设 x0 ∈ SX 使得 ⟨x∗, x0⟩ = ∥x∗∥ = r. 我们把所有含有 x0 的有限维子空间构成的集合记为 F0,则由已

证事实, 对于任何 F ∈ F0, 均有 φF ∈ rSY ∗ 使得

|⟨x∗, x⟩ − ⟨φF , f(x)⟩| 6 3εr, ∀x ∈ F. (4.22)

我们把对于上述 x∗ 满足 (4.21) 和 ∥φF ∥ = ∥x∗∥ = r 的所有 φF 构成的集合记为 KF , 则不难验证,

∀F ∈ F0, KF 是 rSY ∗ 中的一个非空 w∗- 紧凸子集. 令 K = {KF : F ∈ F0}, 则这个 w∗- 紧凸子集族满

足 ∀E,F ∈ F0, 都有

∅ ≠ KG ⊂ KE ∩KF ,

其中 G = span(E ∪ F ). 这说明 K 具有有限交性质, 进而

K0 ≡
∩
{KF : F ∈ F0} ≠ ∅.

任取 φ ∈ K0, 则易知 φ ∈ rSY ∗ 使得

|⟨x∗, x⟩ − ⟨φ, f(x)⟩| 6 3εr, ∀x ∈ X. (4.23)

最后证明, 对任何 x∗ ∈ X∗, 存在 φ ∈ Y ∗ 满足 ∥φ∥ = r = ∥x∗∥, 使得

|⟨x∗, x⟩ − ⟨φ, f(x)⟩| 6 3εr, ∀x ∈ X. (4.24)
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事实上, 根据 Bishop-Phelps 定理 [41] (也可参见文献 [40]), x∗ ∈ rSX∗ , 存在范数可达泛函序列 {x∗n} ∈
rSX∗ 使得 x∗n → x∗. 设 φn ∈ rSY ∗ 使得

|⟨x∗n, x⟩ − ⟨φn, f(x)⟩| 6 3εr, ∀x ∈ X, (4.25)

则对 {φn} 的任何 w∗- 聚点 φ 都有 ∥φ∥ 6 r, 并且

|⟨x∗, x⟩ − ⟨φ, f(x)⟩| 6 3εr, ∀x ∈ X. (4.26)

而由上式又可以导出 ∥φ∥ > r. 因此, 定理得证.

下面的例子说明定理 4.3 中的常数 3 是最优的.

例 4.1 (参见文献 [36, 例 2.4]) 对于 ε > 0, 定义 φ1, φ2 : R→ R,

φ1(x) =



0, x = 0,

−ε, x = 2ε,

x− ε, 0 ̸= x < ε,

x− 2ε, 2ε ̸= x > ε,

(4.27)

φ2(x) =



0, x = 0,

0, x = 2ε,

ε− x, 0 ̸= x < ε,

x− ε, 2ε ̸= x > ε.

(4.28)

然后, 令 f(x) = (φ1(x), φ2(x)), 则 f : R→ ℓ2∞ 是一个标准的 ε- 等距. 取 x∗ = 1 ∈ R∗ = R, 则定理 4.2

中弱稳定公式相应的 φ = (0, 1) ∈ (ℓ2∞)∗ = ℓ21. 这样,

|⟨x∗, 2ε⟩ − ⟨φ, f(2ε)⟩| = 3ε.

4.2 光滑空间上的最优估计

本小节证明当 Y ∗ 严格凸时, 定理 4.1中的最优常数是 κ = 2 (参见文献 [37,42]). 根据性质 4.1和

定理 4.1 或定理 4.3 不难验证下面的引理.

引理 4.3 (参见文献 [37, 引理 2.1]) 设 f : X → Y 为一个标准 ε- 等距, U 是 N 上的自由超滤
子, 则

Φ(x) = w∗- lim
u

f(nx)

n
, x ∈ X (4.29)

定义了一个从 X 到 Y ∗∗ 的等距, 其中 w∗- limu 表示 Y ∗∗ 中 w∗- 拓扑意义下的超滤子 U- 极限.

对于 Banach 空间 X 的对偶空间 X∗, 用 K(X∗) 表示 X∗ 中的所有 w∗- 紧凸子集所构成的集族.

设 f : X → R 为凸函数. 它的次微分映射 ∂f : X → K(X∗) 定义为

∂f(x) = {x∗ ∈ X∗ : f(y)− f(x) > ⟨x∗, y − x⟩,∀ y ∈ X}.

特别地, 当 f = 1
2∥ · ∥

2 时, ∂f 称为对偶映射; 当 f = ∥ · ∥ 时, ∂f 称为支撑映射.

下面的引理是对文献 [37, 引理 2.2] 的一个修正.
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引理 4.4 设 f : X → Y 为一个标准 ε-等距, U是 N上的自由超滤子, Φ为引理 4.3中定义的从

X 到 Y ∗∗ 的等距, z ∈ SX 为 Gâteaux光滑点, x∗ = d∥z∥,则对任何 x ∈ X,均存在 φ,ψ ∈ ∂∥Φ(z)∥∩Y ∗,

使得

⟨x∗, x⟩ − ⟨φ, f(x)⟩ 6 2ε, (4.30)

以及

⟨x∗, x⟩ − ⟨ψ, f(x)⟩ > −2ε. (4.31)

特别地, 当 Y ∗ 严格凸时, 对上述 z, 存在唯一 φ ∈ ∂∥Φ(z)∥ ∩ Y ∗, 使得

|⟨x∗, x⟩ − ⟨φ, f(x)⟩| 6 2ε, ∀x ∈ X. (4.32)

证明 因 x∗ = d∥z∥ (∈ SX∗), 故对任何 x ∈ X, 有

lim
t→+∞

(∥x+ tz∥ − t) = lim
t→0+

∥z + tx∥ − ∥z∥
t

= ⟨x∗, x⟩. (4.33)

对 n ∈ N, 取 φn ∈ SY ∗ 使得 ⟨φn, f(x+ nz)⟩ = ∥f(x+ nz)∥, 则

∥f(x+ nz)∥ = ⟨φn, f(x+ nz)⟩

= ⟨φn, f(x)⟩+ ⟨φn, f(x+ nz)− f(x)⟩

= ⟨φn, f(x)⟩+ ∥f(x+ nz)− f(x)∥

6 ⟨φn, f(x)⟩+ (n+ ε).

进而,

lim inf
n

(∥f(x+ nz)∥ − n) 6 lim
U
⟨φn, f(x)⟩+ ε = ⟨φ, f(x)⟩+ ε, (4.34)

其中 φ = w∗- limU φn ∈ BY ∗ . 另一方面,

lim inf
n

(∥f(x+ nz)∥ − n) > lim inf
n

[(∥x+ nz∥ − ε)− n]

= lim inf
n

∥z + 1
nx∥ − ∥z∥
n−1

− ε

= ⟨x∗, x⟩ − ε.

因此,

lim inf
n

(∥f(x+ nz)∥ − n) > ⟨x∗, x⟩ − ε. (4.35)

(4.34) 和 (4.35) 联立便得

⟨x∗, x⟩ − ⟨φ, f(x)⟩ 6 2ε. (4.36)

下面证明 φ ∈ ∂∥Φ(z)∥ ∩ Y ∗. 对任意的 n ∈ N, 有

t+ ε > ∥f(tz)∥
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> ⟨φn, f(tz)⟩

= ⟨φn, f(x+ tz)⟩ − ⟨φn, f(x+ tz)− f(tz)⟩

> ∥f(x+ tz)∥ − ∥f(x+ nz)− f(tz)∥

> (∥x+ nz∥ − ε)− ∥x− (n− t)z∥ − ε

> t− 2(∥x∥+ ε).

在上式中令 n→∞, 则

t+ ε > ∥f(tz)∥ > ⟨φ, f(tz)⟩ > t− 2(∥x∥+ ε). (4.37)

上式两端分别除以 t (> 0), 令 t→ +∞, 并注意 w∗- limU
f(tz)

t = Φ(z), 则有

⟨φ,Φ(z)⟩ = ∥Φ(z)∥ = 1. (4.38)

因此, φ ∈ ∂∥Φ(z)∥ ∩ Y ∗. 这样就证明了, 对任意的 x ∈ X, 存在 φ ∈ ∂∥Φ(z)∥ ∩ Y ∗ 使得 (4.30) 成立.

另一方面, 对于给定的 x ∈ X, n ∈ N, 令 ψn ∈ SY ∗ 使得

⟨ψn, f(x+ nz)− f(x)⟩ = ∥f(x+ nz)− f(x)∥,

则有

∥f(x+ nz)∥ > ⟨ψn, f(x+ nz)⟩

= ∥f(x+ nz)− f(x)∥+ ⟨ψn, f(x)⟩

> (∥nz∥ − ε) + ⟨ψn, f(x)⟩

= n− ε+ ⟨ψn, f(x)⟩.

因此,

lim inf
n

(∥f(x+ nz)∥ − n) > ⟨ψ, f(x)⟩ − ε, (4.39)

其中 ψ = w∗- limU ψn. 又因

∥f(x+ nz)∥ − n 6 (∥x+ nz∥+ ε)− n

=
∥z + n−1x∥ − ∥z∥

n−1
+ ε→ ⟨x∗, x⟩+ ε,

故

lim inf
n

(∥f(x+ nz)∥ − n) 6 ⟨x∗, x⟩ − ε. (4.40)

(4.39) 和 (4.40) 联立便得

⟨x∗, x⟩ − ⟨ψ, f(x)⟩ > −2ε. (4.41)

注意

t+ ε > ∥f(tz)∥ > ⟨ψn, f(tz)⟩

1680



中国科学 : 数学 第 50 卷 第 12 期

= ⟨ψn, f(x+ tz)− f(x)⟩ − ⟨ψn, f(x+ tz)− f(tz)⟩+ ⟨ψn, f(x)⟩

> ∥f(x+ tz)− f(x)∥ − ∥f(x+ tz)− f(tz)∥ − ∥f(x)∥

> (∥nz∥ − ε)− (∥x+ (n− t)z∥ − ε)− (∥x∥+ ε)

> t− 2∥x∥ − 3ε,

则有

t+ ε > ∥f(tz)∥ > ⟨ψ, f(tz)⟩ > t− 2∥x∥ − 3ε.

因此,

1 = lim
t→+∞

⟨
ψ,
f(tz)

t

⟩
= ⟨ψ,Φ(z)⟩.

进而由 ⟨ψ,Φ(z)⟩ = ∥Φ(z)∥ = 1 可知,

ψ ∈ ∂∥Φ(z)∥ ∩ Y ∗.

这样, 我们便证明了对任意的 x ∈ X, 存在 ψ ∈ ∂∥Φ(z)∥ ∩ Y ∗ 使得 (4.31) 成立.

特别地, 当 Y ∗ 严格凸时, ∂∥Φ(z)∥ ∩ Y ∗ 是单点集. 因此, φ = ψ. (4.30) 和 (4.31) 联立即得 (4.32).

证毕.

有了上述引理, 就可以给出下面的当 Y ∗ 是严格凸空间时的 “更优” 的估计了.

定理 4.4 [42] 设 f : X → Y 是一个标准的 ε- 等距. 如果 Y ∗ 是严格凸的, 则对任意的 x∗ ∈ X∗,

存在 φ ∈ Y ∗ 满足 ∥φ∥ ≡ r = ∥x∗∥, 使得

|⟨x∗, x⟩ − ⟨φ, f(x)⟩| 6 2rε, ∀x ∈ X. (4.42)

证明 与定理 4.3 相比, 除了用引理 4.4 中的 (4.32) 替换引理 4.3 中的 (4.8) 之外, 其余部分完全

相同.

5 再论稳定性

本节回顾利用弱稳定性定理研究 ε- 等距的系列结果, 同时给出一个新的证明.

5.1 自反空间的稳定性

近年来弱稳定性估计式在 ε- 等距的研究中发挥着不可替代的作用, 例如, 当 ε = 0 时, 它就是

Figiel 定理 (定理 2.2 [3]); 当 ε = 0 且映射是满射时, 它就是 Mazur-Ulam 定理 (定理 2.1 [1]). 再如引

理 4.3 就是弱稳定性估计式的一个直接推论. 它的作用从下面的对 Qian-Šemrl-Väisälä定理 [7] 的证明

便可看出一斑.

定理 5.1 [7] 设 X 和 Y 都是 Lp 空间 (1 < p <∞), f : X → Y 为一个标准的 ε- 等距, 则存在范

数为 1 的线性算子 T : Y → X 使得

∥Tf(x)− x∥ 6 2ε, ∀x ∈ X. (5.1)

证明 注意 Lp 空间 (1 < p < ∞) 是自反且一致光滑和一致凸的, 由定理 4.4 知, 对任意的

x∗ ∈ X∗, 存在 φ ∈ Y ∗ 满足 ∥φ∥ ≡ r = ∥x∗∥, 使得

|⟨x∗, x⟩ − ⟨φ, f(x)⟩| 6 2rε, ∀x ∈ X. (5.2)
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由引理 4.3 知,

Φ(x) = w∗- lim
n

f(nx)

n
= lim

n

f(nx)

n
, x ∈ X (5.3)

定义了一个线性等距 Φ : X → Y , 并且 Φ∗(φ) = x∗. 因而, Z ≡ Φ(X) ⊂ Y 是 Y 的 1- 可补子空间 (参

见文献 [43, 第 162 页]), 并且 x∗ → φ |Z 是一个线性等距映射. 进而, Sx∗ = φ 定义了一个线性等距映

射 S : X∗ → Y ∗. 令 T = S∗, 则 T : Y → X 是一个范数为 1 的线性满射. 进而,

2rε > |⟨x∗, x⟩ − ⟨φ, f(x)⟩|

= |⟨x∗, x⟩ − ⟨Sx∗, f(x)⟩|

= |⟨x∗, x⟩ − ⟨x∗, T f(x)⟩|.

易见, 上式等价于 (5.1).

为了使稳定性得到一致化的讨论, 先证明一个引理.

引理 5.1 设 X 是一个无穷维可分 Banach 空间, 则存在一个线性无关的子集 S ⊂ X 使得

S = X.

证明 任意取定 X 的一个可数的稠密子集 (xn)
∞
n=1, 令 X0 = span(xn)

∞
n=1. 设 I0 ⊂ (xn)

∞
n=1 为

X0 的一个线性无关的极大子集, 则有 X 的线性无关的子集 I1 ≡ (zα) ⊂ SX 使得 X0 ∩X1 = {0}, 并
且 I = I0 ∪ I1 为 X 的一个线性无关的极大子集, 其中 X1 = span(I1). 这样一来, 我们知道 I1 是不可

数集且 X = X0 ⊕X1 (代数直和). 从 I1 取出可数无穷多个互不相交的可数无穷子集 {I1,n}∞n=1 (其中

I1,n = {zn,j}∞j=1), 再令 Jn = { zn,j

j : j ∈ N}. 然后, 令 S =
∪

n∈N{xn + Jn} 即可.

定理 5.2 如果 Y 自反, 则标准的 ε- 等距 f : X → Y 的稳定性是可分决定的, 即 f 稳定的充要

条件为存在 β, γ > 0, 满足对 X 的每个可分子空间 E, 都有线性算子 TE : E → Y 使得

∥TE∥ 6 β, ∥TEf(x)− x∥ 6 γε, ∀x ∈ E. (5.4)

证明 只需证充分性. 由引理 4.3 知, 对 N 上的任何自由超滤子 U, Φ(x) = w- limU
f(nx)

n (x ∈ X)

定义了一个等距 Φ : X → Y . 根据 Figiel定理知,存在范数为 1的线性算子 F : span(Φ(X))→ X 使得

F ◦Φ = idX . 设 E 为 X 的一个可分子空间,依照假设条件,存在范数不超过 β 的线性算子 TE : E → Y

和 β > 0 使得

∥TEf(x)− x∥ 6 γε, ∀x ∈ E.

我们用 J 表示 X 所有有限维子空间所构成的集族, 则它的势集 2J 中以集合的包含关系的所有共尾

子集组成的集合 F 形成 J 上的一个滤子, 我们把包含这个滤子的超滤子记为 UJ , 则

w- lim
UJ

TF (y), y ∈ Yf ≡ span[f(X)]

定义了一个线性算子 T : X → Y , 并且满足

∥T∥ 6 β, ∥Tf(x)− x∥ 6 γε, ∀x ∈ X. (5.5)

证毕.

下面的定理是关于自反空间上 ε- 等距稳定性的特征定理 (参见文献 [6, 定理 3.2]), 不过这里将给

出一个新的证明.
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定理 5.3 设 X 和 Y 为 Banach 空间, f : X → Y 为标准的 ε- 等距, N 为文献 [6, 定理 2.3] 定

义的 Y ∗ 的闭子空间. 如果 Y 自反, 则 f 稳定的充分必要条件为 N⊥ 在 Y 中可补.

证明 充分性. 因 Y 自反,故由引理 4.3可知,对 N上的任何自由超滤子 U, Φ(x) = w- limU
f(nx)

n

(x ∈ X) 定义了一个等距 Φ : X → Y . 根据 Gâteaux 可微性定理 (参见文献 [44–47]), X 的每个可分子

空间均线性等距同构 Y 的一个子空间, 进而, X 自反. 根据定理 5.2, 可假设 X 可分.

由 Figiel 定理知, 存在一个范数为 1 的线性算子 F : span[Φ(X)] → X 使得 F ◦ Φ = idX . 另一方

面, 根据定理 2.3 知, 存在一个范数为 1 的投影算子 P : span[Φ(X)]→ N⊥, 使得

P ◦ Φ : X → N⊥ ⊂ Y ∗∗ = Y (5.6)

为一个线性等距, 其中 P = V ∗F ∗∗ = V ∗F , V 为文献 [6, 定理 2.3] 中 Y ∗/N → X∗ 的线性满等距, N

为文献 [6, 定理 2.3] 中通过 f 的不变平均导出的闭子空间. 因为 Y 自反, 所以, P ◦Φ : X → N⊥ 是一

个线性满等距.

给定 x∗ ∈ X∗, 设 φ ∈ Y ∗ 是定理 4.3 中的 (4.15) 中相应于 x∗ 的线性泛函, 则 V φ = x∗. 因此,

⟨φ,Φ(x)⟩ = ⟨x∗, x⟩ = ⟨V φ, x⟩ = ⟨φ, V ∗x⟩ = ⟨φ, V ∗(FΦ)(x)⟩ = ⟨φ, (V ∗F )Φ(x)⟩ = ⟨φ,PΦ(x)⟩.

进而 Wx∗ = φ |N⊥ 定义了一个线性满等距 W : X∗ → (N⊥)∗ = Y ∗/N . 依据引理 5.1 知, 存在 X∗ 的

一个极大线性无关组 {x∗α ⊂ SX∗} 使得它在 SX∗ 中稠密. 注意 co{x∗α} 为 X∗ 在 BX∗ 中稠密的吸收子

集. 对任意的 a > 0, x∗ =
∑n

j=1 λjx
∗
j , n ∈ N, x∗j ∈ {x∗α}, λj ∈ R, 1 6 j 6 n,

∑n
j=1 |λj | = 1, 令

Ψ(x∗) =
n∑

j=1

λjW (x∗j ) =
n∑

j=1

λjφj ,

以及

Ψ(ax∗) = aΨ(x∗).

易见, Ψ 是 X∗ 上的线性算子, 它把 BX∗ 的一个稠密的吸收凸子集 co{x∗α} 映成 BY ∗ 的一个子集, 因

此, 它的范数不超过 N⊥ 在 Yf ≡ span[f(X)] 中的可补常数. 令 T = Ψ∗. 这样一来, 由定理 4.3 知, 对

任意的 x∗ ∈ X∗ 和 x ∈ X, 有

3∥x∗∥ε > |⟨x∗, x⟩ − ⟨Ψx∗, f(x)⟩| = |⟨x∗, x⟩ − ⟨x∗, Tf(x)⟩|.

易见, 上式等价于

∥Tf(x)− x∥ 6 3ε, ∀x ∈ X.

必要性. 这正是文献 [6, 定理 3.1]. 证毕.

从上面定理的证明可以看出, ε- 等距的稳定性与弱稳定性估计式中的 x∗ 与 φ 的线性关系有本质

联系, 这就是下面的定理.

定理 5.4 设 Y 为自反空间, 则标准的 ε- 等距 f : X → Y 稳定的充分必要条件为存在一个有界

线性算子 Ψ : X∗ → Y ∗
f 和 γ > 0 使得

|⟨x∗, x⟩ − ⟨Ψx∗, f(x)⟩| 6 γε, x ∈ X.
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6 w∗w∗w∗- 稳定性和万有稳定性

6.1 εεε- 等距 w∗w∗w∗- 稳定性

为了 “稳定性” 的概念有更广泛的适用性, 我们提出了 w∗- 稳定性的概念 [5]. 除特殊声明外, 本小

节内容均取材于文献 [5].

定义 6.1 设 f : X → Y 为标准 ε- 等距, γ > 0 为常数, 则

(1) 称 f 是 γ- 稳定的, 如果存在有界线性算子 T : Yf ≡ span[f(X)]→ X 使得

∥Tf(x)− x∥ 6 γε, ∀x ∈ X; (6.1)

(2) 称 f 是 w∗-γ- 稳定的, 如果存在有界线性算子 T : Y ∗∗
f → X∗∗ 使得

∥Tf(x)− x∥ 6 γε, ∀x ∈ X; (6.2)

(3) 称 f 是 γ- 逼近线性等距 (approximate linear isometry), 如果存在线性等距 U : X → Yf 使得

∥f(x)− Ux∥ 6 γε, ∀x ∈ X. (6.3)

注 6.1 “f 是 γ- 逼近线性等距” 蕴涵 “f 是 γ- 稳定的”, 但反之不真; “f 是 γ- 稳定的” 又进一

步推出 “f 是 w∗-γ- 稳定的”, 反过来同样不成立 (见下例).

例 6.1 设 g : c0 → Bℓ∞ (ℓ∞ 的闭单位球) 为双射且 g(0) = 0. 对于 ε > 0, 令 f : c0 → ℓ∞ 如下

定义:

f(x) = x+

(
ε

2

)
g(x), x ∈ c0. (6.4)

显然, f 是一个标准 ε- 等距. 因为 L(f) = ℓ∞ 且 c0ℓ∞ 中不可补, 故 f 不是稳定的.

另一方面, 注意 Y ∗∗
f = ℓ∗∗∞ = ℓ∞ ⊕ ℓ⊥1 . 设 T : Y ∗∗

f → ℓ∞ = c∗∗0 为沿 ℓ⊥1 的投影, 则

∥Tf(x)− x∥ = ∥f(x)− x∥ =
(
ε

2

)
∥g(x)∥ 6 ε

2
, ∀x ∈ c0.

这说明 f 是 w∗- 稳定的.

定理 6.1 (参见文献 [5, 定理 4.1]) 设 f : X → Y 为标准 ε- 等距, N ⊂ Y ∗
f 为相应于 f 的闭子空

间. 如果有 w∗-w∗ 连续的投影 P : Y ∗∗
f → N⊥, 使得 g ≡ Pf 是某个 δ- 等距 (δ > 0), 那么有 w∗- 连续

有界算子 T : Y ∗∗
f → X∗∗, ∥T∥ 6 ∥P∥, 使得

∥Tf(x)− x∥ 6 2δ, x ∈ X, (6.5)

即 f 是 w∗- 2δε - 稳定的.

定理 6.2 (参见文献 [5, 定理 4.4]) 设 f : X → Y 为标准 ε- 等距, N ⊂ Y ∗
f 为相应于 f 的闭子空

间. 如果 f 是 w∗- 稳定的, 即有常数 γ > 0 和 w∗- 连续有界算子 T : Y ∗∗
f → X∗∗, 使得

∥Tf(x)− x∥ 6 γε, ∀x ∈ X, (6.6)

则存在 w∗-w∗ 连续的投影 P : Y ∗∗
f → N⊥, 使得 g ≡ Pf : X → N⊥ 为 γ- 逼近线性 2γε- 等距.
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由弱稳定性估计式 (定理 4.3)可知,对任何 γ > 3,都可以定义如下的非空集值映射 ıγ : X∗ → 2Y
∗
f :

ıγ(x
∗) = {φ ∈ L(f)∗ : sup |⟨x∗, x⟩ − ⟨φ, f(x)⟩| 6 γε∥x∗∥,∀x ∈ X}. (6.7)

定理 6.3 (参见文献 [5,定理 5.1]) 设 f : X → Y 为标准 ε-等距,则 f 是 w∗-稳定的 (相应地,稳

定的)当且仅当对某个 γ > 0,存在 ıγ : X∗ → 2Y
∗
f 一个线性 (相应地, w∗-w∗)连续的选择 S : X∗ → Y ∗

f .

类似于定理 5.3, 对于 ε- 等距的 w∗- 稳定性, 我们也有如下的定理.

定理 6.4 (参见文献 [6, 定理 3.2]) 设 f : X → Y 为标准 ε- 等距, N ⊂ Y ∗
f 为相应于 f 的闭子空

间, 则 f 是 w∗- 稳定的充分必要条件为 N 在 Yf 中可补.

6.2 万有稳定性

Cheng 等 [48] 和 Bao 等 [49] 进一步引入了 “万有稳定空间” 的概念, 并研究了这类空间的特征. 下

面回顾稳定空间的概念. 一对 Banach 空间 (X,Y ) 称为稳定的, 如果对任何 ε > 0, 每个标准 ε- 等距

f : X → Y 都是稳定的.

定义 6.2 [48] 设 X 为 Banach 空间.

(1) 称 X 是万有左稳定的, 如果对任何 Banach 空间 Y , (X,Y ) 均是稳定的;

(2) 称 X 是万有右稳定的, 如果对任何 Banach 空间 Y , (Y,X) 均是稳定的;

(3) 称 X 是万有稳定的, 如果它既是万有左稳定的又是万有右稳定的.

定理 6.5 [48] (1) Banach 空间 X 是万有右稳定的充分必要条件是它与 Hilbert 空间同胚;

(2) Banach 空间 X 是万有稳定的充分必要条件是 X 为有限维空间;

(3) 可分 Banach 空间 X 对可分 Banach 空间 Y 是万有左稳定的充分必要条件是它同胚于 c0;

(4) 如果 X 同胚 ℓ∞ 的一个子空间, 则它是万有左稳定的当且仅当它同胚于 ℓ∞.

称 Banach 空间 X 为单空间 (injective space), 如果 X 等距同构 Y 的一个子空间, 则与 X 等距

同构的那个子空间在 Y 中可补. X 是基数单空间 (cardinality injective space), 如果 X 等距同构 Y 的

一个子空间, 且作为集合 Y 与 X 有相同的基数, 则与 X 等距同构的那个子空间在 Y 中可补.

定理 6.6 [49] (1) Banach 空间 X 是万有左稳定的充分必要条件为它是基数单空间;

(2) 若 Banach 空间 X 是一个共轭空间, 则它是万有左稳定的充分必要条件为它是单空间.

问题 6.1 不可分基数单空间一定是单空间吗?

另外, Cheng 等也研究了 ε- 等距的某些特殊行为, 例如, ε- 等距的对称化 [50]; 对任何一个 ε- 等距

f : X → Y , g ≡ f(·)−f(−·)
2 便是一个对称的 4ε- 等距; 遗传不可分解空间上 ε- 等距的稳定性 [51]; 定义

在 Banach 空间的锥上的 ε- 等距的弱稳定性估计 [52] 等.

7 粗等距

称一个映射 f : X → Y 为一个粗等距, 如果

εf (t)

t
→ 0, t→ 0+, (7.1)

其中

εf (t) = sup{|∥f(y)− f(x)∥ − ∥y − x∥| : ∥y − x∥ 6 t}, t > 0. (7.2)
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显然, εf 是 R+ 上的单调不减函数. 特别地, 若 limt→+∞ εf (t) ≡ ε < +∞, 则 f 就是一个 ε- 等距.

这个概念是 Cheng 等 [53] 于 2019 年引入的. 这里借用了 “粗几何” (coarse geometry) 中的 “粗”

字, 而在此之前这类映射曾经被 Lindenstrauss 和 Szankowski [26] 及 Benyamini [2] 称为 “近似等距” 和

“大尺度扰动等距映射”.

1985 年, Lindenstrauss 和 Szankowski [26] 对下面的满射 f : X → Y (f(0) = 0) 引入了如下 “扰动

函数”:

αf (t) = sup
x,y∈X, ∥x−y∥∧∥f(x)−f(y)∥6t

|∥f(x)− f(y)∥ − ∥x− y∥|, t > 0, (7.3)

其中 a ∧ b = min{a, b}, 并证明了如下结果 (参见文献 [2, 定理 15.4]). 注意 εf 与 αf 的差异.

定理 7.1 [26] 设 X 和 Y 为 Banach 空间, f : X → Y 为满射并且 f(0) = 0. 如果∫ ∞

1

αf (s)

s2
ds <∞, (7.4)

则存在一个线性满射 U : X → Y 使得

∥f(x)− Ux∥ = o(∥x∥), ∥x∥ → ∞. (7.5)

同时也给出了下面的反例 (参见文献 [2, 例 15.6]).

例 7.1 设 φ : R+ → R+ 为一个非负单调不增的函数, 它满足

φ(t)

t
6 2

φ(s)

s
, t > s > 0, (7.6)

并且 ∫ ∞

1

φ(t)

t2
dt =∞, (7.7)

则存在两个不等距同构的 Banach 空间 E 和 F (例如, 可以在 Hilbert 空间 ℓ2 上定义两个都与原范数

等价的新范数) 以及线性同胚 f : E → F 满足 f(0) = 0, 使得 αf 6 φ.

注 7.1 Benyamini 和 Lindenstruss 进一步证明了例 7.1 中的空间 E 和 F 都能够被实直线所取

代, 即可取 X = Y = R (参见文献 [2, 命题 15.7 ii)]). 从这里可以看出, 相比 ε- 等距而言, 粗等距研究

的难度更加难以想象, 即便是一维实直线 (实值函数) 作为粗等距, 也难以满足 (7.5).

文献 [54, 命题 1] 证明了, 如果把积分收敛条件 (7.4) 中的 εf 换成 αf , 即∫ ∞

1

εf (s)

s2
ds <∞, (7.8)

则定理 7.1 的结论仍然成立.

2019 年, Cheng 等 [53] 首次研究了非满粗等距, 并得到如下结论.

定理 7.2 [53] 设 X 和 Y 为 Banach 空间, 并且 Y 具有指数型凸性模 p, f : X → Y 为标准粗等

距. 如果 ∫ ∞

1

εf (s)
1
p

s1+
1
p

ds <∞, (7.9)
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则存在线性等距 U : X → Y 使得

∥f(x)− Ux∥ = o(∥x∥), ∥x∥ → ∞. (7.10)

特别地, 当 Y 是 Lp 空间 (1 < p <∞), 并且满足∫ ∞

1

εf (s)
1
2

s1+
1
2

ds <∞ (1 < p 6 2)

或者 ∫ ∞

1

εf (s)
1
p

s1+
1
p

ds <∞ (2 < p <∞)

时, (7.10) 成立.

注意, 当 X = R 或 X = C 时, p = 1. 上述定理说明, 考虑一维空间时, (7.9) 就变成了 (7.8), 因此,

文献 [26] 中的满射条件可以去掉.

Sun 和 Zhang [55] 分别讨论了 Lp (1 < p <∞) 上的粗等距的强稳定性和弱稳定性的关系.

由于粗等距性质的稳定性研究方法和工具都不多, 因此存在的问题就多了.

问题 7.1 如果有满的粗等距 f : X → Y , 是否存在从 X 到 Y 的等距嵌入?

问题 7.2 如果 X 是可分空间, 且有粗等距 f : X → Y , 是否存在从 X 到 Y 的等距嵌入?

问题 7.3 设 X 和 Y 为 Banach 空间, 怎样给出 (非满) 粗等距 f : X → Y 满足 (7.10) 的合适

条件?

在 f : X → Y 是 ε- 等距的情形下, 对于自然数集 N 上的任何一个自由超滤子 U,

U(x) = w∗- lim
U

f(nx)

n
, x ∈ X (7.11)

都定义了一个从 X 到 Y ∗∗ 的等距嵌入 U . 当 f : X → Y 是粗等距时, 我们可以证明上式定义的 U 是

一个 1-Lipschitz 映射 [53].

问题 7.4 当 f : X → Y 是粗等距时, 由 (7.11) 定义的 U 还是一个等距吗?

8 几点注记

无论是在理论上还是在应用上, 以等距为轴衍生出的一系列研究领域已经形成一个庞大的体系.

下面就前面没有提到的几个方面, 作几点注记.

8.1 集值型的 Mazur-Ulam 定理

对于 Banach 空间 X, 用 C (X) (相应地, K (X)) 表示由 X 的所有非空有界闭 (相应地, 非空紧)

凸子集构成的集族, 赋予其上如下的加法和数乘运算:

A⊕B = A+B, kA = {ka : a ∈ A}, k ∈ R, A,B ∈ C (X), (8.1)

并赋予其 Hausdorff 度量 dH :

dH(A,B) = inf{r > 0 : A ⊂ B + εBX , B ⊂ A+ εBX}. (8.2)

1980, Gruber 和 Lettl [56] 证明了如下定理.
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定理 8.1 [56] 设 Rn 为 n 维 Euclid 空间, f : K (Rn)→ K (Rn) 为满等距映射, 则

(1) f |Rn 为从 Rn 到 Rn 的一个仿射等距映射;

(2) f(K) =
∪
{f(x) : x ∈ K},∀K ∈ K (Rn).

1986 年, Bandt [57] 证明了 Gruber-Lettl 定理中的 Euclid 空间换成 “一致凸一直光滑的有限维空

间” 结论仍然成立. 2018 年, Zhou 等 [58] 率先在无穷维空间考虑了这一问题, 证明了如下定理.

定理 8.2 [58] 设 X 为 w∗- 光滑的 Banach 空间 (即 BX∗ 的 w∗- 暴露点在 X∗ 的单位球面上稠

密, 特别地, X 是 Gâteaux 光滑的). f : K (X)→ K (X) 为满等距映射, 则

(1) f |X 为从 X 到 X 的一个仿射等距映射;

(2) f(K) =
∪
{f(x) : x ∈ K}, ∀K ∈ K (X).

Cheng 和 Zheng 等 1) 进一步证明了如下结论.

定理 8.3 1) 设 X 为 Banach 空间, f : K (X)→ K (X) 为满等距映射, 则

(1) f |X 为从 X 到 X 的一个仿射等距映射;

(2) 如果 X 严格凸或者 Gâteaux 光滑, 则 f(K) =
∪
{f(x) : x ∈ K}, ∀K ∈ K (X).

关于 “集值型” 的等距问题的研究才刚刚开始, 下列问题还没有弄清楚.

问题 8.1 设 X 为有限维赋范空间, f : C (X)→ C (X) 为满等距映射. 是否一定有

f(C) =
∪
{f(x) : x ∈ C}, ∀C ∈ C (X)?

或者等价地, f 是全保序映射吗? (f 称为全保序的, 如果它是双射并且 C ⊂ D ∈ C (X) ⇔ f(C) ⊂
f(D).)

问题 8.2 设 X 为无穷维赋范空间, f : K (X)→ K (X) 为满等距映射. 是否一定有

f(K) =
∪
{f(x) : x ∈ K}, ∀K ∈ K (X)?

问题 8.3 设 X 为无穷维赋范空间, f : C (X)→ C (X) 为满等距映射. 是否一定有

f(K (X)) ⊂ K (X)?

8.2 球面等距延拓

1987年, Tingley [59] 提出了如下问题:如果两个 Banach空间 X 和 Y 的单位球面 SX 和 SY 之间

存在一个等距满射, 这个映射是否可以延拓成从 X 到 Y 的等距映射? 现在称这个问题为 Tingley 问

题 [60–62],或者广义 Mazur-Ulam问题 [63,64],经定光桂和他的学生们几十年的潜心研究,几乎对所有的

经典 Banach 空间, 这个问题的答案都是肯定的 (参见文献 [60]). 目前这个问题已经发展为国际同行

所关注的一个问题, 一大批研究成果陆续发表出来. 尽管如此, 仍然不知道下面问题的答案如何.

问题 8.4 设 X 和 Y 均为二维赋范空间. 如果存在等距满射 f : SX → SY , 那么是否有 (满) 等

距映射 f̃ : X → Y 使得 f̃ |SX = f?

这个问题实质上是低维度量决定高维度量的问题. 这里还应该提到一个有趣的故事: 马玉梅首先

在数学期刊Geometriae Dedicata发现了 Tingley提出的这个问题 (当时她正在南开大学跟着导师定光

桂教授攻读博士学位),非常感兴趣,证明了在严格凸空间和 ℓ1上,这个问题的答案都是肯定的 (参见文

献 [65]). 这一问题同时引起了定光桂的关注, 于是, 这个问题的研究便有了今天的局面.

1) Cheng L, Zheng Z. A set-valued extension of the Mazur-Ulam theorem. Preprint
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8.3 局部准等距

局部准等距的概念由 John [66] 引入, 其动机来源于弹性问题 [66] 和纯几何问题 [67].

定义 8.1 设 Ω ⊂ X 为非空开子集, f : Ω→ Y 称为一个 (m,M)- 局部准等距, 如果它满足

(1) f 是一个局部同胚;

(2) 0 < m ≡ infx∈ΩD
−f(x) 6 supx∈ΩD

+f(x) ≡M < +∞, 其中

D+f(x) = lim sup
y→x

∥f(y)− f(x)∥
∥y − x∥

,

D−f(x) = lim inf
y→x

∥f(y)− f(x)∥
∥y − x∥

.

局部准等距可以理解为一类特殊的局部 Lipschitz 同胚 (参见文献 [68,69] 或者 [2, 定理 14.7]). 关

于此内容进一步的讨论, 可参见文献 [2, 第 14 章].

8.4 各种同胚问题

从 Banach 空间的等距到 Banach 空间的同胚, 是一种推广. 从数学直观上讲, 这是从 “几何” 视

角转向 “拓扑”视角来看同一类问题.因此,这里不得不谈 Banach空间的同胚问题. “等距”和 “同胚”,

或者 “等价” 以及相关内容的理论研究, 一直以来就是泛函分析及其相关领域数学家们高度关注的课

题, 在内容上构成了经典泛函分析的理论、方法和应用中最重要、最深刻的组成部分之一.

定义 8.2 设 X 和 Y 为 Banach 空间.

(1) 称 X 与 Y 线性同胚, 如果存在连续的线性满射 f : X → Y , 使得 f−1 : Y → X 也连续;

(2) 称 X 与 Y Lipschitz 同胚, 如果存在连续的 Lipschitz 满射 f : X → Y , 使得 f−1 : Y → X 也

是 Lipschitz 的;

(3) 称 X 与 Y 一致 (连续) 同胚, 如果存在一致连续的满射 f : X → Y , 使得 f−1 : Y → X 也是

一致连续的;

(4) 称 X 与 Y 连续同胚, 如果存在连续的满射 f : X → Y , 使得 f−1 : Y → X 也是连续的.

著名的 Banach-Mazur 定理 [70] 告诉我们, 每个可分 Banach 空间 (度量空间) 都是 C[0, 1] 的一

个线性子空间 (子集); Dvoretsky 定理 [71–78] 告诉我们, 每个无限维 Banach 空间都包含任意有限维

的 Euclid 空间. Kadec 定理 [79] 告诉我们, 任何两个可分无限维 Banach 空间都拓扑同胚. 因此, 它

也宣布了 Banach 空间的一般意义下的连续同胚研究的终结. Aharoni 定理 [80,81] 告诉我们, 每个可

分度量空间都是 c0 的 Lipschitz同胚意义下的一个子集. Aronszajn-Christensen-Mankiewicz-Phelps定

理 [40,44–46] 告诉我们, 如果 Banach 空间 Y 具有 Radon-Nikodỳm 性质, 则每个从可分 Banach 空间 X

到 Y 的 Lipschitz 映射都在 X 的一个稠密子集的每一点处 Gâteaux 可微. 而 Johnson-Lindenstrauss

定理 [82] 却出人意料地成了计算理论的最基本定理之一.

粗几何是 “非交换几何” 和 “非交换群论” 领域 20 世纪 90 年代以来发展起来的重要研究方向.

20 世纪 90 年代中期, 人们逐渐发现用以通过几何空间 (如非紧完备 Riemann 流形和有限生成群等)

的大尺度几何结构探索指标代数 (即 Roe 代数) 的 K- 理论群的信息, 从而建立几何空间的几何、拓

扑和分析之间的联系,并应用于解决其他重要问题,如 Novikov猜测、Gromov-Lawson-Rosenberg正标

量曲率猜测和群 C∗- 代数幂等元问题等的粗几何, 尤指粗 Baum-Connes 猜想和粗 Novikov 猜想, 与

“粗嵌入”竟有如此本质内在的联系—它们可以归结为离散的有界几何空间 (discrete metric space with

bounded geometry, 即离散度量空间 M , 存在一个函数 f : R+ → N, 满足 M 中以任何点 x 为中心、半
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径为 r 的球 B(x, r)所包含的点数都不超过 f(r))是否能够 “粗嵌入”到一个 Hilbert空间或者超自反

空间, 这实质是 “嵌入” 研究领域目前国际同行高度关注的一个崭新课题 (参见文献 [83–88]).

定义 8.3 设 X 和 Y 为 Banach 空间. 称 X 与 Y 粗同胚, 如果存在满射 f : X → Y 和两个非

负函数 ρ1, ρ2 : R+ → R 满足 ρj(t)→ +∞ (t→ +∞), 使得

ρ1(∥y − x∥ 6 ∥f(y)− f(x)∥ 6 ρ2(∥y − x∥), ∀x, y ∈ X.

联系这几种同胚之间 “通用” 的桥梁有两个. 一个是粗同胚或一致同胚与 Lipschitz 同胚之间的:

如果 f : X → Y 是粗同胚映射, 则取定正整数集 N 上的一个自由超滤子 U, 分别用 XU 和 YU 表示 X

和 Y 的超幂, 并定义映射 fU : XU → YU 如下:

fU(xU) = (f1(x1), f2(x2), . . . , fn(xn), . . .), ∀xU = (x1, x2, . . .) ∈ XU,

其中

fn(x) =
f(nx)

n
,

则 fU : XU → YU便是一个 Lipschitz同胚. 另一个是 Lipschitz同胚与线性嵌入之间的: 如果 f : X → Y

是一个 Lipschitz 同胚映射, 并且 X 可分, Y 具有 Radon-Nikodỳm 性质, 则 f 在 X 的一个稠密子集

的每一点处 Gâteaux 可微, 而 f 在每一点处的 Gâteaux 微分都是一个从 X 到 Y 的线性同胚嵌入.

8.5 性质 (H)

为了解决强 Novikov 猜测, 2012 年 Kasparov 和 Yu [89] 提出性质 (H) 的概念. 称一个 (可分)

Banach 空间 X 具有性质 (H), 如果 X 有一列单调递增的有限维子空间 {Xn}, 可分 Hilbert 空间 H

有一列单调递增的有限维子空间 {Yn}, 满足
(i) Xn ⊂ Xn+1, n = 1, 2, . . . , 并且

∪
nXn 在 X 中稠密;

(ii) 存在一个一致连续的映射 φ : SX → SY 使得 φ |SXn
: SXn → SYn 为一致同胚, 其中

Y =
∪
n

Yn.

他们证明了任何群只要能够粗嵌入到具有性质 (H) 的 Banach 空间, 相应的强 Novikov 猜测就成立.

这是继 “如果一个离散的有界几何空间可以粗嵌入到一个 Hilbert 空间, 则相应的粗 Baum-Connes 猜

测成立” [84], “如果一个离散的有界几何空间可以粗嵌入到超自反空间, 则相应的粗 Novikov 猜测成

立” [87], “任何一个群如果能够粗嵌入到 Hilbert 空间, 则相应的强 Novikov 猜测成立” [84, 90,91] 之后的

又一次突破. Chen 等 [92] 进一步证明了, 如果一个有界几何空间可以粗嵌入具有性质 (H) 的 Banach

空间, 则相应的粗 Novikov 猜测成立.

因此,搞清楚哪些 Banach空间具有性质 (H)就特别重要了. 目前,我们已经知道对于 1 6 p <∞,

ℓp、Hilbert 空间上 Schatten p- 算子类空间 (即非交换 ℓp)
[89]、Lp(µ,X) (其中 X 具有性质 (H)) [93]

和具有非平凡余型的 Banach 格 [94]. 但很多重要的 Banach 空间是否具有性质 (H) 我们知道得并

不多.

问题 8.5 对于 1 6 p <∞, Lp[0, 1] 的闭子空间是否也具有性质 (H)?

问题 8.6 对于 1 < p <∞, 非交换 Lp 空间是否也具有性质 (H)?

问题 8.7 c0 是否具有性质 (H)?
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问题 8.8 性质 (H) 是否具有遗传性? 即如果 X 具有性质 (H), 那么它的闭子空间是否也具有?

问题 8.9 设 X 为 Banach 空间, D ⊂ X 为一个离散子集. 记 D/|D| = {d/∥d∥ : 0 ̸= d ∈ D} (D
的标准化集), 如果 D/|D| 可以一致嵌入另一个 Banach 空间 Y , 那么 D 是否可以粗嵌入 Y ? (集合 B

可以一致嵌入到 Banach 空间 Y 是指, 存在映射 f : B → Y 使得 f 和 f−1 : f(B)→ B 均一致连续.)

本文至此就要结束了, 但仍然有与 “等距” 相关的很多重要的方面没有提及, 如关于非线性算子

方程的 Hyers-Ulam 稳定性和关于函数空间之间等距的 Banach-Stone 定理等.
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Perturbed metric-preserving mappings of Banach spaces

Lixin Cheng

Abstract The study of isometries of Banach spaces and their generalizations has lasted over 80 years since
the celebrated Mazur-Ulam theorem (1932): Every surjective isometry between two Banach spaces is necessarily
affine. This survey paper gives a historical overview of the research field. It focuses on the progress in the last ten
years, especially, on the stability problems of isometries, perturbed isometries and coarse isometries defined on
real Banach spaces with the special emphases on the recent developments and some open questions in this field
and related topics.
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