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摘要 多年来通常认为以吴方法为代表的几何定理机器证明的坐标法给出的证明不可读,或不是图灵

意义下的类人解答. 其实, 只要对吴氏的算法做不多的改进, 即将命题的结论多项式表示为其条件多

项式的线性组合, 就能获得不依赖于理论、算法和大量计算过程的恒等式明证. 这样的恒等式可以转

化为其他更简明且更有直观几何意义的点几何形式或向量及其他形式, 从而获得多种证明方法. 这也

证明了点几何恒等式明证方法对等式型几何命题的普遍有效性.
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1 引言

几何学具有悠久的历史, 两千多年来积累下来的几何知识是人类的宝贵财富. 其中, 几何证明是

几何学的精华. 大部分的人, 只要学习过几何,就会对几何定理证明的艰难曲折有所体会. 几何定理证

明自古就被认为是典型的脑力活动, 也是自然被选为脑力劳动机械化最初尝试的问题 [1].

吴文俊 [2] 建立的数学机械化方法, 极大地推动了几何自动推理的研究. 自吴方法发表至今四十余

年, 几何定理机器证明的研究有了丰富的成果 [3, 4].

在吴方法的影响下, Chou 等 [5] 提出了能产生 “可读证明” 的消点法. 近年来, 几何定理可读机器

证明的理论和算法的研究又有新的进展 [6].

所谓可读证明, 是指人容易理解和检验的证明, 但也是一个模糊且有争议的概念. 例如, 李晟和李

长明在文献 [7] 中认为, “吴方法不可读是不贴切的, 阻碍了吴方法在国内的普及”. 近年来, 对于 “机

器解题的表达” 的要求, 更多使用 “类人解答” 的说法.
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近年来随着信息技术特别是网络技术的发展, 人们对人工智能有了更多和更高的期望, 其中对类

人解答给予了相当的关注. 吴方法解决了等式型几何命题 (前提和结论都可以由多项式等式关系来表

达) 的机器判定, 但其给出的证明过程通常不被认为是类人解答. 基于数据库的搜索法 [8] 能自动生成

类人证明, 并能发现几何图形的很多性质, 但不是能解决某一类几何问题的完全性算法. 基于几何不

变量的消点法能解决可构图等式型几何命题, 给出的证明是类人解答, 但其解题范围比吴方法小.

类人证明要求解答过程容易被人理解和检验, 对于几何定理来说, 如果几何图形过于复杂或者证

明过程繁复, 可读证明也可能会变得不易阅读和理解.

杨路在研究多项式不等式机器证明时, 提出了 “明证” 一说 [9]. 所谓明证, 是指一目了然的证明,

即读者很容易就能判断其正确性的证明.

张景中 [10] 最近提出了 “点几何”.点几何是一种几何代数系统,兼有坐标方法、向量方法和质点几

何方法三者的长处而避免其缺点. 基于 “点几何” 建立的点几何恒等式方法不受可构图的限制 [11–15],

很多情形能给出简单的类人证明甚至明证, 但目前该方法的理论还不完善, 其解题适用的范围有待

确定.

本文将指出, 对吴方法的典型算法略加改进, 就可以得到一种将结论表示为条件的线性组合的恒

等式,这种恒等式本身就表明了命题成立,不必再考虑算法的原理和前面的计算过程,从而可以看作是

类人证明甚至是明证. 在多数情形中, 通过适当的形式转化 (例如, 用点几何、向量或复数形式表述),

它甚至会比传统的证明更为简明严谨, 无疑地是类人的明证方法. 从而也回答了点几何恒等式方法适

用范围的问题: 它与吴方法相通, 适合所有等式型几何命题.

2 吴方法与恒等式明证方法

按照吴方法, 在处理几何命题时, 通常的步骤是, 第一步, 将几何问题代数化, 即适当选择坐标系,

将几何问题的假设条件和结论部分都表示为多项式方程; 第二步, 整序, 确定自由变元和约束变元, 将

假设条件三角化为升列, 使约束变元以逐个添加的方式依次在升列中出现; 第三步, 作伪除法求余, 验

证结论真伪. 需要说明的是, 这里描述的是简化了的吴法, 未考虑相关代数簇可约的情形.

不妨设定理的假设条件由多项式方程组 HS = {H1 = 0,H2 = 0, . . . , Hm = 0} 表示, 结论由 g = 0

描述, CS = {f1 = 0, f2 = 0, . . . , fs = 0} 表示由多项式组 HS 整理后得到的升列.

吴方法的最后一步, 即将 g 对 {fs, fs−1, . . . , f1} 依次作伪除法求余, 最后判断余式是否为 0. 若余

式为 0, 则有

c1c2 · · · csg = a1fs + a2fs−1 + · · ·+ asf1, (2.1)

在非退化条件 c1 ̸= 0, c2 ̸= 0, . . . , cs ̸= 0 下, 由 f1 = f2 = · · · = fs = 0 推出 g = 0. 因此, 吴方法的证明

过程本质上是获得了结论与三角列之间的一个恒等式.

在恒等式 (2.1)中,结论 g 这一项有明确的几何意义,但前提假设 HS 经过整理转化为三角列 CS

之后, {f1, f2, . . . , fs} 中的某些项的几何意义就可能不明确了. 仅从恒等式 (2.1) 推导出结论成立, 不

能算是一个完整的证明,因为它不仅依赖吴方法理论的正确性,还依赖之前所有计算过程没有错误.这

个问题, 应用下述引理即可解决.

引理 2.1 对给定的多项式组 HS, 设 CS 是用吴方法求得的 HS 的升列, 则存在矩阵 M , 使得

CS = (M)HS.
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证明 吴方法的整序, 可以用矩阵来表示.

整序的过程是, 从一个多项式组出发, 通过一系列运算, 得到一个所谓的 “升列”. 这一系列的运

算, 其中的每一步, 无非是下述两种操作之一:

(1) 换位: 改变多项式组中两个多项式的位置, 例如, 交换第 3 个多项式和第 5 个多项式的位置;

(2) 求余: 将多项式组中一个多项式 G 对组中另一个多项式 F 关于某一个变元求余, 这里有

IsG = λF +R, 其中 I 是 F 的主变元的最高次项的系数多项式, λ 是商多项式, 并把余式 R 加入多项

式组.

用一个矩阵 (P0) 表示原始多项式组, (Pk) 表示经过 k 次操作后获得的多项式组, 则有一个矩阵

(Mk), 使得

(Mk)(Pk) = (Pk+1).

具体地,

(i) 如果 (Pk) 经过 “换位” 操作成为 (Pk+1), 若 (Pk) 中第 i 与 j 元素换位, 则将单位矩阵的第 i

与 j 行互换即得 (Mk);

(ii) 如果 (Pk) 经过 “求余” 操作成为 (Pk+1), 若余式不为 0, 上述操作中多项式 G 为 (Pk) 中的第

i 项而多项式 F 为 (Pk) 中的第 j 项, 则 (Mk) 中的最后一行这样构成: 其第 i 元素为 Is, 第 j 元素为

−λ, 其余元素为 0, 而 (Mk) 中其他行的元素与单位矩阵相同, 即 (Mk) 比单位矩阵多了一行.

由此可知, 存在矩阵 (M) 使得 CS = (M)HS 成立. 在吴方法整序过程中, 记下每一步操作的矩

阵表示, 容易获得矩阵 (M).

吴方法是用三角列来表示恒等式, 三角列又可以还原为假设条件, 这样就能建立结论和假设条件

之间的恒等式. 于是, 下面的定理成立:

定理 2.1 凡是由吴方法可证明的定理都可以给出其结论 g 表示为假设条件 HS 的线性组合的

恒等式, 其组合系数是有关变元的多项式.

例 2.1 垂心定理: 三角形的三高交于一点.

文献 [16] 采用如下的方式描述垂心定理和建立坐标系:

在 ∆ABC 中, 以 AB 为横轴, 取 C 在 AB 上的垂足为原点 O, 设 BC 与 AC 上的高线交于 D,

需要证明 D 在高线 CO 上 (参见图 1).

第一步, 几何问题代数化: 设各点的坐标为

A = (x1, 0), B = (x2, 0), C = (0, x3), D = (x4, x5),

图 1 垂心定理
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则定理的假设条件 AD⊥BC 和 BD⊥AC 分别对应于多项式方程

H1 = x3x5 − x2(x4 − x1) = 0,

H2 = x3x5 − x1(x4 − x2) = 0,

而结论等价于 g = x4 = 0.

第二步,将条件多项式组 {H1,H2} 整序, 得到升列 {f1, f2}: 取定 x1、x2 和 x3 为自由变元, 则 x4

和 x5 为约束变元; 将 H1 对 H2 关于变元 x5 求余, 得到

f1 = H1 −H2 = (x1 − x2)x4;

而 f2 = H2 = x3x5 − x1(x4 − x2), 即 f1

f2

 =

1 −1

0 1

H1

H2

 .

第三步, 伪除法求余: 将 g = x4 依次对 f2 和 f1 分别关于变元 x5 和 x4 求余, 容易验证, 在非退

化条件 x3(x1 − x2) ̸= 0 下, 最后的余式为 0.

在求余过程中, 记录每一步的商式和初式, 可确定 g 与升列 {f1, f2} 之间的恒等式

(x1 − x2)g = 0 · f2 + f1. (2.2)

此时, 尽管已经得到了恒等式 (2.2), 但该恒等式中的 f1 = (x1 − x2)x4 的几何意义已经不明显了.

根据 {f1, f2} 与 {H1,H2} 之间的关系, 进一步得到 g 与 {H1,H2} 之间的恒等式

(x1 − x2)g = (1 0)

f1

f2

 = (1 0)

1 −1

0 1

H1

H2

 = H1 −H2. (2.3)

例 2.2 Simson定理 (见图 2): 设 P 为 ∆ABC 外接圆上任一点,从点 P 向 ∆ABC 三边 AB、BC

和 CA 分别作垂线, 三条垂线的垂足为 N、L 和 M , 求证: N、L 和 M 共线.

图 2 Simson 定理
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文献 [17] 采用如下的方式建立坐标系:

取 A 为原点, 以 AB 所在的直线为 x 轴, 设 O 是 ∆ABC 外接圆的圆心, 各点的坐标为 A(0, 0)、

B(u1, 0)、C(u2, u3)、O(x1, x2)、P (u4, x3)、N(u4, 0)、L(x4, x5) 和 M(x6, x7), 其中 (u1, u2, u3, u4) 为自

由变元, (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7) 为约束变元.

假设条件 “OA = OB、OA = OC、OA = OP、PL⊥BC、L 在 BC 上、PM⊥AC、M 在 AC 上”

依次对应如下 7 个多项式方程:

H1 = x2
1 + x2

2 − (u1 − x1)
2 − x2

2 = 2u1x1 − u2
1 = 0,

H2 = x2
1 + x2

2 − (u2 − x1)
2 − (u3 − x2)

2
= 2u3x2 + 2u2x1 − u2

2 − u2
3 = 0,

H3 = (u4 − x1)
2
+ (x3 − x2)

2 − x2
1 − x2

2 = x2
3 − 2x2x3 − 2u4x1 + u2

4 = 0,

H4 = (x3 − x5)u3 + (u4 − x4)(u2 − u1) = 0,

H5 = x5(u2 − u1)− u3(x4 − u1) = 0,

H6 = (x3 − x7)u3 + (u4 − x6)u2 = 0,

H7 = x7u2 − x6u3 = 0,

结论 “N、L 和 M 共线” 即

g = (x4 − u4)x7 − (x6 − u4)x5 = 0.

对多项式组 HS = {H1,H2,H3,H4,H5, H6,H7} 整序, 得到升列

f1 = H1,

f2 = H2,

f3 = H3,

f4 = (u2 − u1)H4 + u3H5,

f5 = H5,

f6 = u2H6 + u3H7,

f7 = H7,

且 CS = {f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7} 中各项的初式分别记为
I1 = 2u1,

I2 = 2u3,

I3 = 1,

I4 = −(u2 − u1)
2 − u2

3,

I5 = u2 − u1,

I6 = −u2
2 − u2

3,

I7 = u2.

将 g 依次对 {f7, f6, f5, f4, f3, f2, f1} 作伪除法求余, 满足

I7g = a7f7 +R6,
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I6R6 = a6f6 +R5,

I5R5 = a5f5 +R4,

I4R4 = a4f4 +R3,

I3R3 = a3f3 +R2,

I2R2 = a2f2 +R1,

I1R1 = a1f1 +R0,

在各初式不为 0 的情形下, 可得 R0 = 0, 且

a7 = x4−u4,

a6 = u3x4 − u2x5 − u3u4,

a5 = u2u3(u2x3 − u3u4),

a4 = u2u3(u1u2u4 + u1u3x3 − u2
2u4 − u2

3u4),

a3 = u1u2u
3
3(u1 − u2),

a2 = 2u1u2u
3
3x3(u1 − u2),

a1 = −4u1u2u
3
3(u1 − u2)(u2x3 − u3u4),

于是, 可得结论 g 与升列 CS 间的恒等式为

I7I6I5I4I3I2I1g = a1f1 + a2I1f2 + a3I2I1f3 + a4I3I2I1f4

+ a5I4I3I2I1f5 + a6I5I4I3I2I1f6 + a7I6I5I4I3I2I1f7. (2.4)

进一步将升列 CS 还原为假设条件 HS, 可得恒等式

cg = b7H7 + b6H6 + b5H5 + b4H4 + b3H3 + b2H2 + b1H1, (2.5)

其中

c = I7I6I5I4I3I2I1,

b1 = a1,

b2 = a2I1,

b3 = a3I2I1,

b4 = a4I3I2I1(u2 − u1),

b5 = I3I2I1(a5I4 + a4u3),

b6 = a6I5I4I3I2I1u2,

b7 = I5I4I3I2I1(a7I6 + a6u3).

注意到 {c, b1, b2, b3, b4, b5, b6, b7} 有公因式

4u1u2u3(u2 − u1) = I7I5I2I1,
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则恒等式 (2.5) 可化为

(u2
2 + u2

3)((u2 − u1)
2
+ u2

3)g

= u2
3(u2x3 − u3u4)H1 − u1u

2
3x3H2 − u1u

3
3H3

+ u3(u1u2u4 + u1u3x3 − u2
2u4 − u2

3u4)H4

+ u3(u1u2x3 − u1u3u4 − u2
2x3 − u2

3x3)H5

+ ((u2 − u1)
2 + u2

3)(u2x5 + u3u4 − u3x4)H6

+ ((u2 − u1)
2 + u2

3)(u2x4 + u3x5 − u2u4)H7. (2.6)

综上可知, 在吴方法的基础上, 可以将几何定理的结论与初式的积表示为其条件的线性组合, 即

可以找到 b1, b2, . . . , bm 使得恒等式

cg = b1H1 + b2H2 + · · ·+ bmHm (2.7)

成立.

这样的改进, 工作量增加很少, 却有下列显著的效果:

(1) 只要检验恒等式 (2.7) 成立, 就能直接判定定理成立, 既不依赖于吴方法理论上的正确性, 也

不用考虑整序和求余等步骤的计算过程是否可靠; 恒等式 (2.7) 本身就是一个明证.

(2) 对于恒等式 (2.7) 来说, 因为非退化条件保证了结论项 g 的系数不为 0, 如果条件项的某项系

数为 0, 说明这个条件是多余的.

(3)对恒等式进行等价变形, 条件和结论互换,可能立即得到更多命题的明证. 例如,将 (2.5)中的

结论项 cg 和条件项 b4H4 移项换位置, 得到的恒等式

−b4H4 = b7H7 + b6H6 + b5H5 − cg + b3H3 + b2H2 + b1H1 (2.8)

是命题 “设 P 为 ∆ABC 外接圆上任一点, 从点 P 向 ∆ABC 的边 AB 和 CA 分别作垂线, 垂足为 N

和 M , 若 NM 交 BC 于点 L, 则 PL⊥BC ” 的明证; 又如, 将 (2.5) 中的结论项 cg 和条件项 b3H3 移

项换位置, 得到的恒等式

−b3H3 = b7H7 + b6H6 + b5H5 + b4H4 − cg + b2H2 + b1H1 (2.9)

是命题 “P 是 ∆ABC 所在平面上的一点, 过 P 向 ∆ABC 三边 AB、BC 和 CA 分别作垂线, 垂足为

N、L 和 M , 如果 N、L 和 M 共线, 则 A、B、C 和 P 四点共圆” 的明证.

(4)将恒等式中的坐标表达式转换为其他形式,如向量或几何不变量,得到该命题的不同形式的明

证, 有可能更为简洁优美.

(5) 在吴方法保证恒等式明证存在的基础上, 有可能发展多种构造恒等式证明的方法, 如 Gröbner

基方法和待定系数法等, 使几何证明更为丰富多彩.

文献 [18] 是国际上第一本详细介绍吴方法的英文著作, 其中列举了用 Lisp 语言实现的吴方法程

序所证明的 512条几何定理,并给出了每条定理的输入形式和证明该定理所用的时间,但限于篇幅,不

可能给出证明的运算过程, 这就明显地减弱了对读者的说服力. 如果对算法略加改进, 对每条定理列

出其恒等式明证, 其效果将大不相同, 其参考价值将远远高于只记录证明时间的价值.

但是, 借助吴方法先确定结论与三角列之间的恒等式, 再根据三角列与假设条件的关系导出结论

与假设条件之间的恒等式, 这种方法不直接, 特别是手工操作起来费时费力; 再者, 在恒等式中直接用
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坐标表示结论和条件及其关系还是不够直观, 其几何意义不很明显. 我们一方面希望有更直观的方法

来表示几何定理的条件和结论, 另一方面希望有更直接的方法来确定结论与条件之间的恒等式. 可以

想到的简化办法有很多,用向量、复数或者三角来代替坐标都是可行的. 目前看来,效果最好的是下面

介绍的点几何方法.

3 恒等式明证的点几何表示

人们对几何学的代数形式已经进行了长期深入的研究,并有了坐标系统、三角函数、向量空间、质

点几何 [19], 以及其他几何代数体系等丰富成果. 在基础数学教育中, 常用的是坐标和向量的语言、记

号和方法.

文献 [10] 提出了 “点几何” 的构想. 所谓点几何, 相当于把从原点 O 出发的向量
−→
OA 叫作点 A,

并在平面情形引入虚数乘点的运算如下:

(1) 虚数 i 乘点: 若在 Descartes 坐标系中 A = (x, y), 则定义 iA = (−y, x), 此处字母 i 为保留专

用符号.

(2) 复数乘点: 若在 Descartes 坐标系中 A = (x, y) 而复数 α = u+ vi, 则定义

αA = uA+ i(vA).

令 eiθ = cos θ + i sin θ, 则 eiθA 表示将 A 绕原点反时针旋转 θ 弧度.

尽管上述规则很简单, 但点几何表现力相当丰富. 综合点几何中的定义和基本性质容易看到, 点

几何的运算结果仅与原点有关, 与坐标标架无关. 点几何能更方便、更简明和更直观地描述一些常见

的几何事实.

在第 2 节的例 2.1 中, 我们得到了垂心定理的结论与条件之间的恒等式 (2.3) 为

(x1 − x2)g = H1 −H2,

注意到垂心定理的结论 “D在高线 CO上”既可以表述为 x4 = 0,也可以等价描述为 (以下的运算 “ · ”
表示向量的内积)

CD⊥AB ⇔ (C −D) · (A−B) = 0.

再注意到, 定理的假设条件可以描述为

AD⊥BC ⇔ H1 = (A−D) · (B − C) = 0,

BD⊥AC ⇔ H2 = (B −D) · (A− C) = 0,

H1 −H2 ⇔ (A−D) · (B − C)− (B −D) · (A− C),

容易验证,

(A−D) · (B − C)− (B −D) · (A− C) = −(C −D) · (A−B) (3.1)

在点几何的定义和运算下是一个恒等式.

这样, 一个点几何恒等式直接把结论和条件组合起来, 且恒等式中的各项更具有明显的几何意义,

更容易人工检验.
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如果取 D 为原点, 则恒等式 (3.1) 成为更简单的

A · (B − C) +B · (C −A) + C · (A−B) = 0. (3.2)

恒等式 (3.2)不仅与吴方法原来的计算过程无关,甚至与所取的坐标也无关;它比垂心定理内容更

丰富. 例如, 若其中一项为 0, 则另两项和为 0; 又如, 若原点 D 不在 ABC 平面上, 则它成为一条立体

几何的定理. 这都是把坐标表示转换为点几何表示所得到的副产品.

在第 2 节的例 2.2 中, 诸条件和结论可以化为点几何的形式 (取 A 为原点):

H1 ⇔ B · (2O −B) = 0,

H2 ⇔ C · (2O − C) = 0,

H3 ⇔ P · (P − 2O) = 0,

H4 ⇔ (P − L) · (B − C) = 0,

H5 ⇔ i(C −B) · (L−B) = 0,

H6 ⇔ (P −M) · C = 0,

H7 ⇔ iC ·M = 0,

g ⇔ (L−N) · i(N −M) = 0,

而恒等式 (2.6) 中诸系数项也有明确的几何意义:

u2
2 + u2

3 = C2,

(u2 − u1)
2 + u2

3 = (B − C)2,

u2
3 = C2 − (C ·B)2

B2
,

u2x3 − u3u4 = iC · P,

u1x3 = iB · P,

u1u3 = iB · C,

u3(u1u2u4 + u1u3x3 − u2
2u4 − u2

3u4) = (iB · C)(C · P )− (iC ·N)(C2),

u3(u1u2x3 − u1u3u4 − u2
2x3 − u2

3x3) = (iB · C)(iC · P )− (C · (P −N))(C2),

u2x5 + u3u4 − u3x4 = iC · (L−N),

u2x4 + u3x5 − u2u4 = C · (L−N).

用点几何恒等式方法证明几何命题的更多例子可参见文献 [11–15]. 在点几何中, 选取适当的点作

为原点, 能简化恒等式的推导和表示. 一旦获得了定理的点几何恒等式, 让结论和条件互换有可能得

到多个命题. 有些定理的条件过强或者多余, 也可以通过恒等式方法发现.

例 3.1 Cantor 定理 (见图 3): 四边形 ABCD 内接于圆 O, E、F 和 G 分别是 BC、AD 和 CD

的中点, 作平行四边形 FOEN , 求证: GN⊥AB.

文献 [15] 不用坐标而直接用待定系数法获得了此命题的点几何恒等式明证, 即 (取 O 为原点)

2

(
A+D

2
+

B + C

2
− C +D

2

)
· (A−B) + (B2 −A2) = 0. (3.3)
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图 3 Cantor 定理

从恒等式 (3.3) 可以看出, 条件 “ABCD 四点共圆” 其实要求过强, 只需保证 OA = OB 即可.

吴文俊和吕学礼在文献 [17]中提到, 广义的 Morley定理涉及内、外角三等分线的 27种情形的交

点, 用吴方法来证明, 其过程中不止一次出现了 12 个变量的含有一千多项 (有的有 1,960 项) 的多项

式, 认为这样的问题不用机器而用人工处理是非常困难的. 文献 [20] 利用点几何恒等式方法统一给出

了广义 Morley 定理的 18 种正三角形情形的一个相对简短的证明.

前面指出,对于等式型几何定理,基于吴方法总是可以获得将结论多项式与初式之积表示为假设条

件多项式的线性组合这样的多项式恒等式. 而多项式中的变元是点的坐标.若记 P = (x, y), A = (1, 0),

B = (0, 1),则 x = P ·A, y = P ·B,说明 Descartes直角坐标系中的点的坐标都可以转化为点几何的形

式. 因此, 点几何恒等式方法与吴方法本质上是相通的, 适合于所有的等式型几何命题. 尽管如此, 但

由这种方法得到的点几何恒等式往往不是最简洁的. 至于恒等式的长度到底有多长, 能不能做出相关

的估计, 都值得进一步探讨.

文献 [15]给出了一种用待定系数法获得点几何恒等式的机械化算法,但该方法对等式型几何定理

是否普遍适用, 仍需要进一步考察.

由吴方法获得的恒等式 (2.7) 描述的是结论和条件之间的线性组合关系. 事实上, 线性组合中的

量可以用不同的形式来表示,如几何不变量、三角函数、复数和向量等,而且同一个线性组合中也允许

用不同形式的量,只要能得到一个恒等式,就是一个明证. 例如,从角度入手,利用全角表示法,可以得

到 Simson 定理的非常简单和直观的恒等式明证 [21]. 此外, 涉及条件和结论的恒等式其结构能不能不

限于线性组合? 我们目前还没有找到具体的例子, 有待更进一步的研究.

4 结论

综上, 我们对等式型的几何定理机器证明的算法, 获得了如下结论:

(1) 在吴方法的基础上, 对算法 (简单情形) 做不多的改进, 可以求出一个恒等式将定理的结论多

项式表示为其条件多项式的线性组合 (线性组合的系数为有理分式,且有理分式的分母为非退化条件),

此恒等式可以看作是该定理的明证; 它本身可以直接验证, 从而定理的成立不再依赖于吴方法的理论

与算法, 也与获得恒等式前的繁复计算无关.

(2)上述所获得的以坐标为变元的恒等式,可以转化为点几何或向量等其他形式,使之更为直观简
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明. 这也就回答了点几何恒等式明证是否具有普遍性的问题, 肯定了点几何恒等式证明方法对等式型

几何定理的普遍有效性.

(3) 在吴方法的理论保证基础上, 可以用多种方法 (不限于吴方法) 获得几何定理的不同类型的恒

等式明证, 这使得几何证明的研究更为丰富多彩.

关于进一步的研究, 初步想到有下列几个方面的问题:

(1) 探索基于其他已有的几何定理机器证明方法 (如 Gröbner 基法、消点法和质点几何法等) 获

得恒等式明证的可能性;

(2) 探索对有序几何和几何不等式获取恒等式明证的方法;

(3) 探索更直接地构造恒等式明证的理论与算法;

(4) 探索恒等式明证与传统几何推理方法的关系和相互转化的可能;

(5) 探索用恒等式明证发现新定理的可能性和算法;

(6) 探索恒等式明证方法在教育信息技术领域的应用.

恒等式明证是在古老的初等几何世界发现的新方法, 它体现出吴方法的丰富内涵, 显示出吴文俊

开创的数学机械化有着旺盛的生命力, 值得更进一步深入的开掘和考察.
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An identity method for proving geometry theorems based on
Wu’s method

Yu Zou, Xicheng Peng & Yongsheng Rao

Abstract For many years it was generally considered that the proofs given by the coordinate method of me-
chanical geometry theorem proving represented by Wu’s method were unreadable or not a humanoid solution
in the Turing sense. In fact, as long as a few improvements are made to Wu’s algorithm, i.e., expressing the
conclusion polynomial as a linear combination of rational fraction coefficients of all condition polynomials, the
self-evident identity proof can be obtained which is not dependent on the theory, algorithm of Wu’s method and a
large number of calculation processes. Such identities can be converted to other more concise and more intuitive
geometric forms, such as point geometry or vector and other forms, to obtain a variety of proving methods. This
also proves the general validity of the point geometry identity method for the geometric propositions of equality
type.
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