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摘要 Ahlfors第二基本定理断言, 对于扩充复平面 C 上任意 q (q > 3) 个互异点构成的集合 Eq, 都存

在一个最小正常数 H0(Eq), 使得任意单连通曲面 Σ = (f, U) 都满足

(q − 2)A(Σ)− 4π#(f−1(Eq) ∩ U) 6 H0(Eq)L(∂Σ),

其中 A(Σ) 是 Σ 的面积, L(∂Σ) 是 Σ 的周长, # 表示元素的个数. 之前的论文已经证明, 上述定理中

的等号不可能成立. 作为 Ahlfors第二基本定理的特殊情形,存在一个最小的正常数 h0(Eq),使得每个

内部不取 Eq 的单连通曲面 Σ = (f, U) (即要求 f(U) ⊂ C\Eq), 都满足

(q − 2)A(Σ) 6 h0(Eq)L(∂Σ).

本文证明这个不等式中的等号还是不可能成立 (Zhang (2013) 已经针对一个特殊情形发现此现象), 证

明过程又给出了一些其他的结果, 回答了我们早先论文未解决的两个问题.
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1 引言

Nevanlinna的值分布理论是 20世纪数学领域的伟大成就 (参见文献 [1–4]),其中,最核心的结果是

Nevanlinna 第二基本定理. 1935 年, Ahlfors 在他著名的工作 [5] 中建立了一个平行的理论, 即 Ahlfors

覆盖曲面论 (参见文献 [4, 6–9]). Nevanlinna 的方法偏重于分析, 而 Ahlfors 的方法则偏重于初等的几

何直观. 作为文献 [10, 11] 的后续研究, 本文继续研究 Ahlfors 覆盖曲面论中一些尚未解决的问题.
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1.1 覆盖曲面

本文中, Riemann 球面 S 即为 R3 中以原点为中心的单位球面. 利用通常的球极投影, 扩充复平

面 C 可等同于 S, 因此, C 自动带有 S 诱导的球面度量. 于是在 C 上, 球面的长度形式 dL 与球面的

面积形式 dA 有如下的表达式:

dL =
2|dz|

1 + |z|2
, dA =

4dx ∧ dy
(1 + |z|2)2

, z = x+ iy ∈ C.

定义 1.1 (1) 对于区域 U 到 S 的连续映射 f , 如果 f 是开映射, 且对于 S 上的每个点 w, 原像

f−1(w) 都是 U 的离散子集, 则称 f 为拓扑全纯 (light) 映射. 对于闭若当区域 U 到 S 的映射 f , 如果

f 可以延拓为 U 的某个邻域 V 上的拓扑全纯映射, 则称 f 为 U 上的拓扑全纯映射.

(2) 若 f 是从闭若当区域 U 到 S 的保向拓扑全纯映射, 则序对 (f, U) 被称为一个 (覆盖) 曲面.

对于曲面 Σ = (f, U), 闭曲线 f : ∂U → S 称为 Σ 的边界, 记为 ∂Σ = (f, ∂U), 参见文献 [10, 引言] 中

L(∂Σ) 和面积 A(Σ) 的定义 (或本文注释 1.1).

(3) 若 f 是从 S 到 S 的保向拓扑全纯映射, 则序对 (f, S) 被称为一个闭曲面. 此时自然规定

∂Σ = ∅, L(∂Σ) = 0.

由于球面本身不是闭若当区域, 所以单独使用曲面一词时, 所指的并不含闭曲面. 尽管如此, 后面

对于曲面的讨论, 其中一些可以自然地适用于闭曲面. 其次, 确实可以证明 A(Σ) 总是有限的; 如果只

从定义 1.1 看, 闭曲线 ∂Σ 可能不可求长, 但后文会自动约束周长为有限值.

在本文中, Homeo(U, V ) 表示由 U 映满 V 的全体保向同胚的集合. 与文献 [10, 注释 2.4] 中一样,

对于任意 φ ∈ Homeo(V , φ(V )), 形如 Σ1 = (f, φ(V )) 和 Σ2 = (f ◦ φ, V ) 的两个曲面称为等价的, 记为

Σ1 ∼ Σ2. 在我们的研究中, 等价的曲面确实可以彼此替换, 因为它们的面积和周长等性质全都相同.

由于任意两个闭若当区域同胚, 为方便起见, 不妨假设曲面的定义域 U 是闭单位圆 ∆. 最后, 由下面

的注释 (参见文献 [10, 注释 2.5]), 覆盖曲面可以理解成非常值亚纯函数给出的曲面, 这时长度和面积

有非常自然的解释.

注 1.1 每个曲面 Σ都等价于某个形如 (f, V )的曲面, 其中 f 是 V 的某个邻域上的非常值亚纯

函数. 此时, 我们有

A(Σ) = A(f, V ) =

∫
V

4|f ′(z)|2dxdy
(1 + |f(z)|2)2

,

以及

L(∂Σ) = L(f, ∂V ) =

∫
∂V

2|f ′(z)|
1 + |f(z)|2

|dz|.

类似地, 每个闭曲面 Σ = (f, S) 都等价于某个非常值有理函数 g 给出的闭曲面 (g, S). g 的次数

只由 Σ 决定, 记作 n(Σ, S) ∈ N, 且有 A(Σ) = 4πn(Σ, S).

换言之, 忽略曲面的等价不计的意义下, 总可以认为曲面是由亚纯函数给出的. 在一定程度上说,

拓扑全纯映射可以看成是对亚纯函数的拓扑刻画, 主要作用在于, 避开了亚纯函数的刚性, 便于后续

的一些讨论 (如引理 2.2). Ahlfors 第二基本定理表述如下:

定理 1.1 [5] 令 a1, . . . , aq 为 S 上 q (q > 3)个互异点, 则存在常数 h = h(a1, . . . , aq), 使得每个曲

面 Σ = (f, U) 都满足

(q − 2)A(Σ)− 4π

q∑
m=1

n(f, am) 6 hL(∂Σ),
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其中 n(f, am) (也记为 n(Σ, am)) 表示 am 在 U 中原像的个数 #(f−1(am) ∩ U), 不计重数.

这个定理在值分布论中的应用, 往往关心 h 的存在性与上界 (如文献 [9]), 并不需要 h 的最佳值.

因此,对 h的最佳值以及使 Ahlfors第二基本定理中的不等式两边差值尽量小的曲面进行的研究较少,

这是我们研究的兴趣所在.

记号 1.1 将 a1, . . . , aq 称为特殊点, Eq = {a1, a2, . . . , aq} 称为特殊点集. 如果曲线 α 可以剖分

为有限段简单解析弧, 则称 α 分段解析 (参见文献 [12, 定义 1.2]). 本文用 F 表示全体边界分段解析

的曲面构成的曲面族.

对于 Σ ∈ F, 周长 L(∂Σ) 总是有限的, 因此可以引入如下记号:

n(Σ, Eq) =

q∑
m=1

n(f, am),

R(Σ, Eq) = (q − 2)A(Σ)− 4πn(Σ, Eq),

H(Σ, Eq) =
R(Σ, Eq)

L(∂Σ)
.

对于闭曲面 Σ, 如上定义的 n(Σ, Eq) 和 R(Σ, Eq) 也有意义, 但 H(Σ, Eq) 无法定义.

尽管严格证明有些烦琐, 但直观上可以接受, 每个曲面实际上都可以由边界分段解析的曲面任意

逼近. 明确些说, 对于每个曲面 Σ, 都存在 F 中的序列 {Σn}, 满足

lim
n→∞

A(Σn) = A(Σ), lim
n→∞

L(∂Σn) = L(∂Σ),

而且 n(Σn, Eq) = n(Σ, Eq) 恒成立. 所以, 就研究 h 的最终目的来说, 我们不妨约定只讨论 F 中的曲

面, 这样的限制并不失去一般性. 实际上, 部分文献中曲面的定义就直接要求了曲面的边界须有一定

的正则性.

定义

H0(Eq) = H0(a1, . . . , aq) = sup{H(Σ, Eq) : Σ ∈ F}.

不难看出,正实数 H0(Eq)是定理 1.1中系数 h的最小允许值,它只由 Eq 决定,不妨称为 Eq 的 Ahlfors

常数. 由上面的说明, Ahlfors 常数的具体取值不依赖于 F 定义的一些非本质改动, 例如, 要求 f 是拓

扑全纯映射还是亚纯函数, 以及对边界附加何种合理的正则性条件.

Ahlfors 第二基本定理的一个典型应用是证明 Picard 小定理 (参见文献 [13] 的结尾), 所以, 我们

有时专门考虑满足 f(U)∩Eq = ∅ 的曲面 Σ = (f, U). 对于 Σ = (f, U), 即使 b ∈ ∂Σ, 只要 b /∈ f(U), 我

们依然称 Σ 不取 b.

记号 1.2 令 F0(Eq) 表示 F 中全体满足 n(Σ, Eq) = 0 的曲面 Σ 构成的曲面族. 引入记号

h0(Eq) = h0(a1, . . . , aq) = sup{H(Σ, Eq) : Σ ∈ F0(Eq)},

并不妨称之为 Eq 的 (q − 2 倍面积 - 周长的) 最佳比值.

显然, 在只讨论不取特殊点的曲面时, h0(Eq) 是定理 1.1 中系数 h 的最小允许值. 用小扰动的思

想不难发现, 内部不取特殊点但边界上可以取特殊点的曲面, 可以用连边界上都不取特殊点的曲面来

任意逼近. 因此, h0(Eq) 的具体取值也不会依赖于 F0(Eq) 定义的一些非本质改动, 如曲面边界正则性

的要求, 以及是否允许边界取特殊点.
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H0(Eq)和 h0(Eq)是 a1, . . . , aq 的很复杂的函数,尚没有显式公式计算,初步判断应该不是初等函

数. 由这两个函数的定义, H0(Eq) > h0(Eq) 恒成立, 但 H0(Eq) > h0(Eq) 确实是可能发生的 (参见文

献 [11, 断言 4.3(2)]), 所以, 二者确实并非同一个研究对象. 大体说来, 这两个函数既有较强的相似性,

又有一定差异性. 我们研究的最终目标是, 找到计算这两个函数的方法, 析出这两个函数的具体性质.

关于这两个函数, 已知性质主要是上界, 例如, 文献 [6] 中有上界估计 (δEq 是最近的两个特殊点

之间的球面距离):

H0(Eq) 6
6π(q − 2)

δEq

.

而 Sun [9] 给出了 H0(Eq) 的另一个上界, 这些上界都可以用于研究亚纯函数的正规族和充满圆.

1.2 已知结果与本文结果

本小节将顺次介绍本文的四个主要结果及它们之间的关系.迄今为止, H0(Eq)还没有已知的具体

值, 尚不清楚 H0(Eq) = h0(Eq) 到底何时成立. 而 h0(Eq) 目前也只有一个已知的具体值, 即文献 [10]

中的 h0(0, 1,∞), 完整结果转述如下:

定理 1.2 (1) h0(0, 1,∞) = max06θ6π/2h(θ) = h(θ0) ≈ 4.03416, 其中

h(θ) =
(π + θ)

√
1 + sin2 θ

arctan

√
1+sin2 θ

cos θ

− sin θ;

(2) 文献 [10, (1.4)] 表明所有 Σ ∈ F0({0, 1,∞}) 都满足

A(Σ) 6 max{2L(∂Σ), h0(0, 1,∞)L(∂Σ)− 4π} < h0(0, 1,∞)L(∂Σ);

(3) 如文献 [10] 中注释 3.3 之前所构造, F0({0, 1,∞}) 中有一列曲面 Σn, 都满足

A(Σn) = h0(0, 1,∞)L(∂Σn)− 4π,

以及

lim
n→∞

H(Σn, Eq) = h0(0, 1,∞).

为了确定 H0(Eq) 和 h0(Eq), 一个初步的想法是, 试图找到 Σ ∈ F 满足 H(Σ, Eq) = H0(Eq), 或者

找到 Σ ∈ F0(Eq) 满足 H(Σ, Eq) = h0(Eq). 不过, 这个想法实际上行不通, 因为这样的曲面并不存在.

我们证明了 Ahlfors 第二基本定理中的等号永远无法成立 (参见文献 [11, 定理 1.5]), 表述如下.

定理 1.3 对于任意 Σ ∈ F, 有 H(Σ, Eq) < H0(Eq).

由文献 [10, (1.4)] (即定理 1.2(2)) 可知, 所有 Σ ∈ F0({0, 1,∞}) 都满足

H(Σ, {0, 1,∞}) < h0(0, 1,∞).

我们自然想到将这个结论推广到一般的 Eq, 换言之, 希望说明即使只考虑不取特殊点的曲面, Ahlfors

第二基本定理的等号仍无法成立. 本文的第一个主要结果正是证明此结论 (如下定理 1.5), 证明过程

较定理 1.3 复杂些. 文献 [11, 断言 4.3(1)] 已经宣布过这个定理, 但限于篇幅, 那里没给出证明.

定理 1.4 对于任意 Σ ∈ F0(Eq), 有 H(Σ, Eq) < h0(Eq).

鉴于 H0(Eq) 总是达不到 h0(Eq), 文献 [10] 中提出首先考虑周长有给定上界的曲面全体.
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定义 1.2 令 F(L)表示曲面族 {Σ ∈ F : L(∂Σ) 6 L},而 F0(Eq, L)表示曲面族 F(L)∩F0(Eq).对

于 L > 0, 令 HL(Eq) 表示 sup{H(Σ, Eq) : Σ ∈ F(L)}, 而 hL(Eq) 表示 sup{H(Σ, Eq) : Σ ∈ F0(Eq, L)}.
对 F 的子族 G, Σ0 ∈ G 称为 G 中的极值曲面, 如果 H(Σ0, Eq) 达到极大, 即

H(Σ0, Eq) = max{H(Σ, Eq) : Σ ∈ G}.

由定义 1.2 可知, HL(Eq) 和 hL(Eq) 都是 L 的增函数, 但并不一定严格增 (参见文献 [11, 断

言 4.3(3)]). 由于 F =
∪

L>0 F(L), F0(Eq)=
∪

L>0 F0(Eq, L), 我们有

lim
L→∞

HL(Eq) = H0(Eq),

以及

lim
L→∞

hL(Eq) = h0(Eq).

F(L) 或 F0(Eq, L) 中的极值曲面有很多良好的性质 (参见文献 [11]), 这是证明定理 1.3 和 1.4 的

基础. 在此先引入一些概念, 以介绍与本文结论密切相关的定理 1.5. 作为约定, 本文中的弧和曲线都

要考虑定向, 而且谈到子弧时, 它永远要继承原弧的定向. 谈论 S 上简单曲线的左右侧时, 规定一律

从 R3 的原点观察. 一段圆弧被称为凸的,如果它所在圆周的左侧的圆盘不超过半个球面大小; 凸圆弧

的反向弧自然称为凹的. 一段凸圆弧, 如果不是直的, 就称为严格凸的. 对于若当区域 U , 约定若当曲

线 ∂U 总是被合适地定向, 使得 U 在 ∂U 的左侧. 类似地, 对于若当曲线 α, S\α 在 α 左侧的那个连

通分支称为被 α 包围的区域, 这样 α 右侧的那个区域自然被 −α 包围. 定理 1.5 只是对文献 [11, 定

理 1.7–1.9] 中相关结论的重新表述.

定理 1.5 若 ΣL 是 F0(Eq, L)或 F(L)中的极值曲面,则要么 ∂ΣL 是不交 Eq 的严格凸圆周,且

L = L(∂ΣL) < 2π; 要么闭曲线 ∂ΣL 可以唯一地剖分为有限多段曲率相等的凸圆弧 (其中最多有一段

是圆周), 使得每段圆弧的端点都在 Eq 中, 但每段圆弧的内部都不交 Eq.

当 ∂ΣL 含有特殊点时, 定理中所述的剖分称为 ∂ΣL 的自然剖分, 剖分出的每段圆弧都称为 ΣL

的自然边. 当自然边是圆周时, 称为 ΣL 的自然圆周; 作为补充, 当 ∂ΣL 是不含特殊点的严格凸圆周

时, ∂ΣL 本身也被视为 ΣL 的一个自然圆周. 不是圆周的自然边称为自然弧, 它的两个端点必然不同.

极值曲面的性质解释了我们为何不在曲面的定义中额外要求曲面边界必须是折线,或者额外要求

曲面边界是处处光滑的. 即使做了这样的要求, 因为这种曲面可被边界分段解析的曲面任意逼近, 所

以, HL(Eq) 和 hL(Eq) 的值也不会变化. 于是, 此时 F(L) 和 F0(Eq, L) 中往往不存在极值曲面, 给后

续研究带来障碍.

本文的第二个主要结果是, 在 F(L) 和 F0(Eq, L) 中发现了极值曲面 Σ 的两个新性质, 有助于确

定极值曲面 Σ, 部分地回答了文献 [11] 结尾的问题. 第一个新性质是 L(∂Σ) > L/2. 第二个新性质的

动机来源于定理 1.2(2) 中的曲面序列 {Σn} : 根据文献 [10] 中的构造法, 对每个 Σn = (fn, Un), fn 在

Un\f−1
n ({0, 1,∞}) 上都是局部单射, 但在 f−1

n ({0, 1,∞}) 处则未必是局部单射. 简单的分析即可初步

解释这个现象 (见命题 2.1 之前的分析), 进一步研究发现这个现象可以推广至一般的 Eq.

定理 1.6 若 Σ = (f, U) 是 F(L) 或 F0(Eq, L) 中的极值曲面, 则 L(∂Σ) > L/2, 而且对于任意

z ∈ U\f−1(Eq), f 在 z 的某个邻域上是单射.

根据第 2.1小节中分支点和折返点的定义,对 z ∈ U ,若 f 在 z 处不是局部单射,则 z 是 f 的分支

点或折返点. 由定理 1.5 可知, 极值曲面的折返值一定是特殊点, 所以, 上述定理中的第二个性质可以

表述为 F0(Eq, L) 或 F(L) 中的极值曲面 Σ 的分支值总是特殊点, 记作 CV (Σ) ⊂ Eq (见第 2.1 小节).
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经验地说, 极值曲面有自然圆周时, 往往没有其他自然边. 同时在后续研究中, 自然圆周又比自然

弧更难处理, 所以我们希望在一定程度上说明自然圆周的不存在性. 定理 1.6 刚好可以与文献 [11] 中

的一个结果相结合, 用于说明在一些情形下, 若 F0(Eq, L) 或 F(L) 中极值曲面的边界含有自然圆周,

则没有其他自然边, 这是本文的第三个主要结果.

定理 1.7 设 ΣL 为 F(L) 中或 F0(Eq, L) 中的极值曲面, 含有自然圆周 C, 而 D 是 C 所围的圆

盘, 则要么 ∂ΣL = C, 要么 D ∩ Eq ̸= ∅.
当含有自然圆周 C 的 ΣL 是 F(L) 中的极值曲面时, 还有

(1) 总存在某个只依赖于 Eq 的正实数 L(Eq), 使得 L(∂ΣL) 6 L(Eq). 换言之, 利用

lim
L→∞

H(ΣL, Eq) = H0(Eq)

决定 H0(Eq) 时, 可以无视自然圆周带来的困难.

(2) 若 ∂ΣL ̸= C, 则 (q − 2)A(D)/L(C) > HL(Eq), 而且 Eq 不可能完全落入一个闭的半球面.

本文对定理 1.7(1)和 1.7(2)的证明不能直接移植到 F0(Eq, L)的情形,结论是否可推广有待研究.

如果推广不成立, 则这是两种曲面族中极值曲面的第一个有明显差异的性质. F(L) 中的极值曲面 ΣL

满足 ∂ΣL = C 时, 有必要进一步探索是否总有 ΣL ∼ (Id, D). 本文的第四个主要结果在 D 中最多有

一个特殊点时保证了 ΣL ∼ (Id, D), 而其他情形则等价性不必成立. 这个定理刚好回答了文献 [11] 中

的问题 4.5.

定理 1.8 设 ΣL 为 F(L) 中的极值曲面, ∂ΣL 是一个自然圆周 (即 #(∂ΣL ∩ Eq) 6 1), 且 D 是

∂ΣL 所围的圆盘, 则如下结论成立:

(1) 若 #(D ∩ Eq) 6 1, 则有 ΣL ∼ (Id, D);

(2) 若 #(D ∩ Eq) > 2, 则有 H(ΣL, Eq) = H((Id, D), Eq), 但 ΣL ∼ (Id, D) 不必成立.

本文的四个主要结论现在列全了, 它们的证明过程都在第 3 节.

2 曲面的性质

本节的前两小节先介绍一般曲面的性质和极值曲面的性质, 多为其他文献所证出的, 在后续的证

明中直接引用. 第 2.3 小节中, 进行一个粘合极值曲面的操作, 是证明本文主要结论的必备步骤.

2.1 曲面的局部性质

对于 S 上不对径的两点 a, b ∈ S, S 上从 a 到 b 的最短连线, 记为线段 ab; 而 d(a, b) 表示 a 和 b

之间的球面距离, 即 a 和 b 之间最短连线的长度. 记号 α(a → b) 表示一条从 a 到 b 的曲线 α, 用以

强调定向和端点. 对于曲线 α 和从 α 到 S 的连续映射 f , 记号 (f, α) 表示新曲线 f : α → S. 对于

曲线 α, 不妨将其参数化为 α = (f(t), [0, 1]), 记号 α◦ 表示 α 的内部 (f(t), (0, 1)), 而 −α 表示 α 的反

向曲线 (f(1 − t), [0, 1]). 设 φ 是简单弧 α1 到 φ(α1) 的保向同胚. 只相差一个重新参数化的两条曲线

(g ◦ φ, α1) 和 (g, φ(α1)) 被称为等价的, 记作 (g ◦ φ, α1) ∼ (g, φ(α1)).

设 Σ = (f, U) ∈ F, 而 p ∈ U . Σ 在 p 处的重数 vΣ(p) 定义为最大的自然数 N , 使得无论 Up 是 p

在 U 中多么小的邻域, 总存在某点 w ∈ S 在 Up ∩U 至少有 N 个原像. 对于 p ∈ U , vΣ(p) 就是 f 在 p

处的映射度. Σ 在 p 处的分支指数 b(Σ, p) 定义为 vΣ(p) − 1, 而 w ∈ S 处的总分支指数 B(Σ, w) 则定
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义为

B(Σ, w) =
∑

p∈f−1(w)

b(Σ, p).

若 b(Σ, p) > 1, 则 p 称为 Σ 的分支点, 此时 B(Σ, f(p)) > 1, f(p) 称为 Σ 的分支值. Σ 的全体分支点和

全体分支值分别构成的两个有限集记为 C(Σ) 和 CV (Σ). 最后, Σ 的总分支指数 B(Σ) 定义为

B(Σ) =
∑

p∈C(Σ)

b(Σ, p) =
∑

w∈CV (Σ)

B(Σ, w).

对于 p ∈ ∂U , 若 f |∂U 在 p 的附近是局部单射, 则 p 称为非折返点; 否则 f |∂U 必在 p 的任意小

邻域内不是单射, 而 p 称为折返点, f(p) 称为折返值. 由下面的引理 2.1, 折返点 p 附近 ∂U 总有两段

子弧 α1(p1 → p) 和 α2(p → p2), 使得 (f, α1) ∼ (f,−α2). 此外, 若 p ∈ U 既不是折返点也不是分支点,

则 f |U 在 p 的充分小邻域上是单射.

引入记号: H+ = {z ∈ C : Im(z) > 0}, ∆ = {z : |z| < 1}, ∆+ = ∆ ∩ H+, 以及 ∆− = ∆\∆+. 下述

引理正是文献 [12, 引理 2.3], 此处证明从略. 它说明曲面的映射 f 局部地看, 很接近于一个幂函数.

引理 2.1 (1) 设 Σ = (f, U) ∈ F, 而 z ∈ U , 则 z 和 f(z) 可以分别选择充分小的邻域 Uz 和

f(Uz),经两个适当的同胚 φ ∈ Homeo(∆, Uz)和 ψ ∈ Homeo(∆, f(Uz))分别参数化为单位圆,满足 φ(0)

= z, ψ(0) = f(z), 以及对任意 w ∈ ∆, 有

ψ−1 ◦ f |Uz
◦ φ(w) = wvΣ(z).

(2) 设 Σ = (f, U) ∈ F, 而 z ∈ ∂U 不是 Σ 的折返点, 则 z 在 U 中有充分小的邻域 Uz, 使

得 f(z) 有小邻域 Wf(z) 满足 f(Uz) ⊂ Wf(z); 两个邻域经两个适当的同胚 φ ∈ Homeo(∆+, Uz) 和

ψ ∈ Homeo(∆,Wf(z)) 分别参数化后, 满足 φ(0) = z, ψ(0) = f(z), (φ, [−1, 1]) = ∂U ∩ Uz, 以及对任意

w ∈ ∆+, 有

ψ−1 ◦ f |U∩Uz
◦ φ(w) = w2vΣ(z)−1.

若 z ∈ ∂U 是 Σ 的折返点, 则只需将最后的式子替换为

ψ−1 ◦ f |U∩Uz
◦ φ(w) = w2vΣ(z).

设 Σ = (f, U) ∈ F, 而 w ∈ S, 定义

n(Σ, w) =
∑

p∈f−1(w)

vΣ(p)−#(f−1(w) ∩ ∂U).

易见, 在 S\∂Σ 的每个连通分支 V 内, n(Σ, w) 是定值, 记为 n(Σ, V ), 称 Σ 取 V 恰好 n(Σ, V ) 次. 而

n(Σ, w) 在 V 内则可能不是定值, 在分支值处偏小, 因为

n(Σ, w)− n(Σ, w) =
∑

p∈f−1(w)

vΣ(p)−#(f−1(w) ∩ ∂U)−#(f−1(w) ∩ U)

=
∑

p∈f−1(w)

(vΣ(p)− 1) =
∑

p∈f−1(w)

b(Σ, p) = B(Σ, w).

1451



张广远等: Ahlfors 第二基本定理中等号成立的不可能性

设简单弧 α 是 ∂Σ 的子弧, 内部不含有折返值, 且 S\∂Σ 有两个连通分支 V1 和 V2, 分居 α 左右,

满足 α ⊂ V1, α ⊂ V2. 不妨设 α 作为 ∂Σ 的子弧的重数为 m(∂Σ, α), 而 −α 作为 ∂Σ 的子弧的重数为

m(∂Σ,−α), 即 ∂Σ 正向通过 α 恰 m(∂Σ, α) 次, 反向通过 α 恰 m(∂Σ,−α) 次. 对任意 w ∈ α◦, 有重数

关系:

n(Σ, V1)−m(∂Σ, α) = n(Σ, w) = n(Σ, V2)−m(∂Σ,−α).

设 Σ = (f, U) ∈ F, p ∈ ∂U , f 将 U 在 p 处的内角映为 Σ 在 f(p) 处的内角 θp. 除去有限个点以外, ∂Σ

在所有其他点附近都是解析弧, Σ 在这些解析点处的内角当然是平角. 显然有关系 2π(vΣ(p)− 1) 6 θp

6 2πvΣ(p), 且 p 为折返点时有 θp = 2πvΣ(p).

下面的引理是文献 [10, 引理 2.6] 的简单推广, 证明从略.

引理 2.2 设 Σ1 = (f1, U1), Σ2 = (f2, U2) ∈ F, ∂U1 和 ∂U2 分别含有子弧 α1 和 α2,使得 (f1, α1)

∼ (f2,−α2), 则 Σ1 与 Σ2 可以沿 (f1, α1) 粘合出新的 (闭) 曲面 Σ3, 满足 A(Σ3) = A(Σ1) +A(Σ2),

L(∂Σ3) = L(∂Σ1) + L(∂Σ2)− 2L(f1, α1),

以及下述结论:

(1) 若 α1 是 ∂U1 的真子弧, 则 Σ3 ∈ F 且满足

n(Σ3, Eq) = n(Σ1, Eq) + n(Σ2, Eq) + #(α◦
1 ∩ f−1

1 (Eq));

(2) 若 α1 = ∂U1, α2 = ∂U2, 则 Σ3 是闭曲面且满足

n(Σ3, Eq) = n(Σ1, Eq) + n(Σ2, Eq) + #(∂U1 ∩ f−1
1 (Eq)).

只要 ∂U1 上没有 Σ1 的折返点, ∂U2 上就没有 Σ2 的折返点, 则对任意 w ∈ S, 有

B(Σ1, w) +B(Σ2, w) = B(Σ3, w).

举简单例子即可粗糙地看到, CV (Σ) ⊂ Eq 有助于增大 R(Σ, Eq). 当曲面有分支值在 Eq 之外时,

按文献 [12]中的思路,可以尝试将这个分支值挪入 Eq,这个过程可能导致曲面分裂为多个曲面. 总之,

可以得到如下命题 (即文献 [12, 定理 4.1]):

命题 2.1 设 Σ ∈ F, 且 CV (Σ)\Eq ̸= ∅, 则存在有限个曲面 Σ1, . . . ,Σm ∈ F (m > 0), 满足

L(∂Σ) > L(∂Σ1) + · · ·+ L(∂Σm)

和

n(Σ, Eq) > n(Σ1, Eq) + · · ·+ n(Σm, Eq).

此外, 可要求如下两种情形必居其一:

(1) m = 1, 且 R(Σ1, Eq) > R(Σ, Eq);

(2) m > 2, 且

R(Σ1, Eq) + · · ·+R(Σm, Eq) > R(Σ, Eq).

1452



中国科学 : 数学 第 49 卷 第 10 期

2.2 极值曲面的性质

文献 [11] 给出了 F0(Eq, L) 或 F(L) 中极值曲面的一些性质, 有助于证明本文的结论.

为了描述这些性质, 还需要引入一些记号. 设 β 是圆周 C 上的一段弧, 若 2L(β) > L(C) (允许

β = C), 则称 β 为优弧; 反之, 若 2L(β) < L(C), 则 β 称为劣弧. 半圆则既不算优弧也不算劣弧, 而本

文中实质上不需要考虑超过全圆的非简单圆弧. S 上的圆弧有两种曲率:大圆 ∂∆的全曲率 kt(∂∆)为

1, 而测地曲率 k(∂∆) 为 0. 对于一般的圆周 C, 两种曲率的关系是 k2t (C) = 1 + k2(C). 设圆周 C 的

角半径 (不同于 Euclid 半径, C 的角半径是 C 上的一点到 C 的球面圆心的球面距离) 为 θ, 则 C 的

Euclid 半径为 sin θ, 因此, kt(C) = csc θ, 故有 k(C) = ± cot θ. 约定 k(C) 的符号表现 C 的凸凹性: C

是严格凸圆周时, k(C) > 0; 而 −C 是严格凸圆周时, k(C) < 0. 下述定理是文献 [11] 中的定理 1.9.

定理 2.1 设 ΣL 为 F0(Eq, L) 中或 F(L) 中的极值曲面, 而 k(∂ΣL) 表示 ΣL 所有的自然边的公

共的测地曲率. 此时则有 0 6 k(∂ΣL)H(ΣL, Eq) 6 q − 2, 且 ΣL 最多有一条自然边是优弧 (含自然圆

周). 若此时还有 L(∂ΣL) < L, 则可得 k(∂ΣL)H(ΣL, Eq) = q − 2, 且 ΣL 没有自然边是优弧.

令

δEq = min{d(ai, aj) : 1 6 i < j 6 q}

为特殊点间的最小球面距离. 当 L < 2δEq 时, F0(Eq, L) 中或 F(L) 中的极值曲面 ΣL 必然满足

#(∂ΣL ∩ Eq) 6 1, 即 ΣL 无法含有自然弧. 根据定理 1.5, 此时 ∂ΣL 必是一个严格凸圆周, 而且

L = L(∂ΣL) < 2π. 由 Bernstein等周不等式 (参见文献 [14]或 [10, 引理 3.4])可知, 文献 [11, 定理 1.8]

可推出如下结论.

定理 2.2 (1) 设 ΣL 为 F0(Eq, L) 中的极值曲面, ∂ΣL 只是一个自然圆周, 且 D 是 ∂ΣL 所围的

圆盘, 则 ΣL ∼ (Id, D).

(2) 当 L < 2δEq 时,

hL(Eq) =
(q − 2)(2π −

√
4π2 − L2)

L
,

而且 F0(Eq, L) 中所有的极值曲面恰好是所有等价于 (Id, D) 的曲面, 其中 D 是任意满足 L(∂D) = L

和 D ∩ Eq = ∅ 的圆盘.

定理 1.8(2) 说明定理 2.2(1) 无法向 F(L) 推广, 即 ΣL 可能不等价于 (Id, D). 定理 1.8 的证明要

用到下面的引理, 即文献 [11, 注释 3.3].

引理 2.3 对于 Σ = (f, U) ∈ F,设 ∂ΣL 可以剖分为有限段凸圆弧,且每段端点都在 Eq 中 (除非

∂ΣL 恰是一个自然圆周, 可以认为没有端点). 设 ∂U 的子弧 β1(p0 → p1) 满足 β1\{p0, p1} ∩ C(Σ) = ∅
(允许 p0 = p1), 且 (f, β1) 是凸圆周 α1(b0 → b0), 满足 α1 ∩Eq ⊂ {b0}.

(1)令 γ1(b0 → b0)为在 α1 左侧的严格凸圆周 (两者必在 b0 相切),而 D是 α1+(−γ1)所围的月牙
形区域,满足 D∩(CV (Σ)∪Eq) = ∅,则 U 中必含有闭若当区域 V ,满足 f ∈ Homeo(V \{p0, p1}, D\{b0})
和 ∂V ∩ ∂U = β1.

(2) 若 α1 所围的圆盘 Dα1
满足 Dα1

∩ (CV (Σ) ∪Eq) = ∅, 则 β1 = ∂U , 而且 f ∈ Homeo(U,Dα1
).

现在给 F0(Eq, L)中或 F(L)中的极值曲面 Σ的顶点进行分类,只需考虑 ∂Σ∩Eq ̸= ∅的情形. 此

时不妨设 ∂Σ 的自然剖分为

α1(p0 → p1) + α2(p1 → p2) + · · ·+ αm(pm−1 → p0).
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根据定理 1.5 可知, α1, . . . , αm 都是凸圆弧, 曲率相同, 而顶点 p0, . . . , pm−1 都是特殊点. 每个顶点 pj

可归为如下四种类型之一, 分别称为严格凸顶点、圆顶点、严格凹顶点和折返顶点. 如果 αj 和 αj+1

在 pj 的切向量相同, 即 αj + αj+1 在 pj 附近仍是圆弧, 则称 pj 为圆顶点. 另外一个特殊情形是 pj

为折返值, 此时 αj 和 αj+1 均为线段且 αj ∼ −αj+1, 而 pj 称为折返顶点. 一般情形时, 设 V 是在

αj + αj+1 左侧的区域 (尽管 αj + αj+1 可能并不包围一个区域, 但是无妨). 如果 V 在 pj 处的内角严

格小于平角, 则称 pj 为严格凸顶点. 反之, 如果 V 在 pj 处的内角严格大于平角, 则称 pj 为严格凹顶

点. 注意, 很可能有两个重合的顶点, 其类型不同.

为推广定理 2.2(1), 可以思考 F0(Eq, L) 中的极值曲面 Σ = (f, U) 只有圆顶点时, f 是否一定是同

胚. 此时, 作为集合, ∂Σ 一定是个凸圆周, 但可能不是自然圆周, 而是由多条自然弧拼成的. 所以作为

曲线, ∂Σ的重数 m可能大于 1, 这并不与定理 2.1相矛盾. 设 D 是 ∂Σ所围的圆盘, 则根据重数关系,

Σ 取 D 至少 m 次, 因此, D ∩ Eq = ∅.
Eq\∂Σ ̸= ∅ 的情形是简单的. 此时 S\D 也含有特殊点, 即 Σ 只能取 S\D 0 次, 而取 D 刚好 m

次. f 为 U 到 D 的 m 对 1 的分支覆盖, 必恰好有 m− 1 个分支点 (计重数). 由于 f 在 ∂U 上每一点

附近都不是局部满射, 故 ∂U ∩ C(Σ) = ∅. 只要 m > 2, Σ 必有分支值落入 D 而无法落入 Eq, 这与定

理 1.6 矛盾. 所以只能 m = 1, 即 Σ ∼ (Id,D). 之后证明定理 1.6 时, 没有利用本情形下 f 是同胚这条

性质, 避免了逻辑循环.

比较困难的是 Eq ⊂ ∂Σ 的情形, 此时 S\D 也不含特殊点. 设 Σ 取 S\D 共 t 次, 根据重数关系,

Σ 取 D 恰好 m+ t 次. 若 t = 0, 则仿照上面讨论, 仍可得到 m = 1, 即 Σ ∼ (Id, D). 需要关注的是, 是

否可能 t > 1, 即 f /∈ Homeo(U,D). 只从拓扑的角度看, 这类曲面 Σ 确实是存在的, 可以构造如下.

不妨设

∂∆ = α1(a1 → a2) + α2(a2 → a3) + · · ·+ αq(aq → a1).

取 Σ0 = (Id, S\∆), 及 q 个曲面 Σ1, . . . ,Σq 都是 (Id,∆). 由引理 2.2, 将每个 Σj 与 Σ0 沿 αj 粘合,

最后即可得到 Σ ∈ F0(Eq), 且 ∂Σ 是重数为 q − 1 的圆周 ∂∆. 但尚不清楚这样构造的曲面可否作为

F0(Eq, L(∂Σ)) 中的极值曲面. 仿照后面引理 2.6 的证明思路, 如果这样的 Σ 存在, 则 ∂D 必为大圆.

2.3 hL(Eq)hL(Eq)hL(Eq) 关于 LLL 的增长性

如下命题是之后证明定理 1.4 的基础, 其证明过程分布于整个小节.

命题 2.2 若 F0(Eq, L) 中存在极值曲面, 则 hL(Eq) < h2L(Eq).

总体思路是使用反证法, 假设 Σ = (f, U) 为 F0(Eq, L) 中的一个极值曲面, 且 hL(Eq) = h2L(Eq).

这样, Σ同时也是 F0(Eq, 2L)中的极值曲面. 事实上,按照如下的办法分五类情形讨论,即可在各种情

形都导出矛盾, 从而完成证明.

由定理 2.1 知, Σ 没有自然圆周, 所以, #(∂Σ ∩ Eq) > 2. 设 ∂Σ 的自然剖分为

α1(p0 → p1) + α2(p1 → p2) + · · ·+ αm(pm−1 → p0).

一共有如下五种情形: (1) Σ 有折返顶点 p1; (2) Σ 有严格凹顶点 p1; (3) Σ 有严格凸顶点 p1; (4) Σ 只

有圆顶点, 且 Eq\∂Σ ̸= ∅; (5) Σ 只有圆顶点, 且 Eq ⊂ ∂Σ. 我们按这个由易至难的次序分情形讨论, 以

完成证明.
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首先,不妨设 p1 是 Σ的一个折返顶点,此时 α1 ∼ −α2,且 α◦
1 ∩Eq = ∅. 由引理 2.2知,取 Σ1 ∼ Σ,

Σ 和 Σ1 可以沿着 ∂Σ 的 α1 和 ∂Σ1 的 α2 粘合. 形成的新曲面 Σ′ 必属于 F0(Eq, 2L), 因为

L(∂Σ′) = 2L(∂Σ)− 2L(α1) < 2L.

因为 A(Σ′) = 2A(Σ), 所以有

h2L(Eq) > H(Σ′, Eq) > H(Σ, Eq) = hL(Eq).

其次, 不妨设 p1 是 Σ 的一个严格凹顶点. 取 z1 ∈ α1 和 z2 ∈ α2 充分靠近 p1, 令 α′
1(z1 → p1)

和 α′
2(p1 → z2) 分别为 α1 和 α2 的很短的子弧. 由于充分短的圆弧的几何性质接近于线段, z1z2 +

(−α′
2) + (−α′

1) 必为若当曲线, 包围小若当区域 D, 使得 D ∩Eq = {p1}. 由引理 2.2, 取 Σ1 ∼ Σ, Σ1 和

Σ 可以分别粘合到小曲面 (Id,D) ∈ F0(Eq) 上, 具体言之, Σ1 的 α′
1 粘合到 (Id,D) 的 −α′

1, 而 Σ2 的

α′
2 粘合到 (Id,D) 的 −α′

2. 形成的新曲面 Σ′ 必属于 F0(Eq, 2L), 因为

L(∂Σ′) = L(∂Σ1) + L(∂Σ) + L(z1z2)− L(α′
2)− L(α′

1)

6 L(∂Σ1) + L(∂Σ) = 2L(∂Σ) 6 2L.

因为 A(Σ′) > 2A(Σ), 所以有

h2L(Eq) > H(Σ′, Eq) > H(Σ, Eq) = hL(Eq).

剩下三种情形稍复杂, 各自写为一个引理.

引理 2.4 若 F0(Eq, L) 中的极值曲面 Σ = (f, U) 有一个严格凸顶点 p1, 则 h2L(Eq) > hL(Eq).

证明 不妨设 β1(P0 → P1) 和 β2(P1 → P2) 为 ∂U 的子弧, 使得 (f, β1) = α1, (f, β2) = α2. 任选

充分小的 l > 0,则存在 z1 ∈ α1 和 z2 ∈ α2 充分靠近 p1,使得 α1 和 α2 分别有很短的子弧 α′
1(z1 → p1)

和 α′
2(p1 → z2), 满足 L(α′

1) = L(α′
2) = l. 设 z0 为 z2z1 的中点, 而 2θ 为 α1 + α2 左侧区域在 p1 的内

角, 则有 θ < π/2. 由于充分短的圆弧的几何性质接近于线段, 因此, α′
1 + α′

2 + z2z1、α′
1 + p1z0 + z0z1

和 z0p1 + α′
2 + z2z0 必皆为若当曲线. 设 α′

1 + p1z0 + z0z1 和 z0p1 + α′
2 + z2z0 分别包围小若当区域 V1

和 V2. 类比平面几何, 随着 l → 0, 易见

A(V1 ∪ V2) = O(l2) = o(l),

而 L(z2z1) = 2l sin θ + o(l).

由引理 2.1 可知, 在 P1 的某个小邻域上, f 的拓扑性态犹如一个幂函数. 只要 l 小到刚才规定

出的各个几何对象都落入 P1 的这个邻域, 就存在 U 的子区域 U1 和 U2, 使得 f |U1
∈ Homeo(U1, V1),

f |U2
∈ Homeo(U2, V2),而且 (f, ∂U1 ∩∂U) = α′

1, (f, ∂U2 ∩∂U) = α′
2. 于是,曲面 (f, U\U1)和 (f, U\U2)

的边界就分别有了反向子弧 z0p1 和 p1z0, 由引理 2.2 可知, 这两个曲面可以沿此子弧粘合. 得到的新

曲面 Σ′ 必属于 F0(Eq, 2L), 因为

L(∂Σ′) = 2L(∂Σ)− L(α′
1)− L(α′

2) + L(z2z1)

= 2L(∂Σ)− 2l + 2l sin θ + o(l) 6 2L.

进一步, 随着 l → 0, 有

A(Σ′)

L(∂Σ′)
=

2A(Σ)− o(l)

2L(∂Σ)− 2l + 2l sin θ + o(l)
>

A(Σ)

L(∂Σ)
=
hL(Eq)

q − 2
.
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最后得到

h2L(Eq) > H(Σ′, Eq) > H(Σ, Eq) = hL(Eq).

证毕.

引理 2.5 若 F0(Eq, L) 中的极值曲面 Σ 只有圆顶点, 且 Eq\∂Σ ̸= ∅, 则对任意 L′ > L, 有

hL′(Eq) > hL(Eq).

证明 若不然, 则有 hL′(Eq) = hL(Eq), 即 Σ 也是 F0(Eq, L
′) 中极值曲面. 由定理 2.1, 有

k(∂Σ)H(Σ, Eq) = q − 2.

不妨设 ∂Σ 是 m 重的圆周 C, 而 C 围住圆盘 D. 设 C 的角半径为 θ 6 π/2, 则 k(C) = cot θ.

因 (S\D) ∩ Eq ̸= ∅, Σ 不取 S\D, 由重数关系可知, Σ 取 D 恰好 m 次. 于是, L(∂Σ) = mL(C),

A(Σ) = mA(D), 进而,

H(Σ, Eq) =
(q − 2)A(D)

L(C)
= (q − 2) tan

θ

2
.

因此有

(q − 2) tan
θ

2
cot θ = q − 2,

即与 0 < θ 6 π/2 矛盾. 所以, 必然有 hL′(Eq) > hL(Eq).

引理 2.6 若 F0(Eq, L)中的极值曲面 Σ只有圆顶点,且 Eq ⊂ ∂Σ,则对任意 L′ > L,有 hL′(Eq) >

hL(Eq).

证明 若不然, 则有 hL′(Eq) = hL(Eq), 故 Σ 也是 F0(Eq, L
′) 中的极值曲面. 由定理 2.1, 得

k(∂Σ) = (q − 2)/H(Σ, Eq) > 0. 不妨设 ∂Σ 是 m 重的严格凸圆周 C, 包围出圆盘 D, 则有 A(S\D) >

A(D). 由重数关系可知, 设 Σ 取 S\D 刚好 t 次, 则 Σ 取 D 刚好 m+ t 次, 于是,

A(Σ) = tA(S\D) + (m+ t)A(D).

显然存在 φ ∈ Homeo(S, S), 使得 (φ, ∂D) ∼ −∂D, φ(Eq) = Eq, 且 φ(D) = S\D. 令 Σ′ = (φ ◦ f, U), 则

Σ′ 取 D 恰 t 次, 而取 S\D 恰 m+ t 次. 因为 L(∂Σ′) = mL(∂D) = L(∂Σ), 所以, Σ′ ∈ F0(Eq, L). 但另

一方面, 我们又有

A(Σ′) = (m+ t)A(S\D) + tA(D) > mA(S\D) + (m+ t)A(D) = A(Σ).

这与 Σ 的极值性相矛盾, 所以必然有 hL′(Eq) > hL(Eq).

综合以上引理及之前的讨论,命题 2.2的证明已经完成. 由于各种情形之间,证明方法的差别确实

很大, 值得思考命题 2.2 是否存在统一的直接证明.

3 主要定理的证明

本节证明本文的四个主要定理.
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3.1 F0(Eq)F0(Eq)F0(Eq) 中无极值曲面

现在 F0(Eq) 中没有极值曲面这个事实, 已经是命题 2.2 的一个简单推论.

定理 1.4 的证明 若不然, 则存在 Σ ∈ F0(Eq) 满足 H(Σ, Eq) = h0(Eq). 设 L(∂Σ) = L, 由定

义 1.2 有

hL(Eq) > H(Σ, Eq) = h0(Eq) > hL(Eq).

所以, Σ 是 F0(Eq, L) 中的极值曲面. 由命题 2.2, 可得 hL(Eq) < h2L(Eq). 这与事实

h2L(Eq) 6 h0(Eq) = hL(Eq)

相矛盾, 所以, 任意曲面 Σ ∈ F0(Eq) 都满足 H(Σ, Eq) < h0(Eq).

另一个简单的推论, 可以把命题 2.2 中的 F0(Eq, L) 转化为 F(L), 即下面的推论 3.1. 同理, 由于

F(L) 中似乎永远存在极值曲面, HL(Eq) < H2L(Eq) 很可能无条件地成立.

推论 3.1 若 F(L) 中存在极值曲面, 或 hL(Eq) < h2L(Eq), 则 HL(Eq) < H2L(Eq).

证明 首先, 设 F(L) 中存在极值曲面 Σ. 用等价的极值曲面代替 Σ, 不妨设 Σ = (f,∆). 如果

n(Σ, Eq) = 0, 则有

H(Σ, Eq) = HL(Eq) > hL(Eq) > H(Σ, Eq),

于是, Σ 也是 F0(Eq, L) 中的极值曲面. 由命题 2.2, 立得

HL(Eq) = hL(Eq) < h2L(Eq) 6 H2L(Eq).

如果 n(Σ, Eq) > 1, 不妨用等价的曲面代替 Σ, 以满足 f(0) ∈ Eq. 于是有 Σ′ = (f(z2),∆) ∈ F(2L), 因

为 L(Σ′) = 2L(∂Σ) 6 2L. 又显然 A(Σ′) = 2A(Σ), 以及 n(Σ′, Eq) = 2n(Σ, Eq)− 1. 于是,

R(Σ′, Eq) = 2R(Σ, Eq) + 4π,

因此有

H2L(Eq) > H(Σ′, Eq) > H(Σ, Eq) = HL(Eq).

其次, 假设 hL(Eq) < h2L(Eq). 若 hL(Eq) = HL(Eq), 则显然有

HL(Eq) = hL(Eq) < h2L(Eq) 6 H2L(Eq).

如果 hL(Eq) < HL(Eq), 则存在 Σ = (f,∆) ∈ F(L), 满足

H(Σ, Eq) > max

{
HL(Eq)−

π

L
, hL(Eq)

}
.

自然有 Σ /∈ F0(Eq, L), 即 n(Σ, Eq) > 1. 如上, 可构造 Σ′ ∈ F(2L) 满足 L(∂Σ′) = 2L(∂Σ), R(Σ′, Eq)

= 2R(Σ, Eq) + 4π. 因此, 我们得到

H2L(Eq) > H(Σ′, Eq) =
2R(Σ, Eq) + 4π

2L(∂Σ)
= H(Σ, Eq) +

2π

L(∂Σ)

> HL(Eq)−
π

L
+

2π

L
> HL(Eq).

证毕.
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现在可以证明定理 1.6, 即 L(∂Σ) > L/2, 与极值曲面的分支值都落入 Eq.

定理 1.6 的证明 先证明, 若 Σ 为 F(L) 或 F0(Eq, L) 中的极值曲面, 则 L(∂Σ) > L/2. 假设 Σ

为 F0(Eq, L) 或 F(L) 中的极值曲面, 但 L(∂Σ) 6 L/2. 显然, Σ 也为 F(L(∂Σ)) 中或 F0(Eq, L(∂Σ)) 中

的极值曲面. 由命题 2.2 和推论 3.1, 可得

H(Σ, Eq) = hL(∂Σ)(Eq) < h2L(∂Σ)(Eq) 6 hL(Eq),

或者有

H(Σ, Eq) = HL(∂Σ)(Eq) < H2L(∂Σ)(Eq) 6 HL(Eq).

总之, 这与 Σ 的极值性矛盾.

现在假设 Σ 为 F(L) 中的极值曲面, 但 CV (Σ)\Eq ̸= ∅. 由命题 2.1 可知, 存在有限个曲面 Σ1,

. . . ,Σm ∈ F(L), 满足

L(∂Σ) > L(∂Σ1) + · · ·+ L(∂Σm);

此外, 要么 m = 1, 且 R(Σ1, Eq) > R(Σ, Eq); 要么 m > 2, 且

R(Σ1, Eq) + · · ·+R(Σm, Eq) > R(Σ, Eq).

当 m = 1 时, 易得矛盾:

HL(Eq) = H(Σ, Eq) < H(Σ1, Eq) 6 HL(Eq).

下面假设 m > 2, 此时不妨假设 L(∂Σ1) 6 L/2. 由定义 1.2, 对每个 j = 1, . . . ,m, 都有 R(Σj , Eq)

6 HL(Eq)L(∂Σj). 于是, R(Σ, Eq) = HL(Eq)L(∂Σ) 迫使

L(∂Σ) = L(∂Σ1) + · · ·+ L(∂Σm),

R(Σ, Eq) = R(Σ1, Eq) + · · ·+R(Σm, Eq),

而且对每个 j = 1, . . . ,m, 都有 H(Σj , Eq) = HL(Eq). 这样, 每个 Σj , 包括 Σ1, 都是 F(L) 中的极

值曲面, 这与本定理第一个结论相矛盾. 所以, Σ = (f, U) 必然满足 CV (Σ) ⊂ Eq, 即 f 必在任意

z ∈ U\f−1(Eq) 附近都是局部单射.

当 Σ是 F0(Eq, L)中的极值曲面时,假设 CV (Σ)\Eq ̸= ∅,则命题 2.1给出的有限个曲面 Σ1, . . . ,Σm

确实又都属于 F0(Eq, L). 因此, 可类似证出 CV (Σ) ⊂ Eq, 恕不赘述.

3.2 定理 1.7 和 1.8 的证明

现在凭借定理 1.6 和引理 2.3 证明定理 1.7.

定理 1.7 的证明 设 F(L) 或 F0(Eq, L) 中的极值曲面 Σ = (f, U) 含有自然圆周 C(a → a), 但

∂Σ ̸= C,同时 D∩Eq = ∅. 由定理 1.5,必有 a ∈ Eq. 记 C\{a} = C◦,则 C◦ ⊂ S\Eq. 令 D 为 C 所包围

的开圆盘, β 为 ∂U 的真子弧,满足 C = (f, β)和 C◦ = (f, β◦). 由定理 1.6可知, CV (Σ) ⊂ Eq ⊂ S\C◦,

因此, β◦ 不含 Σ的任何分支点. 由引理 2.3,因为 D∩Eq = ∅,即 D∩ (CV (Σ)∪Eq) = ∅,所以, β = ∂U ,

即 C = ∂Σ, 与假设矛盾. 总而言之, 要么 ∂Σ = C, 要么 D ∩ Eq ̸= ∅.
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我们证明断言 (2) 的前半句, 即若设 Σ 为 F(L) 中的极值曲面, 其边界 ∂Σ 真包含有自然圆周

C, 则必有 (q − 2)A(D)/L(C) > HL(Eq). 由引理 2.2 可知, Σ 和曲面 (Id, S\D) 可沿 C 粘合, 得到新

曲面 Σ′ ∈ F(L). 一方面, L(∂Σ′) = L(∂Σ) − L(C), 而且 A(Σ′) = A(Σ) + 4π − A(D). 另一方面, 由

#(D ∩Eq) > 1 和 a ∈ Eq 知, #(Eq ∩ (S\D)) 6 q − 2, 进而,

n(Σ′, Eq) 6 q − 2 + n(Σ, Eq).

于是, 由 Σ 的极值性, 可得

R(Σ, Eq)

L(∂Σ)
= HL(Eq) >

R(Σ′, Eq)

L(∂Σ′)
> R(Σ, Eq)− (q − 2)A(D)

L(∂Σ)− L(C)
.

化简有 (q − 2)A(D)/L(C) > HL(Eq), 断言得证. 本方法对 F0(Eq, L) 中极值曲面失效的原因是, 粘合

后 Σ′ ∈ F0(Eq, L) 不再成立, 讨论无法继续.

现在用反证法证明本定理的 (1). 假设 L(Eq) 不存在, 即对任意 n ∈ N, 某个 F(L) 中, 存在含有

自然圆周 Cn 的极值曲面 Σn, 满足 L(∂Σn) > n. 令 θn 为 Cn 的角半径, Dn 为 Cn 所围的圆盘. 当

L(∂Σn) > n > 7 时, ∂Σn = Cn 显然无法成立, 因此, Dn ∩Eq ̸= ∅. 根据上面的断言, 有

(q − 2) tan
θn
2

=
(q − 2)A(Dn)

L(Cn)
> HL(∂Σn)(Eq).

Σn 自然也是 F(L(∂Σn)) 中的极值曲面, 且 limn→∞ L(∂Σn) = ∞. 由文献 [11, 定理 1.10 和注释 4.1],

可得

q − 2

H0(Eq)
= lim

n→∞
k(∂Σn) = lim

n→∞
k(Cn) = lim

n→∞
cot θn.

于是,

cot
(
lim

n→∞
θn

)
= lim

n→∞
cot θn =

q − 2

H0(Eq)
=

q − 2

lim
n→∞

HL(∂Σn)(Eq)

> q − 2

lim
n→∞

(q − 2) tan(θn/2)
= cot

(
lim

n→∞

θn
2

)
.

这样只能 0 = limn→∞ θn, 迫使

q − 2

H0(Eq)
= lim

n→∞
cot θn = cot 0+ = +∞.

这个矛盾说明了 L(Eq) 的存在性.

现用反证法证明本定理 (2) 的后半句. 先设 ∂Σ ̸= C, 但 Eq 含于某个闭的半球面. 由上面讨论知,

(q − 2)A(D) > L(C)HL(Eq). 令 C ′ 是不含特殊点的开的半球面中, 与 C 全等的一个凸圆周. 令 D′ 为

C ′ 包围的圆盘, 则 (Id, D′) ∈ F(L) 成立. 因为

(q − 2)A(D)

L(C)
> HL(Eq) >

(q − 2)A(D′)

L(C ′)
=

(q − 2)A(D)

L(C)
,

所以, (Id, D′)是 F(L)中的极值曲面, 而且 C ′ 不含特殊点, 是自然圆周. 由定理 2.1可知,含有自然圆

周的极值曲面只在 L = L(C ′) 才可能出现, 这与

L(C ′) = L(C) < L(∂Σ) 6 L
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矛盾. 换言之, 若 F(L) 中含有自然圆周 C 的极值曲面 Σ 不满足 ∂Σ = C, 则 Eq 不能含于闭的半球

面. 证毕.

最后, 我们证明定理 1.8.

定理 1.8 的证明 设 ΣL = (fL, U)为 F(L)中的极值曲面, ∂ΣL 恰是一个自然圆周,且 D是 ∂ΣL

所围的圆盘. 根据定理 1.5 和 1.6, ∂ΣL 是长度为 L 的严格凸圆周, fL |∂U 一定是 ∂U 到 ∂ΣL 的保向

同胚, 且 CV (ΣL) ⊂ Eq.

首先考虑 #(D ∩ Eq) 6 1 且 D ∩ Eq = ∅ 的情形. 此时 ∂ΣL 最多含有一个特殊点 a, 且 ∂ΣL\{a}
⊂ S\Eq ⊂ S\CV (ΣL), 于是, 除了端点 f−1

L (a) 外, 弧 ∂U(f−1
L (a) → f−1

L (a)) 不含 Σ 的分支点. 同时,

有 D ∩ (Eq ∪ CV (ΣL)) = ∅, 由引理 2.3 可知, fL ∈ Homeo(U,D), 即 ΣL ∼ (Id,D).

其次考虑 #(D ∩ Eq) 6 1 且 D ∩ Eq ̸= ∅ 的情形. 此时不妨设 D ∩ Eq = {a1}, b 是 ∂ΣL 上距

离 a1 最近的点. 以 a1 和 b 为对径点的严格凸圆周 C 与 ∂ΣL 内切于 b, 令 W 为 ∂ΣL + (−C) 所围
的区域, 则 W ∩ (Eq ∪ CV (ΣL)) = ∅. 于是, 由引理 2.3 可知, 存在 U 中的闭若当区域 V , 使得 fL ∈
Homeo(V \f−1

L (b),W\{b}). 从而, Σ′ = (fL |U\V , U\V ) ∈ F满足 ∂Σ′ = C,且 CV (Σ′
L) ⊂ CV (ΣL) ⊂ Eq.

令 DC 为 C 所围的圆盘, 则 DC ∩ (Eq ∪CV (Σ′
L)) = ∅. 由于 C ∩CV (Σ′

L) ⊂ {a1}, 因此, C(a1 → a1)是

Σ′ 的自然圆周. 由引理 2.3 可知,

fL |U\V ∈ Homeo(U\V,DC).

显然, ΣL由两片内部不相交的简单曲面 (fL |U\V , U\V )与 (fL |V , V )粘合而成,可见 fL∈Homeo(U,D),

即 ΣL ∼ (Id, D).

现在假设 #(D ∩ Eq) > 2. 一方面, 根据 ΣL 的极值性, 有

H(ΣL, Eq) = HL(Eq) > H((Id, D), Eq).

另一方面, 由引理 2.2 可知, ΣL 可与 (Id, S\D) 沿 ∂D 粘合, 得到闭曲面 ΣS . 显然有

A(ΣS) = A(ΣL) + 4π −A(D),

以及

n(ΣS , Eq) = n(ΣL, Eq) + q −#(D ∩ Eq).

由 Riemann-Hurwitz 公式 B(ΣS) = 2n(ΣS , S) − 2, 可得 −8π > R(ΣS , Eq) (参见文献 [12, 命题 2.2]).

于是,

−8π > R(ΣS , Eq) = (q − 2)A(ΣS)− 4πn(ΣS , Eq)

= (q − 2)[A(ΣL) + 4π −A(D)]− 4π[n(ΣL, Eq) + q −#(D ∩Eq)]

= (q − 2)A(ΣL)− 4πn(ΣL, Eq)− 8π − (q − 2)A(D) + 4π#(D ∩ Eq)

= R(ΣL, Eq)− 8π −R((Id,D), Eq),

即 R((Id, D), Eq) > R(ΣL, Eq), 进而得 H((Id, D), Eq) = HL(Eq). 换言之, (Id, D) 也是 F(L) 中的极值

曲面.

最后, 我们说明 #(D ∩Eq) > 2 时, ΣL ∼ (Id,D) 不必成立. 先假设 a1 ∈ ∂D ∩Eq, 而 a2 ∈ D ∩Eq.

令 α(a1 → a2) 为 D 中的一条简单弧, 不过其他特殊点. 从 ∆ 到单连通区域 D\α 的 Riemann 映射可
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以延拓为 ∆ 到 D 的保向拓扑全纯映射 g1, 从 ∆ 到单连通区域 S\α 的 Riemann 映射可以延拓为 ∆

到 S 的保向拓扑全纯映射 g2. 曲面 (g1,∆) 和 (g2,∆) 的边界分别有子弧 α+ (−α) 和 (−α) + α, 由引

理 2.2 可知, 两个曲面可以粘合成新曲面 Σ′ ∈ F. 易见,

L(∂Σ′) = L(g1, ∂∆)− 2L(α) = L(∂D), A(Σ′) = A(D) + 4π,

以及

n(Σ′, Eq) = n((g1,∆), Eq) + n((g1,∆), Eq) + #((α+ (−α))◦ ∩Eq)

= #(D ∩Eq)− 1 + (q − 2) + 1

= n((Id, D), Eq) + (q − 2).

于是, R(Σ′, Eq) = R((Id, D), Eq), 故 H(Σ′, Eq) = HL(Eq). 换言之, Σ′ 也是 F(L) 中以自然圆周 ∂D 为

边界的极值曲面, 但 Σ′ 不等价于 (Id, D).

然后, 假设 a1, a2 ∈ D ∩ Eq. 在 D 中选取简单弧

β = α1(b0 → a1) + α2(a1 → a2) + α3(a2 → b3),

使得 b0, b1 ∈ ∂D, 但 β 不穿过其他特殊点. β 将 D 切分为两个若当区域 V1 和 V2. 从 ∆ 到单连通区

域 S\α2 的 Riemann 映射可以延拓为 ∆ 到 S 的保向拓扑全纯映射 g3. 由引理 2.2 可知, 曲面 (Id, V1)

和 (g3,∆) 可以沿 α2 粘合成新曲面 Σ3 ∈ F, 易见 β 为 ∂Σ3 的子弧. 再由引理 2.2 可知, 曲面 Σ3 和

(Id, V2) 可以沿 β 粘合成新曲面 Σ′′ ∈ F. 易见

L(∂Σ′′) = L(∂V1) + L(g3, ∂∆)− 2L(α2) + L(∂V2)− 2L(β)

= L(∂V1) + L(∂V2)− 2L(β) = L(∂D)

6 L,

以及 A(Σ′′) = A(D) + 4π. 此外, 我们有

n(Σ′′, Eq) = n(Σ3, Eq) + n((Id, V2), Eq) + #(β◦ ∩ Eq)

= n((Id, V1), Eq) + n((g3,∆), Eq) + n((Id, V2), Eq) + 2

= #(V1 ∩ Eq) + #(V2 ∩Eq) + q

= #(D ∩Eq) + (q − 2).

于是, R(Σ′′, Eq) = R((Id, D), Eq), 故 H(Σ′′, Eq) = HL(Eq). 换言之, Σ′′ 也是 F(L) 中以自然圆周 ∂D

为边界的极值曲面, 但 Σ′′ 不等价于 (Id, D). 类似的构造显然在 #(D ∩ Eq) 6 1 时是行不通的.

至此, 本文的主要结论都已得到证明.
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The impossibility of the equality in Ahlfors’ second fundamental
theorem

Guangyuan Zhang & Zonghan Sun

Abstract Ahlfors’ second fundamental theorem claims, for any subset Eq of C, consisting of q (q > 3) distinct
points, there is a minimal constant H0(Eq), such that all simply-connected covering surfaces Σ = (f, U) satisfy

(q − 2)A(Σ)− 4π#(f−1(Eq) ∩ U) 6 H0(Eq)L(∂Σ),

where A(Σ) is the area of Σ, L(∂Σ) is the perimeter of Σ, and # denotes the cardinality of a set. In fact, this
inequality is strict. Also, there is a minimal constant h0(Eq), such that each simply-connected covering surface
Σ = (f, U) omitting Eq (i.e., f(U) ⊂ C\Eq), satisfies

(q − 2)A(Σ) 6 h0(Eq)L(∂Σ).

In this paper, we will prove the strictness of this equality (Zhang (2013) has found this fact in a special case),
and the proof of this result just leads to some other related conclusions, which solve two open problems in our
earlier paper.
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