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摘要 本文研究下述双调和方程极小能量解的存在性:

∆2u+ [λV (x)− δ]u = |u|p−2u, x ∈ RN , (0.1)

其中 N > 5, λ > 0. p 是次临界或临界的 Sobolev 指标, 即 2 < p 6 2∗∗, 这里 2∗∗ = 2N
N−4 为临界的

Sobolev 指标, V (x) 是非负连续的深井位势, 其零集 V −1(0) := {x ∈ RN : V (x) = 0} 的内部 intV −1(0)

是 RN 中非空的有界光滑区域. 令 µ0 为定义在 intV −1(0) 中齐次边界条件下 ∆2 的第一特征值. 对任

意的 0 < δ < µ0, 本文证明: 当 λ > 0 充分大时, (0.1) 存在一个在 V −1(0) 附近的极小能量解.
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1 引言

本文考虑下述双调和方程极小能量解的存在性:

∆2u+ [λV (x)− δ]u = |u|p−2u, x ∈ RN , (1.1)

其中 N > 5, δ > 0, λ > 0, 2 < p 6 2∗∗, V (x) 为非负连续的深井位势.

双调和方程与多项式调和方程在物理与几何上具有广泛的应用. 双调和方程作为一个数学模型,

可以用来描述物理和工程中的一些现象,如悬浮桥的非线性震荡问题 [1, 2] 和流体中弹性材料的静力偏

差问题 [3]. 详细地, 考虑薄板小偏差下的弹性力学兼容性方程, 或者大型薄板偏差下描述力学行为的

Von Karma 系统, 我们需要研究一类高阶方程或带双调和算子 ∆2 的系统. 在数学上, 双调和算子与

Paneitz 算子密切相关并且具有丰富的几何结构, 具体参见文献 [4, 5] 及其相关的参考文献.

对于双调和方程解的存在性与多重性,我们介绍如下的一些结果. Alves等 [6]证明了临界的半线性

双调和方程非平凡解的存在性. Salvatore和 Squassina [7] 证明了无界区域上非其次的边界条件下多项
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式调和方程无穷解的存在性. Pimenta和 Soares [8] 得到了双调和方程解的存在性与集中性. Figueiredo

和 Pimenta [9] 证明了双调和方程解的多重性.

最近, 很多学者研究了带深井位势的双调和方程解的存在性与集中性. Zhang 等 [10] 考虑了下述

双调和方程: ∆2u−∆u+ λV (x)u = f(x, u), x ∈ RN ,

u ∈ H2(RN ),
(1.2)

其中 λ > 0; V > 0 是连续的深井位势, 其零集 V −1(0) 的内部 Ω 为非空的光滑有界区域, f(x, u) 连续

且满足次线性增长. 他们采用约束极小的方法证明了, 当 λ 充分大时, (1.2) 存在一个极小能量解 uλ,

并且 uλ 在 H2(RN ) 中收敛到下述极限问题的极小能量解:∆2u−∆u = f(x, u), x ∈ Ω,

∆u = u = 0, x ∈ ∂Ω.

Alves 和 Nóbrega [11] 研究了如下问题:∆2u−∆u+ [λV (x) + 1]u = f(u), x ∈ RN ,

u ∈ H2(RN ),
(1.3)

其中 λ > 0; V > 0 是连续的位势, 其零集 V −1(0) 的内部 Ω 由 k 个孤立的联通部分构成, f 连续且满

足次临界增长. 受 Bartsch 和 Wang [12] 的启发, 他们采用形变引理证明了, 当 λ 充分大时, (1.3) 至少

存在 2k − 1 个多胞解.

关于双调和方程与多项式调和方程的其他结果, 我们向读者推荐文献 [13–20] 及其相关的参考

文献.

本文主要研究双调和方程 (1.1) 的极小能量解的存在性与集中性.

首先假设

(V1) V (x) ∈ C(RN ,R), V (x) > 0, 0 < V∞ := lim inf |x|→∞ V (x) <∞;

(V2) V (x) 的零集 V −1(0) := {x ∈ RN : V (x) = 0} 的内部, 记为 Ω := int V −1(0), 是 RN 中非空

的有界光滑区域;

(V3) 0 < δ < µ0, 其中 µ0 是 ∆2 定义在 H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) 中的第一特征值.

注 1.1 条件 (V1) 可换成如下条件:

(V̂1) V (x) ∈ C(RN ,R), 且存在 M0 > 0 使得集合 {x ∈ RN : 0 6 V (x) 6M0} 在 RN 中有界.

事实上, 该条件可由 (V1) 推出. 选择 M0 = 1
2V∞, (V1) 和 (V2) 推得, 存在 R > 0 使得

Ω ⊂ {x ∈ RN : V (x) 6M0} ⊂ BR(0), (1.4)

其中 BR(0) 表示以 0 为心、R 为半径的球. 在后面的证明中, 我们多次用到条件 (1.4), 而没有用到

V (x) 的有界性.

注 1.2 在 (V2) 中, 区域边界 ∂Ω 的光滑性可以减弱为 ∂Ω 是凸的, 或者 ∂Ω 是 Lipschitz 连续

的且满足一致外球条件. 事实上, 在这些边界条件下, 我们可以证明 [
∫
Ω
(∆u)2dx]1/2 和 H2(Ω)∩H1

0 (Ω)

中的标准范数等价 (参见文献 [21, 定理 2.31]).

22



中国科学 : 数学 第 49 卷 第 1 期

为了陈述主要结果, 我们需要介绍一些记号.

记 Vλ(x) := λV (x)− δ, 定义 Hilbert 空间 X =: {u ∈ H2(RN ) :
∫
RN V (x)u2dx <∞}, 其范数为

∥u∥λ,0 :=

{∫
RN

[|∆u|2 + V +
λ (x)u2]dx

} 1
2

, ∀u ∈ X,

其中 V +
λ (x) = max{Vλ(x), 0}. 当 λ > 0 充分大时, 我们将会证明 ∥u∥λ := {

∫
RN [|∆u|2 + Vλ(x)u

2]dx} 1
2

与 ∥ · ∥λ,0 等价 (见引理 2.4). 为方便起见, 我们不区分这两个范数并将该 Hilbert 空间简记为 Xλ.

定义 Xλ 上的泛函 Jλ(u) 为

Jλ(u) =
1

2

∫
RN

[|∆u|2 + Vλ(x)u
2]dx− 1

p

∫
RN

|u|pdx.

其在 u ∈ Xλ 处的 Frechét 导数 J ′
λ(u) 为

⟨J ′
λ(u), w⟩ =

∫
RN

[∆u∆w + Vλ(x)uw]dx−
∫
RN

|u|p−2uwdx, ∀w ∈ Xλ.

定义 Nehari 流形 Nλ 如下: Nλ = {u ∈ Xλ \ {0} : ⟨J ′
λ(u), u⟩ = 0}, 并记 cλ = infu∈Nλ

Jλ(u).

不难证明 Jλ(u) 在 Xλ 中是 C1 的, 即 J ′
λ(u) 是从 Xλ 到其对偶空间 X∗

λ 的连续算子. 若存在

u ∈ Xλ 使得 J ′
λ(u) = 0,则称 u是方程 (1.1)的一个弱解. 若 u ̸= 0,则称 u是非平凡的. 由于方程 (1.1)

所有的非平凡解均在 Nλ上,且 Jλ在 Nλ上的极小值点是方程 (1.1)的非平凡解.因此,若存在 uλ ∈ Nλ

使得 cλ 可达到, 则称 uλ 为方程 (1.1) 的极小能量解, 其能量 cλ 称为极小能量.

本文还会考虑如下的双调和方程极小能量解的存在性:∆2u− δu = |u|p−2u, x ∈ Ω,

∆u = u = 0, x ∈ ∂Ω,
(1.5)

其中 Ω = intV −1(0). 该方程可视为方程 (1.1) 的极限方程.

注 1.3 一般来讲, 由于缺少双调和方程的最大值原理, 方程 (1.1) 和 (1.5) 的极小能量解可能是

变号的. 因此, 本文仅考虑非平凡的极小能量解.

类似于方程 (1.1) 的极小能量 cλ 和极小能量解 uλ 的定义, 我们同样可以给出极限方程 (1.5) 的

极小能量 c(Ω) 和极小能量解 u 的定义.

本文主要结果叙述如下:

定理 1.1 在条件 (V1)–(V3) 下, 若 N > 5, 则 2 < p < 2∗∗ := 2N
N−4 , 若 N > 8, 则 p = 2∗∗. 当

λ > 0 充分大时, (1.1) 存在一个极小能量解 uλ(x). 当 λ → ∞ 时, uλ 在 H2(RN ) 中收敛到 (1.5) 的极

小能量解 u(x).

定理 1.1 的证明过程简述如下: 对充分大的 λ > 0, 任取 cλ 的极小化序列, 用 Ekeland 变分原理

得到 (PS)cλ ((Palais-Smale)cλ)序列, 再用集中紧性原理和 Brézis-Lieb引理等变分技巧得到 (PS)cλ 序

列的紧性, 进而得到 (1.1) 的极小能量解的存在性, 最后通过 cλ 和 c(Ω) 的关系得到 (1.1) 的极小能量

解的集中性. 在这个证明的过程中, 我们多次用到了 “在 Xλ 中可定义等价范数 ∥ · ∥λ” 和 “连续嵌入

Xλ ↪→ Lp(RN ) 关于 λ 一致” 等性质. 为了得到这些性质, 我们对 ∆2 + λV (x) − δ 的谱进行了细致的

分析.

本文结构如下: 第 2节给出一些预备知识;第 3节证明极限方程 (1.5)的极小能量解的存在性;第 4

节证明当 λ > 0 充分大时 (1.1) 的极小能量解的存在性; 第 5 节证明当 λ→ ∞ 时 (1.1) 的极小能量解

的渐近性并完成定理 1.1 的证明.
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2 预备知识

首先证明: 当 λ > 0充分大时, Xλ 可以一致嵌入 H2(RN ). 然后给出定义在 Xλ 中 ∆2+λV (x)− δ
的谱的性质. 最后证明: 当 λ > 0 充分大时, ∥ · ∥λ,0 和 ∥ · ∥λ 是定义在 Xλ 中的等价范数.

引理 2.1 假设 (V1)–(V3) 成立, 则存在 Λ0 > 0 和不依赖于 λ 的常数 C > 0 使得对任意的

λ > Λ0 和任意的 u ∈ Xλ, 有

∥u∥H2(RN ) 6 C∥u∥λ,0. (2.1)

证明 记 M0 = 1
2V∞, 由 (1.4) 知,

V (x) >M0, ∀x ∈ RN \BR(0); supp V −
λ (x) ⊂ BR(0), ∀λ > δ

M0
, (2.2)

其中 suppV −
λ (x) 表示 V −

λ (x) := max{−V (x), 0} 的支撑集.

当 λ > M0+δ
M0

时, 对任意的 u ∈ Xλ, 由 (2.2) 得∫
RN\BR(0)

u2dx 6 1

M0

∫
RN\BR(0)

[λV (x)− δ]u2dx 6 1

M0

∫
RN

V +
λ (x)u2dx

6 1

M0

∫
RN

[|∆u|2 + V +
λ (x)u2]dx. (2.3)

由 Hölder 不等式和 Sobolev 不等式得∫
BR(0)

u2dx 6
(∫

BR(0)

|u|
2N

N−4 dx

)N−4
N

|BR(0)|
4
N

6 C1|BR(0)|
4
N

∫
RN

|∆u|2dx

6 C1|BR(0)|
4
N

∫
RN

[|∆u|2 + V +
λ (x)u2]dx. (2.4)

结合 (2.3) 和 (2.4), 有∫
RN

(|∆u|2 + u2)dx 6
[
M0 + 1

M0
+ C1|BR(0)|

4
N

] ∫
RN

[|∆u|2 + V +
λ (x)u2]dx.

因此, 取 Λ0 = M0+δ
M0

, C =
√

M0+1
M0

+ C1|BR(0)|
4
N , 我们有 (2.1) 成立.

记 L0 = ∆2 − δ, Lλ = ∆2 + Vλ(x), σess(Lλ) 为定义在 Xλ 中 Lλ 的本性谱. 下述引理给出了 Lλ 本

性谱的范围.

引理 2.2 在条件 (V1)–(V3) 下, 对任意的 λ > Λ0, 都有

σess(Lλ) ⊂ [λM0 − δ,∞).

进一步, 当 λ→ ∞ 时, inf σess(Lλ) → ∞.

证明 与文献 [22, 命题 2.3] 的证明类似, 我们要求 λ > Λ0. 为方便读者, 我们给出详细的证明

过程.

记Wλ(x) = Vλ(x)−λM0+δ = λ(V (x)−M0),Wλ,1(x) = max{Wλ(x), 0}, Wλ,2(x) = min{Wλ(x), 0}.
由 Wλ,1(x) > 0 得

σ(∆2 +Wλ,1(x) + λM0 − δ) ⊂ [λM0 − δ,∞). (2.5)
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接下来将要证明

Wλ,2(x) 是 Lλ 紧摄动的一个相对形式.

事实上,若记 Hλ = ∆2 +Wλ,1(x)+λM0 − δ,则 Lλ = Hλ +Wλ,2(x). 由于 Wλ,2(x)有界,因此, Hλ

和 Lλ 的相对区域相同, 均为 Xλ. 因此, 需要证明

Xλ 7→ X∗
λ : u 7→Wλ,2(x) · u 是紧的.

任取有界的序列 {un}n>1 ⊂ Xλ, 由引理 2.1 可知, {un}n>1 在 H2(RN ) 中有界. 不妨设, 存在

u ∈ H2(RN ), 在子列意义下, 当 n→ ∞ 时,
un ⇀ u, 于 H2(RN ),

un → u, 于 L2
loc(RN ),

un → u, a.e. 于 RN .

(2.6)

由 (2.2) 得 supp Wλ,2(x) ⊂ BR(0). 因此, Hölder 不等式、Sobolev 不等式和引理 2.1 推得, 对任意的

λ > Λ0, v ∈ Xλ, 有∣∣∣∣ ∫
RN

Wλ,2(x)(un − u)vdx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫
BR(0)

Wλ,2(x)(un − u)vdx

∣∣∣∣
6 λM0

∫
BR(0)

|(un − u)v|dx

6 λM0

[ ∫
BR(0)

(un − u)2dx

] 1
2
(∫

BR(0)

v2dx

) 1
2

6 λM0

[ ∫
BR(0)

(un − u)2dx

] 1
2

∥v∥H2(RN )

6 Cλ

[ ∫
BR(0)

(un − u)2dx

] 1
2

∥v∥λ,0. (2.7)

由 (2.6) 和 (2.7), 当 n→ ∞ 时,

∥Wλ,2(x)un −Wλ,2(x)u∥X∗
λ
6 Cλ

[ ∫
BR(0)

(un − u)2dx

] 1
2

→ 0.

因此, Wλ,2(x) 是 Lλ 紧摄动的一个相对形式.

另一方面,由经典的Weyl定理 (参见文献 [23,第 117页例 3])知, σess(Lλ) = σess(Hλ). 因此, (2.5)

推得

σess(Lλ) ⊂ [λM0 − δ,∞), ∀λ > Λ0.

进而, 当 λ→ ∞ 时, inf σess(Lλ) → ∞.

定义

µ(Lλ) = inf

{∫
RN

[|∆u|2 + Vλ(x)u
2]dx : u ∈ Xλ,

∫
RN

u2dx = 1

}
,
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µ(L0) = inf

{∫
Ω

(|∆u|2 − δu2)dx : u ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω),

∫
Ω

u2dx = 1

}
,

则 µ(L0) 为 L0 的第一特征值, 满足 µ(L0) = µ0 − δ > µ(Lλ). 由文献 [23, 引理 2.2 和定理 XXX.1] 推

出, 当 λ > 0 充分大时, µ(Lλ) 是 Lλ 的第一特征值.

下述引理给出了 µ(Lλ) 与 µ(L0) 的关系.

引理 2.3 当 λ → ∞ 时, µ(Lλ) → µ(L0). 特别地, 存在 Λ1 > Λ0, 使得对任意的 λ > Λ1, 有

µ(Lλ) >
µ(L0)

2 .

证明 令 ψn ∈ Xλn 为定义在 Xλn 中与特征值 µ(Lλn) 相关的 Lλn 的特征函数. 不妨设, 当

n→ ∞ 时, λn → ∞ 且有∫
RN

ψ2
ndx = 1,

∫
RN

[|∆ψn|2 + Vλn(x)ψ
2
n]dx = µ(Lλn). (2.8)

由假设, 有

∥ψn∥2λn,0 =

∫
RN

[|∆ψn|2 + Vλn(x)ψ
2
n]dx+

∫
RN

V −
λn

(x)ψ2
ndx

= µ(Lλn) +

∫
RN

V −
λn

(x)ψ2
ndx 6 µ(L0) + δ.

由引理 2.1 知, {ψn} 在 H2(RN ) 中有界. 在子列意义下, 不妨设, 存在 ψ ∈ H2(RN ), 当 λn → ∞ 时,
ψn ⇀ ψ, 于 H2(RN ),

ψn → ψ, 于 L2
loc(RN ),

ψn → ψ, a.e. 于 RN .

(2.9)

首先证明 ψ ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), 即证

ψ(x) = 0 a.e. 于 RN \ Ω.

对任意的整数 m > 1, 记

Cm :=

{
x ∈ RN : V (x) >

1

m

}
.

固定 m, 令 λn → ∞, 由 (2.8) 得∫
Cm

ψ2dx 6 m

λn

∫
RN

λnV (x)ψ2
ndx

6 m

λn

∫
RN

[|∆ψn|2 + λnV (x)ψ2
n]dx

6 m

λn
(µ(Lλn) + δ) 6 m

λn
(µ(L0) + δ) → 0,

推得 ψ(x) = 0 a.e. x ∈ Cm. 注意到
∪∞

m=1 Cm = RN \ Ω, 则 ψ(x) = 0 a.e. x ∈ RN \ Ω.
然后证明

∫
Ω
ψ2dx = 1.

实际上, 由 (2.2) 和 (2.8) 得, 当 λn → ∞ 时,∫
RN\BR(0)

ψ2
ndx 6 1

M0λn

∫
RN\BR(0)

λnV (x)ψ2
ndx
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M0λn
(µ(L0) + δ) → 0,

即

lim
n→∞

∫
RN\BR(0)

ψ2
ndx = 0. (2.10)

因此, 由 (2.8)–(2.10) 得 ∫
Ω

ψ2dx = lim
n→∞

∫
BR(0)

ψ2
ndx

= lim
n→∞

∫
RN

ψ2
ndx− lim

n→∞

∫
RN\BR(0)

ψ2
ndx = 1.

从而, 当 n→ ∞ 时, ψn → ψ 于L2(RN ).

最后证明当 n→ ∞ 时, µ(Lλn) → µ(L0).

实际上, 由 (2.8) 得

µ(L0) 6
∫
Ω

(|∆ψ|2 − δψ2)dx

6 lim
n→∞

∫
RN

[|∆ψn|2 + (λnV (x)− δ)ψ2
n]dx

= lim
n→∞

µ(Lλn) 6 µ(L0),

即当 n→ ∞ 时, µ(Lλn) → µ(L0).

由于 µ(Lλ) 关于 λ 单调增, 从而, 当 λ → ∞ 时, µ(Lλ) → µ(L0). 因此, 由极限的保号性, 存在

Λ1 > Λ0, 对任意的 λ > Λ1, 有 µ(Lλ) >
1
2µ(L0) > 0.

下述引理将会证明, 当 λ > 0 充分大时, ∥ · ∥λ,0 与 ∥ · ∥λ 在 Xλ 上等价.

引理 2.4 对任意 λ > Λ1, 存在不依赖于 λ 的常数 C1 > 0 和 C2 > 0, 使得对任意的 u ∈ Xλ, 有

C1∥u∥λ,0 6 ∥u∥λ 6 C2∥u∥λ,0. (2.11)

证明 对于 λ > Λ1 以及任意的 u ∈ Xλ, 有∫
RN

[|∆u|2 + Vλ(x)u
2]dx > µ(Lλ)

∫
RN

u2dx > µ(L0)

2

∫
RN

u2dx.

因此, ∫
RN

[|∆u|2 + V +
λ (x)u2]dx =

∫
RN

[|∆u|2 + Vλ(x)u
2]dx+

∫
RN

V −
λ (x)u2dx

6
∫
RN

[|∆u|2 + Vλ(x)u
2]dx+ δ

∫
RN

u2dx

6 µ(L0) + 2δ

µ(L0)

∫
RN

[|∆u|2 + Vλ(x)u
2]dx.

易知 ∫
RN

[|∆u|2 + Vλ(x)u
2]dx 6

∫
RN

[|∆u|2 + V +
λ (x)u2]dx.

所以, 取 C1 =
√

µ(L0)
µ(L0)+2δ , C2 = 1, 上式推出 (2.11) 成立.
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注 2.1 接下来, 除了特别说明, Xλ 表示 (X, ∥ · ∥λ). 由上述引理, 还能得到, 当 λ > Λ1 时, Xλ

可一致连续嵌入 H2(RN ). 从而, Xλ 可一致连续嵌入 Lp(RN ), 其中 2 6 p 6 2∗∗. Xλ 还可以一致紧嵌

入 Lp
loc(RN ), 其中 2 < p < 2∗∗. 这些嵌入的控制常数均不依赖于 λ.

3 极限方程极小能量解的存在性

本节考虑下述双调和方程极小能量解的存在性：∆2u− δu = |u|p−2u, x ∈ Ω,

u = 0, ∆u = 0, x ∈ ∂Ω.
(3.1)

其泛函 JΩ 可定义为, 对任意的 u ∈ H(Ω) := H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), 有

JΩ(u) =
1

2

∫
Ω

(|∆u|2 − δu2)dx− 1

p

∫
Ω

|u|pdx.

相应的 Nehari 流形 NΩ 定义为

NΩ := {u ∈ H(Ω) \ {0} : ⟨J ′
Ω(u), u⟩ = 0}.

极小能量 c(Ω) 定义为

c(Ω) = inf
NΩ

JΩ(u).

若 c(Ω) 的达到函数 u ∈ NΩ, 则称 u 是 (3.1) 的极小能量解. 设 {un} ⊂ H(Ω), 当 n → ∞ 时,

JΩ(un) → c, J ′
Ω(un) → 0 于 H∗(Ω), 其中 H∗(Ω) 为 H(Ω) 的对偶空间, 则称 {un} 是 JΩ 的一个 (PS)c

序列. 如果任意的 (PS)c 序列 {un} 在 H(Ω) 中都存在收敛的子列, 则称 JΩ 满足 (PS)c 条件.

由文献 [21, 定理 2.31] 知, 我们可以在 H(Ω) 上定义新的范数

∥u∥ =

(∫
Ω

|∆u|2dx
) 1

2

, ∀u ∈ H(Ω),

且该范数与 H2(Ω) 上的标准范数等价.

首先考虑次临界指标下 (3.1) 的极小能量解的存在性. 我们有如下的引理.

引理 3.1 若 N > 5, 2 < p < 2∗∗, 0 < δ < µ0, 则 c(Ω) 可达到且达到函数 u 是双调和方程 (3.1)

的极小能量解.

证明 该引理的证明过程是标准的, 为方便读者, 我们仅给出证明的思路.

事实上, 由 c(Ω) 的定义和 Ekeland 变分原理, 存在 {un} ⊂ H(Ω) 使得, 当 n→ ∞ 时,

JΩ(un) → c(Ω) 且 J ′
Ω(un) → 0 于 H∗(Ω).

因此, 由 Rellich 嵌入定理知, JΩ(un) 满足 (PS)c(Ω) 条件, 即存在子列 {un} ⊂ H(Ω) 和 u ∈ NΩ 使得

un → u 于 H(Ω), 并且 u 满足 JΩ(u) = c(Ω), J ′
Ω(u) = 0.

接下来考虑临界指标下 (3.1) 的极小能量解的存在性. 令

S = inf

{∫
RN

|∆u|2dx : u ∈ D2,2(RN ), ∥u∥L2∗∗ (RN ) = 1

}
,
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其中 D2,2(RN ) = {u ∈ L2∗∗(RN ) :
∫
RN |∆u|2dx <∞}.

首先通过下述引理给出 c(Ω) 的上界.

引理 3.2 假定 N > 8, p = 2∗∗, 0 < δ < µ0, 则 c(Ω) < 2
N S

N
4 .

证明 由文献 [24–26] 知, 在平移伸缩的意义下, S 的达到函数具有如下的形式:

Uε = c

(
ε

ε2 + |x|2

)N−4
2

,

其中 ε > 0, 常数 c 仅依赖维数 N . 不妨设 0 ∈ Ω, η 是一个光滑的截断函数, 满足

η(x) = 1, ∀x ∈ Br(0); supp η(x) ⊂ Ω.

令 uϵ(x) = η(x)Uϵ(x) ∈ H(Ω). 直接计算得∫
Ω

|∆uϵ|2dx =

∫
Br(0)

|∆Uϵ|2dx+

∫
RN\Br(0)

|∆uϵ|2dx = S
N
4 +O(ϵN−4),∫

Ω

|uϵ|2
∗∗
dx =

∫
Br(0)

|Uϵ|2
∗∗
dx+

∫
RN\Br(0)

|uϵ|2
∗∗
dx = S

N
4 +O(ϵN ),∫

Ω

|uϵ|2dx =

∫
Bϵ(0)

|Uϵ|2dx+

∫
Br(0)\Bϵ(0)

|Uϵ|2dx+

∫
Ω\Br(0)

|uϵ|2dx

> c2
∫
Bϵ(0)

(
ϵ

ϵ2 + ϵ2

)N−4

dx+ c2
∫
Br(0)\Bϵ(0)

(
ϵ

|x|2 + |x|2

)N−4

+ c2ϵN−4

∫
Ω\Br(0)

η2
1

(ϵ2 + |x|2)N−4
dx

>

dϵ4| ln ϵ|+O(ϵ4), 若 N = 8,

dϵ4 +O(ϵN−4), 若 N > 9.

取 tϵ > 0 使得 tϵuϵ ∈ NΩ, 即

t2ϵ

[ ∫
Ω

(|∆uϵ|2 − δu2ϵ)dx

]
= t2

∗∗

ϵ

∫
Ω

|uϵ|2
∗∗
dx,

则由上式推出

tϵ =

[∫
Ω
(|∆uϵ|2 − δu2ϵ)dx∫

Ω
|uϵ|2∗∗dx

] 1
2∗∗−2

.

因此, 对 ϵ > 0 充分小, 有

c(Ω) 6 JΩ(tϵuϵ)

=

(
1

2
− 1

2∗∗

)
t2ϵ

∫
Ω

(|∆uϵ|2 − δu2ϵ)dx

=
2

N

[
∫
Ω
(|∆uϵ|2 − δu2ϵ)dx]

N
4

(
∫
Ω
|uϵ|2∗∗dx)

N−4
4

<
2

N
S

N
4 .

证毕.
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然后, 采用 Brézis 和 Nirenberg [27] 给出的方法, 我们将会证明, 当 c(Ω) < 2
N S

N
4 时, JΩ 满足

(PS)c(Ω) 条件. 我们有下述引理.

引理 3.3 若 N > 8, p = 2∗∗, 0 < δ < µ0, 则 c(Ω) 可达到且达到函数 u ∈ NΩ 是 (3.1) 的极小能

量解.

证明 由 Ekeland 变分原理知, 存在 (PS)c(Ω) 序列 {un}, 即当 n → ∞ 时, JΩ(un) → c(Ω),

J ′
Ω(un) → 0 于 H∗(Ω). 由于 0 < δ < µ0, 则当 n 充分大时,

c(Ω) + o(1) + o(1)∥un∥ > JΩ(un)−
1

2∗∗
⟨J ′

Ω(un), un⟩

=
2

N

∫
Ω

(|∆u|2 − δu2)dx

> 2(µ0 − δ)

Nµ0
∥un∥2,

推出 {un} 在 H(Ω) 中有界. 因此, 在子列意义下, 当 n→ ∞ 时,
un ⇀ u, 于 H(Ω),

un ⇀ u, 于 L2∗∗(Ω),

un → u, 于 L2(Ω).

令 vn = un − u, 则由 Brézis-Lieb 引理 [28] 知, 当 n→ ∞ 时,∫
Ω

|∆un|2dx =

∫
Ω

|∆u|2dx+

∫
Ω

|∆vn|2dx+ o(1),∫
Ω

|un|2
∗∗
dx =

∫
Ω

|u|2
∗∗
dx+

∫
Ω

|vn|2
∗∗
dx+ o(1),

从而,

JΩ(un) = JΩ(u) +
1

2

∫
Ω

|∆vn|2dx− 1

2∗∗

∫
Ω

|vn|2
∗∗
dx+ o(1),

⟨J ′
Ω(un), un⟩ = ⟨J ′

Ω(u), u⟩+
∫
Ω

|∆vn|2dx−
∫
Ω

|vn|2
∗∗
dx+ o(1).

不难看出 J ′
Ω(u) = 0, JΩ(u) > 0. 现在, 不妨假设

b = lim
n→∞

∫
Ω

|∆vn|2dx = lim
n→∞

∫
Ω

|vn|2
∗∗
dx > 0.

一方面,

b = lim
n→∞

∫
Ω

|vn|2
∗∗
dx = lim

n→∞

∫
Ω

|∆vn|2dx > S lim
n→∞

(∫
Ω

|vn|2
∗∗
dx

) 2
2∗∗

= Sb
2

2∗∗ ,

推出 b > S
N
4 . 另一方面,

2

N
S

N
4 > c(Ω) > 1

2
lim
n→∞

∫
Ω

|∆vn|2dx− 1

2∗∗
lim
n→∞

∫
Ω

|vn|2
∗∗
dx =

2

N
b,

推出 b < S
N
4 . 因此, b = 0, 即当 n→ ∞ 时, un → u 于 H(Ω). 所以, u 是 c(Ω) 的达到函数.

30



中国科学 : 数学 第 49 卷 第 1 期

4 带深井位势的双调和方程

本节研究次临界和临界情形下双调和方程 (1.1) 的极小能量解的存在性. 先讨论 (PS)c 序列的性

质, 然后分别证明次临界和临界情形下极小能量解的存在性.

4.1 (PS)ccc 序列的性质

若 {un} ⊂ Xλ 使得当 n→ ∞ 时,

Jλ(un) → c, J ′
λ(un) → 0于X∗

λ,

其中 X∗
λ 是 Xλ 的对偶空间, 则称 {un} 为泛函 Jλ 的 (PS)c 序列. 若对任意的 (PS)c 序列在 Xλ 中都

存在收敛的子列, 则称 Jλ 满足 (PS)c 条件.

下述引理给出 (PS)c 序列的有界性.

引理 4.1 假设 N > 5, 2 < p 6 2∗∗. 当 λ > Λ1 时, 如果 {un} 是 Jλ 的 (PS)c 序列, 则有

lim
n→∞

∥un∥2λ =
2pc

p− 2
. (4.1)

证明 由于 {un} 是 (PS)c 序列, 则对任意的 λ > Λ1, 有

c+ o(1) + o(1)∥un∥λ = Jλ(un)−
1

p
⟨J ′

λ(un), un⟩

=

(
1

2
− 1

p

)∫
RN

[|∆un|2 + Vλ(x)u
2
n]dx

=
p− 2

2p
∥un∥2λ,

推出 (4.1).

引理 4.2 在引理 4.1 的假设条件下, 当 λ > Λ1 时, 若 {un} 是 Jλ 的 (PS)c 序列, 则下述结论中

有且仅有一个成立:

(i) lim infn→∞
∫
RN |un|pdx = 0;

(ii) 存在不依赖于 λ 的 σ > 0 使得

lim inf
n→∞

∫
RN

|un|pdx > σ.

证明 由于 {un} 是 Jλ 的 (PS)c 序列, 则对任意的 λ > Λ1, 由 Sobolev 不等式得∫
RN

|un|pdx+ o(1) =

∫
RN

[|∆un|2 + Vλ(x)u
2
n]dx > Λ

(∫
RN

|un|pdx
)
,
2
p

其中 Λ>0不依赖于 λ. 因此,若 lim infn→∞
∫
RN |un|pdx ̸=0,则 lim infn→∞

∫
RN |un|pdx>σ :=Λ

p
p−2 .

引理 4.3 假设 N > 5, 2 < p < 2∗∗, 则对任意的 ϵ > 0, 存在 Λϵ > Λ1 使得

lim sup
n→∞

∫
Bc

R

|un|pdx 6 ϵ,

其中 {un} 是 Jλ 的 (PS)c 序列, λ > Λϵ, c 6 c(Ω), Bc
R={x ∈ RN : |x|>R}. 特别地, 存在 Λ2>Λ1 使得

lim sup
n→∞

∫
Bc

R

|un|pdx 6 σ

2
.
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证明 对任意的 λ > Λ1, (2.2)、引理 2.1、2.4 和 4.1 推得, 当 λ→ ∞ 时,∫
Bc

R

u2ndx 6 1

λM0

∫
Bc

R

[Vλ(x) + δ]u2ndx

6 1

λM0

∫
RN

[|∆un|2 + V +
λ (x)u2n + δu2n]dx

6 C

λM0

∫
RN

[|∆un|2 + Vλ(x)u
2
n]dx

6 1

λM0

[
2pc

p− 2
+ o(1)

]
6 1

λM0

[
2pc(Ω)

p− 2
+ o(1)

]
→ 0.

由 Hölder 不等式和 Sobolev 不等式知, 当 λ→ ∞ 时,∫
Bc

R

|un|pdx 6 C

(∫
Bc

R

|un|2
∗∗
dx

) (N−4)pθ
2N

(∫
Bc

R

|un|2dx
) p(1−θ)

2

6 C∥un∥pθλ

(∫
Bc

R

|un|2dx
) p(1−θ)

2

→ 0,

其中 θ = (p−2)N
4p . 所以, 存在 Λϵ > Λ1 使得 lim supn→∞

∫
Bc

R
upndx < ϵ.

为了比较 cλ 与 c(Ω), 我们有如下的引理.

引理 4.4 对任意的 λ > Λ1, 2 < p 6 2∗∗, 有 0 < τ 6 cλ 6 c(Ω).

证明 对任意的 λ > Λ1, u ∈ Nλ, 由 Sobolev 不等式得∫
RN

|u|pdx =

∫
RN

[|∆u|2 + Vλ(x)u
2]dx > Λ

(∫
RN

|u|pdx
) 2

p

,

其中 Λ > 0 不依赖于 λ. 由上式推得
∫
RN |u|pdx > Λ

p
p−2 . 由于

Jλ(u) = Jλ(u)−
1

2
⟨J ′

λ(u), u⟩ =
p− 2

2p

∫
RN

|u|pdx > τ :=
p− 2

2p
Λ

p
p−2 > 0,

则 cλ > τ > 0. 又 NΩ ⊂ Nλ, 从而 cλ 6 c(Ω). 所以, 0 < τ 6 cλ 6 c(Ω).

4.2 次临界情形下极小能量解的存在性

现在证明次临界情形下 (1.1) 的极小能量解的存在性.

命题 4.1 假定 N > 5, 2 < p < 2∗∗, 条件 (V1)–(V3) 成立, 则对任意的 λ > Λ2, cλ := infNλ
Jλ(u)

可达到且达到函数为 (1.1) 的极小能量解.

证明 对任意的 λ > Λ2, 2 < p < 2∗∗, 由 cλ 的定义和 Ekeland 变分原理知, 存在 Jλ 的 (PS)cλ 序

列 {un} ⊂ Xλ. 由引理 4.1 得, {un} 在 Xλ 中有界. 不妨设, 在子列意义下, 当 n→ ∞ 时,

un ⇀ u, 于 Xλ,

un ⇀ u, 于 Lp(RN ),

un → u, 于 Lp
loc(RN ),

un → u, a.e. 于 RN .
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由此不难得到 J ′
λ(u) = 0 和 Jλ(u) > 0. 令 vn = un − u, 则由 Brézis-Lieb 引理知, 当 n→ ∞ 时,

∥un∥2λ = ∥u∥2λ + ∥vn∥2λ + o(1), ∥un∥pLp(RN )
= ∥u∥p

Lp(RN )
+ ∥vn∥pLp(RN )

+ o(1).

从而, 当 n→ ∞ 时,

Jλ(un) = Jλ(u) + Jλ(vn) + o(1), ⟨J ′
λ(un), un⟩ = ⟨J ′

λ(u), u⟩+ ⟨J ′
λ(vn), vn⟩+ o(1).

由文献 [29, 引理 8.1 和 8.2] 可以推出, vn 是 Jλ 的 (PS)d 序列, 其中 d = cλ − Jλ(u). 不妨令

b = lim
n→∞

∥vn∥pLp(RN )
.

若 b = 0,则当 n→ +∞时, vn → 0于 Xλ, 推出当 n→ +∞时, un → u于 Xλ. 若 b > 0, 则由引理 4.2

得 b > σ. 然而, 由引理 4.3 推得

b = lim
n→∞

∥vn∥pLp(RN )
= lim

n→∞

∫
Bc

R

|vn|pdx 6 σ

2
.

所以, 当 n → ∞ 时, un → u 于 Xλ. 又由引理 4.4, Jλ(u) = cλ > τ > 0, 推出 u ∈ Nλ. 所以, 当 λ > Λ2

时, cλ 可达到且达到函数 u ∈ Nλ 为 (1.1) 的极小能量解.

4.3 临界情形下极小能量解的存在性

我们证明临界情形下 (1.1) 的极小能量解的存在性.

命题 4.2 假定 N > 8, p = 2∗∗, 条件 (V1)–(V3) 成立, 则对任意的 λ > Λ2, cλ := infNλ
Jλ(u) 可

达到且达到函数为 (1.1) 的极小能量解.

证明 由 cλ 的定义和 Ekeland 变分原理, 存在 Jλ 的 (PS)cλ 序列 {un} ⊂ Xλ. 由引理 4.1 得,

{un} 在 Xλ 中有界. 在子列意义下, 不妨设
un ⇀ u, 于 H2(RN ),

un ⇀ u, 于 L2∗∗(RN ),

un → u, a.e. 于 RN .

由此不难得到 J ′
λ(u) = 0 和 Jλ(u) > 0. 令 vn = un − u, 则由 Brézis-Lieb 引理知, 当 n→ ∞ 时,

∥un∥2λ = ∥u∥2λ + ∥vn∥2λ + o(1),

∥un∥2
∗∗

L2∗∗ (RN ) = ∥u∥2
∗∗

L2∗∗ (RN ) + ∥vn∥2
∗∗

L2∗∗ (RN ) + o(1).

从而, 当 n→ ∞ 时,

Jλ(un) = Jλ(u) + Jλ(vn) + o(1), ⟨J ′
λ(un), un⟩ = ⟨J ′

λ(u), u⟩+ ⟨J ′
λ(vn), vn⟩+ o(1).

由文献 [29, 引理 8.1 和 8.2] 知, vn 是 Jλ 的 (PS)d 序列, 其中 d = cλ − Jλ(u). 不妨假设

b := lim
n→∞

∥vn∥2λ > 0,
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则 b = limn→∞ ∥vn∥2
∗∗

L2∗∗ (RN )
> 0. 一方面,

b = lim
n→∞

∫
RN

|vn|2
∗∗
dx

= lim
n→∞

∫
RN

[|∆vn|2 + V +
λ (x)v2n]dx

> lim
n→∞

∫
RN

|∆vn|2dx

> S lim
n→∞

(∫
RN

|vn|2
∗∗
dx

) 2
2∗∗

= Sb
2

2∗∗ ,

推出 b > S
N
4 . 另一方面, 由引理 3.2 得

2

N
S

N
4 > cλ > d := lim

n→∞
Jλ(vn) =

2

N
b,

推出 b < S
N
4 . 所以, b = 0, 即当 n → ∞ 时, un → u 于 Xλ. 又由引理 4.4, Jλ(u) = cλ > τ > 0, 推出

u ∈ Nλ. 所以, 当 λ > Λ2 时, cλ 可达到且达到函数 u ∈ Nλ 为 (1.1) 的极小能量解.

5 极小能量解的渐近性

我们将分别讨论次临界和临界情形下 (1.1) 的极小能量解 uλ 的渐近性.

首先证明当 λ→ ∞ 时, cλ → c(Ω). 我们有如下的命题.

命题 5.1 假定 N > 5, 2 < p < 2∗∗, 条件 (V1)–(V3) 成立, 则 limλ→∞ cλ = c(Ω).

证明 首先证明当 λ→ ∞ 时, cλ 的极限存在.

一方面, cλ 关于 λ 严格增. 事实上, 假设 λ > µ, 并记 cλ 的达到函数为 u, 即 Jλ(u) = cλ, u ∈ Nλ.

由于 ∫
RN

[|∇u|+ Vµ(x)u
2]dx <

∫
RN

[|∇u|+ Vλ(x)u
2]dx =

∫
RN

|u|pdx,

则存在 0 < t < 1 使得 tu ∈ Nµ. 从而,

cµ 6 Jµ(tu) =

(
1

2
− 1

p

)
tp
∫
RN

|u|pdx = tpJλ(u) < cλ.

另一方面, 由引理 4.4 知, cλ 6 c(Ω). 因此, 当 λ→ ∞ 时, cλ 的极限存在.

然后证明 limλ→∞ cλ = c(Ω).

不妨设 k := limλ→∞ cλ 6 c(Ω), 则当 n → ∞ 时, λn → ∞, 有 cλn → k 6 c(Ω). 设 un 为 cλn 的达

到函数, 则 {∥un∥λn} 有界. 由引理 2.1 和 2.4 可推出 {un} 在 H2(RN ) 中有界. 不妨设, 在子列意义

下, 当 n→ ∞ 时, 

un ⇀ u, 于 H2(RN ),

un → u, 于 Lp
loc(RN ),

un ⇀ u, 于 Lp(RN ),

un → u, a.e. 于 RN .
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首先证明 u |Ωc = 0, 其中 Ωc 为 Ω 在 RN 中的余集.

倘若不然, u |Ωc ̸= 0, 则存在紧集 F ⊂ Ωc 且 dist{F, ∂Ω} > 0, 使得 u |F ̸= 0 且当 n → ∞ 时,∫
F
u2ndx→

∫
F
u2dx > 0. 由条件 (V2), 存在 ϵ0 > 0 使得对任意的 x ∈ F , 有 V (x) > ϵ0. 由于∫

RN

[|∆un|2 + Vλn(x)u
2
n]dx =

∫
RN

|un|pdx,

则当 n→ ∞ 时,

cλn = Jλn(un) =
1

2

∫
RN

[|∆un|2 + Vλn(x)u
2
n]dx− 1

p

∫
RN

|un|pdx

=
p− 2

2p

∫
RN

[|∆un|2 + Vλn(x)u
2
n]dx

> p− 2

2p

[ ∫
RN

λnV (x)u2ndx− δ∥un∥2H2(RN )

]
> p− 2

2p

(∫
F

λnϵ0u
2
ndx− δ∥un∥2H2(RN )

)
→ ∞.

此矛盾说明 u |Ωc = 0. 所以, u ∈ H(Ω).

接着证明当 n→ ∞ 时, un 在 Lp(RN ) 中强收敛到 u, 即 limn→∞
∫
RN |un − u|pdx = 0.

如若不然, 由 Lions 集中紧性引理 [30] 知, 存在 δ > 0, ρ > 0, xn ∈ RN , |xn| → ∞, 使得

lim sup
n→∞

∫
Bρ(xn)

|un − u|2dx > δ > 0.

由于 {un} 是 cλn 的达到函数, u |Ωc = 0, 则当 n→ ∞ 时,

Jλn(un) >
p− 2

2p

[ ∫
Bρ(xn)∩Bc

R(0)

λnV (x)u2ndx− δ∥un∥2H2(RN )

]
> p− 2

2p

[ ∫
Bρ(xn)∩Bc

R(0)

λnV (x)|un − u|2dx− δ∥un∥2H2(RN )

]
> p− 2

2p

(
λnM0

∫
Bρ(xn)

|un − u|2dx− δ∥un∥2H2(RN )

)
→ ∞.

此矛盾推出当 n→ ∞ 时, un → u 于 Lp(RN ).

最后证明当 n → ∞ 时, cλn → c(Ω), 且在 H2(RN ) 中 cλn 的达到函数 un 强收敛到 c(Ω) 的达到

函数 u.

由于 J ′
λn

(un) = 0, 则对任意的 ψ ∈ H(Ω), 有∫
RN

[∆un∆ψ + Vλn(x)unψ]dx =

∫
RN

|un|p−2unψdx.

令 n→ ∞, 则 ∫
Ω

(∆u∆ψ − δuψ)dx =

∫
Ω

|u|p−2uψdx,

推出 J ′
Ω(u) = 0. 注意到, 当 n→ ∞ 时,

Jλn(un) = Jλn(un)−
1

2
⟨J ′

λn
, un⟩ =

p− 2

2p

∫
RN

|un|pdx =
p− 2

2p

∫
Ω

|u|pdx+ o(1),
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则由引理 4.4 得 k = p−2
2p

∫
RN |u|pdx > σ > 0, 推出 u ̸= 0. 进而, u ∈ NΩ 且

JΩ(u) =
p− 2

2p

∫
RN

|u|pdx = k > c(Ω).

因此, 当 n→ ∞ 时, ∥un − u∥2λn
→ 0. 引理 2.1 和 2.4 推出当 n→ ∞ 时, un → u 于 H2(RN ).

命题 5.2 假设 N > 8, p = 2∗∗, 条件 (V1)–(V3) 成立, 则 limλ→∞ cλ = c(Ω).

证明 由于 cλ 关于 λ单调增且 cλ 6 c(Ω),不妨设 k = limλn→∞ cλn 6 c(Ω). 不妨记 un ∈ Xλn 为

cλn 的达到函数. 正如引理 4.1.1 的证明, un 在 Xλn 中有界, 即 ∥un∥λn 有界. 引理 2.1 和 2.4 推出 un

在 H2(RN ) 中有界. 因此, 在子列意义下, 不妨设, 当 n→ ∞ 时,

un ⇀ u, 于 H2(RN ),

un ⇀ u, 于 L2∗∗(RN ),

un → u, 于 L2
loc(RN ),

un → u, a.e. 于 RN .

类似于命题 5.1 的证明, u |Ωc = 0. 因此, 不难推出 J ′
Ω(u) = 0 和 JΩ(u) > 0.

记 vn = un − u, 则由 Brézis-Lieb 引理, 当 n→ ∞ 时,∫
RN

|∆un|2dx =

∫
Ω

|∆u|2dx+

∫
RN

|∆vn|2dx+ o(1),∫
RN

|un|2
∗∗
dx =

∫
Ω

|u|2
∗∗
dx+

∫
RN

|vn|2
∗∗
dx+ o(1),∫

RN

Vλn(x)u
2
ndx = −δ

∫
Ω

u2dx+

∫
RN

Vλn(x)v
2
ndx+ o(1).

从而, 当 n→ ∞ 时,

Jλn(un) = JΩ(u) + Jλn(vn) + o(1),

⟨J ′
λn

(un), un⟩ = ⟨J ′
Ω(u), u⟩+ ⟨J ′

λn
(vn), vn⟩+ o(1).

不妨设

b = lim
n→∞

∫
RN

[|∆vn|2 + Vλn
(x)v2n]dx = lim

n→∞

∫
RN

|vn|2
∗∗
dx > 0.

一方面, 由 Sobolev 不等式得

b = lim
n→∞

∫
RN

|vn|2
∗∗
dx

= lim
n→∞

∫
RN

[|∆vn|2 + Vλn(x)v
2
n]dx

= lim
n→∞

∫
RN

[|∆vn|2 + V +
λn

(x)v2n]dx

> lim
n→∞

∫
RN

|∆vn|2dx

> lim
n→∞

S

(∫
RN

|vn|2
∗∗
dx

) 2
2∗∗

,
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推出 b > S
N
4 . 另一方面, 由于

Jλn(vn) = Jλn(vn)−
1

2
⟨Jλn(vn), vn⟩+ o(1) =

2

N

∫
RN

|vn|2
∗∗
dx+ o(1),

则有

2

N
S

N
4 > c(Ω) > k > lim

n→∞
Jλn(vn) =

2

N
lim

n→∞

∫
RN

|vn|2
∗∗
dx =

2

N
b,

推出 b < S
N
4 . 此矛盾说明, 当 n → ∞ 时, un → u 于 L2∗∗(RN ). 引理 2.1 和 2.4 推出, 当 n → ∞ 时,

un → u 于 H2(RN ). 进一步, 由引理 4.4 得

JΩ(u) =
2

N

∫
Ω

|u|2
∗∗
dx =

2

N
lim

n→∞

∫
Ω

|un|2
∗∗
dx

= lim
n→∞

Jλn(un) = k > σ > 0,

推出 u ̸= 0. 所以, u ∈ NΩ. 由 c(Ω) 6 JΩ(u) = k 6 c(Ω) 可推出 JΩ(u) = c(Ω).

最后, 完成定理 1.1 的证明.

定理 1.1 的证明 (1.1) 的极小能量解的存在性可由命题 4.1 和 4.2 得到, 而极小能量解的渐近

性则由命题 5.1 和 5.2 得到.

致谢 衷心感谢各位审稿专家的仔细品阅和极具建设性的宝贵意见.
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Solutions of biharmonic equations with steep potential wells
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Abstract In this paper, we are concerned with the existence of least energy solutions for the following bihar-
monic equations:

∆2u+ [λV (x)− δ]u = |u|p−2u, x ∈ RN , (0.1)

where N > 5, 2 < p 6 2N
N−4

, λ > 0 is a parameter, V (x) is a nonnegative potential function with nonempty interior

part of the zero set intV −1(0), 0 < δ < µ0 and µ0 is the principal eigenvalue of ∆2 in the zero set intV −1(0) of
V (x). We prove that the equation (0.1) admits a least energy solution which is trapped near the zero set V −1(0)
for λ > 0 large enough.
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