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论 自然正交函数的稳定性

章基嘉 孙照渤 陈松军

对亚洲50 0 毫巴候平均环流进行了 天气统计学分析
〔‘〕以 后

,

本文进一步利

用更新 了的资料进行计算分析
。

指 出
,

原始 资料经过中心化 处理后
,

在所对应

的时空尺度上
,

自然正 交函数是稳 定的
。

在这一分析基拙上
,

进一步论证 了如

果所分析 的随机过程是平稳 的
,

则其对应的自然正 交函数是稳定的
。

从 而为 以

自然正 交分解 方法为基拙 的预报 问题提供 了物理基触
,

并可 以 天大 节省计算工

峰
· 、

一

本文还对 气象上 使 用 自然正 交分解方 法的若 干问题进行 了讨论
,

为有效地

使用 自然正 交 分解方 法提 出了一些有意义 的看法
。

问 题 的 提 出

稗撰漪碳粉滞摧
正交分解方法在气象中的应用

。

由
〔”〕

便可用它构成矩阵F
。

夕 〕
可知

,

给是表示气象要素场的量测数据资料
,
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其中
n
为空间点的个数

,

m 为随时 间的测量次数 ( m >冲

分解成只依赖时间坐标和只依赖空间坐标的两部分
,

即

利用 自然正交分解可 以把F
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是行向量组成的 自然正交函数矩阵

.

它由给定的气象场的协方差矩阵

A 一生
一F T F

m

的特征向量组成
.

而

( 3 )

仲 )
1 2

二 )
‘“

认

是时 间系 数构成的矩阵
,

它描写了气象场随时间的变化
。

只要求出矩阵 T 和 X 以后
,

自

然正交分解的工作即告完成
。

目前的一些 以自然正交分解方法为基础的预报工作基本上

是预告时间系数部分
〔日〕 ,

然后转化为预告气象要素场未来的变化
。

很显然
,

这样的预

告必须有一个条件
,

即假设自然正交函数 X 在预报时效内是不变化的
。

如果 自然正交函

数本身在预报时效内也随时间变化
,

则预报时间系数的途径就失去基础
,

变成毫无意义
。

文献「l] 曾指出
:

自然正交 函数并不是固定不变的
,

而是随展开的对象和资料长短而变

化的
,

因此所谓自然正交函数不依时间变化也仅仅是对所展开的资料序列而言
。

对时间

系数的预报是在假定 自然正交函数在以后时刻
“

稳定
”

不变的条件下进行的
、

但是
,

这

种
“

稳定性
”

在所展开的时空尺度上能维持多长时间仍是一个问题
,

这个问题与时间系

数所允许预报的时效范围有密切关系
。 ,

对于
n
个测点给定的 m 次测值

,

由 ( 2 ) 式可 以按 自然正交函数展开
,

如果随时间延

长
,

新资料加入原序列以后 其自然正交函数没有显著差异
,

就称它为稳定的
,

否则就称

为不稳定的
。

关于自然正交函数的稳定性问题
,

无论在理论研究中还是在实际应用中
,

都是一个

急待解决的间题
。

但是
,

这个问题在国内外关子自然正交分解方法的研究中还没有引起

应有的重视
。

本文打算从分析实际资料出发
,

对 自然正交函数的稳定性问题及其条件进

行一些探讨
。

二
、

亚洲 50 0 毫 巴候平均环流自然正交函数的稳定性分析

文献 〔1 〕中
,

利用 1 9 64 一 1 9 7 3年共功年 7 20 个候 的资料
,

详细分析了亚洲 5 00 毫巴候

平均环流的自然正交函数
,

分析结果表明
,

前五项有明确的天气学意义
,

在所分析的时



空尺度上它描写了长波系统的状况
.

为了讨论 自然正交函数的稳定性
,

我们更新了其中

的五年资料
,

采用 1 9 6 9年一 19 78 年的十年资料
,

共 了20 个候
,

重新进行自然正交展开
.

资

料的取法
、

处理与计算方法均按文献〔11 的方法进行
。

取亚洲地 区29 个点
,

为了消除季

节变化
,

原始资料经过中心化处理
,

即展开的资料为实际高度减去相应的各候多年平均

值所得的距平值
。

现在把分解得到的前 10 项特征向量所能表示原始 5 00 毫巴高度场的方差的比例列在

表 1 中
。

表 1 特征向量在总方差中所 占的比例

号序 号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : 10

1112 0
.

8 777 8 0
·

O‘

1
‘”

·

”8
‘‘

{
‘2

·

”555

999
.

5 肠肠 6
·

3 肠 } 3
·

9 弧弧{{{
666 9

.

0 肠肠 7。
.

3 ,

⋯
7。

.

2 ,, ⋯
”

·

4 肠肠

!!!!!!!
8 2

.

6 肠肠

其中

n 2 9

万 入l = 芝 入l = 12 6 7
.

6 0
二

1 1
二

1

图 1 对数座标中不 同序号的 入比较

为了比较两次分解的情况和所占比例的差

异程度
,

把使用不同资料展开的两次结果中的

特征值 入
N和序号 N 的关系表示在对 数 座 标 中

( 图 l )
。

由图 l可 以看出
,

两条曲线是 十 分 接 近

的
.

这说明它们表示的逼近过程是相近的
.

取

前五个自然正交 函数
,

就表示出了候平均环流

的基本特征
.

图 2 一图 6 分别给出两次展开的前五个特

征向量形势图 ( 图6
,

略 )
。

由图中可 以看出
,

它们表示的环流形势是

十分一致的
。

为了从数量上给以说明
,

我们使

用了 t检验法
,

检验成对数据之间的差 异 显 著

性
〔“〕 。

设第一次展开的自然正交函数的某一特征向量 的分量为

x 1 x Z
’ . ’

⋯ X ‘
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第二次展开的自然正交函数同一序号的特征向量的分量为

y l y :
‘ .

⋯
’

歹n ;

令 Z
j
= x ,

一 y ,

i = 1
,

2
,

⋯ ”
’ , n ;

由概率论可知
,

可 以假定随机变量 Z服从正态分怖 N ( m
, a ’

) 〔。〕 .

为了检验两个 自然正交函数的同一序号的向量的分量之间的差异性
,

原假设为两向

盆没有差异
.

即M Z = o
。

由量测数据 Z的数学期望和方差的估计值分别为

n

艺 Z -

二 1

5 2
一

十
、

氛
“

五一“,
‘

则统计量

_
z. /云一

‘

服从自由度为
n 一 1的 t分佑

,

由此 出发
,

进行统 计假设检验
。

前五个自然正交函数的检验结果列于丧 2 中
.

表 2 自然正交函数差异性检验计算表

项\
函

目 \
、
数 第 一 向 量 第 向 量

‘

第 三 向 量 第 四 向 量 第 五 向 量

0
.

0 0 4 7

0
.

0 2 1 6

1
.

1 5 3

一 0
.

0 0 0 4

0
.

04 0 7

一 0
.

0 5 2

0
.

0 0 2 8

0
.

0 3 8 6

0
.

1 10

一0
.

0 16 6

0
.

0 4 3 9

一2
.

0 0 0

一 0
.

0 0 9 7

0
.

0 4 3 1

一

1
_

1 9 1

取 a ~ 0
.

0 5时
,

t。= 2
.

0 4 8

由表 2 可以看出
, a 一。

.

05 时
,

! t }< t。
,

即全部自然正交函数的分量之 间没有显著

差异
。

由前面的分析可以看出
,

按文献 〔1] 的方法分析的 5 00 毫 巴候平均环流 自然正交函

数在一定的信度上可以认为是稳定的
。

在我们的计算方案中
,

对展开的资料是采用更新的办法
,

换句话说
,

在两次不同的

展开中
,

使用的资料仅有原来资料数的 l / 2 是相同的
。

若计算的方案是采用增加原来 资

料数的 1 / 2 的话
,

增加资料后展开的 自然正交函数与原来资料的 自然正交函数也不会有

显著差异
,

即这种自然正交函数是稳定的
。

三
、

自然 正 交 函 数 稳 定 的 条 件

在用实际资料分析亚洲 5 00 毫 巴候平均环流 自然正交函数的基础上
,

我们进一步研



究自然正交函数稳定性的条件
。

由 ( 3 ) 式可以看出
,

自然正交函数X 是协方差矩阵

A 一 1 F T F

m

的特征向量
。

其中矩阵A 的元素

a , J一

青 妥(f
,』一乙) (f: :

一了
:
)

一 t . 1

( 4 )

设肠为A 的第p 个特征值
,

属于标的特征向量 为

X , ~ (x p : x p :

⋯⋯ x p .

)

则 A X产= 林X‘
r

对于A 的所有特征值的特征向量有

A X T ~ A X T

自此可见
,

对于不同的 A就有不 同的特征值和特征向量
。

向量
,

( 1 ) 式所给定的气象要素场量测数据

( 5 )

( 6 )

为了由协方差矩阵A 研究特征

可以看成是
n 维随机过程 ( f

,

(t)
,

f
:

(t) ⋯⋯娜 t) ) 的量测数据
,

其协方差函数为

I咬: j (t : ,

t :

)= M [ (f
: (t

,

)一 f
主

) (fj (t
:
)一 fJ)]

i= 1
,

2
, · ·

⋯
’ , n

.

j= 1
,

2
,

⋯⋯
, n 。

若随机过程是平稳的
,

则其协方差函数仅仅是时间间隔的函数
’‘“’ 。

设 t :
一 t ;

~ T 则

K ,j (
:
) = M 〔(f

, (t : )一 f :
) ( fj (t : + T )一 fj)j

对于
T ~ 。

,

即 t ;
一 t Z

= t
,

则

K ,一= M [ (f: (t)一 f
,

) ( fz 仁t)一 f一)]

若满足各态历经性质
,

则K 、j的估计值为

( 7 )

K !】一

众
t

只
“

! ‘一“, “
:】一“)

( s )

( 9 )

比较(4 )式和 (9 )式
,

可 以看出

a xs= K , z

即平稳过程的协方差函数不随时间变化
,

与时间起点无关
。



当量测的气象要素场数据增加 l次 以后
,

其协方差函数为

K
, !j 一

ml+
,

汽
‘(f

l ,
一 r

玉
) (‘

t j一‘』,

由平稳过程理论可知

K , :s= K : J (1 1 )

也就是说
,

增加 l次量测数据 以后
,

协方差矩阵 A 并不变化
,

因此
,

其特征向量也是不

变化的
,

所 以这种 自然正交函数是稳定的
.

由此可见
,

自然正交函数稳定的条件是所分析的气象要素场序列为一平稳过程
。

四
、

几 个 问 题 的 讨 论

l. 前面的分析指出
,

自然正交函数稳定的条件是所分析的气象要素场序列为一平稳

过程
。

但是
,

实践表明
,

大气过程往往是非平稳的
,

正是大气运动过程的非平稳性
,

给

气象预报带来了原 则性的困难
,

无论 使用统计学的
,

天气学的
,

动力学的方法都会遇到

这样的困难
。

这种非平稳性
,

当然也使得 自然正交函数是不稳定的
。

但是
,

我们可以使

用一些变换的方法
,

例如我们在分析亚洲 5 00 毫巴候平均环流的 自然正交函数中使用的

中心化方法
,

把非平稳的过程转化为渐近平稳的过程
。

这样
,

当分析的资料数 N足够大

的话
,

在 外推时效不太长的情况下
,

自然正交函数可 以保持较好的稳定性
。

前面分析的

50 0毫巴候平均环流的 自然正交函数的稳定性就证实了这一点
。

2
.

前面 已经指出
,

自然正交函数的稳定性研究对于以自然正交分解方法为基础的预

报问题提供了物理基础
,

无疑
,

这对预报问题 是有意义的
。

另一方面还应指出
,

自然正

交函数的稳定性研究可以大大简化计算
。

下面作一简单说明
。

由 ( 2 ) 式
,

设增加 了一次观测数据
,

为

(f
二 + ; :

f.
十 , 2

⋯⋯ f二
十 ; 。

若自然正交函数是稳定的
,

则新增加的系数为

tm +l
1 t . +l

2

⋯⋯ tm +1
n

n

t。 + , , = 三 f。
+ , j

·

x 一J

j
一

l

其中 k为所选取的 比较有 意义的 自然正交函数的个数
。

在我们的工作中
,

k 一 5
,

由此可

见
,

计算时 间系数只要做K
·

n 次乘法和k ( n 一 1 ) 次加法
,

.

全部时间系数就求出来了
。

由此可以看出
,

在 自然正交函数稳定的条件下
,

增加了资料 以后
,

不需要重新计算

协方差矩阵和重新计算特征值和特征向量
,

而这些计算量在没有 电子计算机的情况下是

很难设想的
.

通过稳定性研究以后
,

在 已分解的基础上
,

若增加 了新的资料 以后
,

只要



做不多的乘法和加法
,

分解工作就能完成了
。

这为在广大基层 台站也能使用这个方法提

供了根据
。

3
.

自然正交分解理论指出
,

使用协方差矩阵

r
F

进行分解计算
.

由于使用的原始数据不同
,

结果当然也不同
,

有的使用原始数据分解

、

5
1 ,

有的使用距平分解
‘b , ,

还有 的对协方差矩阵进一步求相关矩 阵进 行 分 解
.

文献

〔5 〕指出
,

用相关矩阵分解是不恰当的
。

我们在实践 中体会到
,

使用相关矩 阵分解
,

反映

的是气象要素场相关程度
,

因为相关矩 阵中的元素是相关系数
,

其对应的 自然正交函数

的物理意义不直观
。

如 果用原始场求出协方差矩 阵
,

其优点是物理意义直观
,

第一项表

示了平均状况
,

它的权重也大
,

但是
,

由于气象要素场一般都存在季节变化
,

非平稳性

十分明显
,

使得 自然正交函数是不稳定的
,

因此
,

这种办法是不可取的
。

我们认为从 消

去季节变化的中心化数据出发
,

求其协方差矩阵进行分解
,

既能使得天气学意 义比较直

观
,

又能保持自然正交函数在一定的时效内是稳定的
,

给分析工作带来了方便
。

4
.

尺度对应原理在天气预报中起着重要作用
,

在 自然正交分解中也是如此
。

它主要

反映在格点的取法上
,

一般地说
,

点 子应取在系统经过的路径 上或系统比较稳定的位置

上
,

点 子不应取得过密
,

只 要能反映出所要分析的系统 中心附近的等值线的情 况就可以

了
。

如若点 子取得过密
,

会使得协方差矩阵 A趋 向于退化
,

收敛变慢
,

以至于取了许多

项 自然正交函数以后
,

所表示总方差的比例仍不能令人满意
。

这 个现象对于变化 比较缓
·

慢
,

不同点上的要素值之间相关性较密切的要素来说
,

如海表温度资料
,

就更是如此
.

另外
,

从理论上来说
,

自然正交分解的范围是不受任何限制
,

但是
,

这仅是对计算

工作而言的
,

为了能充分表达天气学意义
,

所取的范围应该是受相同系统作用的区域
,

这大体上相当于一个 自然天气区域的范围
,

为了消除边缘的影响
,

所取区域可比 自然天

气区域略小一点
。

5
.

在分析工 作中还发现
,

采用消去季节变化的数据进行分解
,

确能使得 自然正交函

数成为稳定的
,

但是另一方面这又抑制了要素的季节变化
。

因此
,

必要时还可 以按季节

作分解
,

关于这方面的工作将在以后另文讨论
。
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