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摘要 本文借助于邻近正则函数的 Moreau 包络及其邻近映射的性质, 建立一类非凸变分包含正则间

隙函数及其解映射的 Lipschitz 连续性和可微性; 利用二阶变分分析理论得到了变分包含解的局部唯

一性及关于参数的连续性. 同时也概述了变分不等式和优化问题正则间隙函数的发展过程及邻近正则

函数的变分性质.
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1 引言

标准的变分不等式是, 寻找 x ∈ K 使得

⟨F (x), y − x⟩ > 0, ∀ y ∈ K, (1.1)

其中 F : Rn → Rn 是一个映射, K ⊂ Rn 一个闭凸子集. 求解变分不等式 (1.1) 的一个常用方法是

将变分不等式 (1.1) 转化为一个等价的优化问题. 例如, Auslender [1] 考虑了一个等价的优化问题, 即

maxx∈K ω(x), 其中

ω(x) := inf
y∈K

⟨F (x), y − x⟩

表示变分不等式 (1.1) 的间隙函数.
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然而, 除非 K 是紧集时, 间隙函数 ω 是广义实值函数, 且一般是非可微的. 为了克服函数 ω 的非

可微性, Auchmuty [2] 和 Fukushima [3] 独立引进了下面可微的正则间隙函数:

ωτ (x) = inf
y∈K

{
⟨F (x), y − x⟩+ 1

2τ
∥x− y∥2

}
. (1.2)

Fukushima [3] 证明了点 x̄ ∈ K 是 (1.1) 的解当且仅当 ωτ (x̄) = 0 且 x̄ 是优化问题 maxx∈K ωr(x) 的最

优解, 并设计了一个基于此优化问题的求解变分不等式 (1.1) 的可行下降方法. 文献 [4–7] 继续研究了

D- 间隙函数 (即两个正则间隙函数 (1.2) 关于不同参数 τ 的差). 关于变分不等式 (1.1) 间隙函数更多

的讨论参见文献 [8]. 自此, 正则间隙函数的方法被推广到拟变分不等式 [9]、广义 Nash 均衡问题 [10]、

非光滑变分不等式 [11] 和 K 为非凸情形 [12] 等.

另一方面, Hearn [13] 对线性约束的凸优化问题

min f(x) s.t. x ∈ K = {x : Ax = b, x > 0} (1.3)

引入并使用了间隙函数这个术语, 其定义如 ω(x) = infy∈K⟨∇f(x), y − x⟩. Hearn 证明了这个间隙函

数恰为优化问题 (1.3) 最优值与其 Lagrange 对偶问题最优值的差, 同时解释了该间隙函数与求解凸

优化问题 (1.3) 的 Frank-Wolfe 算法的关系 (Frank-Wolfe 最早考虑的是二次凸优化问题, 这个算法在

Bertsekas 的文献 [14] 中也被称为条件梯度算法). 自此, 间隙函数成为优化问题的对偶理论与方法中

的重要概念. Migdalas [15] 利用正则化子问题

min
y∈K

⟨∇f(x), y − x⟩+ 1

2τ
∥x− y∥2 (1.4)

生成下降方向, 发展了优化问题 (1.3) 的一类正则 Frank-Wolfe 算法. 事实上, 各种梯度投影法生成的

可行方向都与优化子问题 (1.4) 紧密相关 (参见文献 [14, 16,17]). 它的解集可以表示成如下形式:

argmin
y∈K

⟨∇f(x), y − x⟩+ 1

2τ
∥x− y∥2

= argmin
y∈K

1

2τ
∥x− τ∇f(x)− y∥2

= PK(x− τ∇f(x)). (1.5)

近年来, 下面更一般的复合优化问题

minϕ(x) := f(x) + g(x), (1.6)

其中 f : H → R 是定义在 Hilbert 空间 H 上的连续可微 (可能非凸) 函数, g : H → R̄ 是下半连续真凸
函数, 因其在信号处理、图像恢复和机器学习等方面的广泛应用, 无论在理论还是算法方面均得到了

广泛且深入研究 (参见文献 [18, 19,21–26]).

邻近梯度算法 (也称为前后分裂算法)是求解问题 (1.6)的最典型的方法之一 (参见文献 [18,20,22–

24, 26–28]). 这种方法是经典梯度方法和梯度投影方法到一般复合优化 (包含非光滑项) 的推广. 基

于 Nesterov 的工作, 邻近梯度算法的各种加速形式 (或称为最优一阶算法) 也被广泛研究 (参见文

献 [17, 26]). 复合优化问题 (1.6) 的各种邻近梯度算法均与下面的正则子优化问题及其解映射有关:

γτ (x) = inf
y∈H

{
⟨∇f(x), y − x⟩+ 1

2τ
∥x− y∥2 + g(y)

}
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= inf
y∈H

{
g(y) +

1

2τ
∥x− τ∇f(x)− y∥2

}
, (1.7)

Pτ (x) = argmin
y

{
⟨∇f(x), y − x⟩+ 1

2τ
∥x− y∥2 + g(y)

}
= argmin

y∈H

{
g(y) +

1

2τ
∥x− τ∇f(x)− y∥2

}
, (1.8)

其中函数 γτ (x) 被称为复合优化问题 (1.6) 的正则间隙函数 (或者称为 ϕ(x) 的前后包络函数), 算子

Pτ (x) 被称为前后包络算子 (参见文献 [24, 27]). 文献 [27] 在 H = Rn 空间的情形给出了函数 γτ (x)

+ f(x) 的可微性质、与 ϕ 的不等式关系, 以及它的极小点与问题 (1.6) 最优解的关系. 文献 [24] 说明

了, 当参数 λ 介于 0 与 ∇f 的 Lipschitz 常数的倒数之间时, 邻近梯度算法和前后包络算子的不动点

迭代及函数 f(x)+ g(x)梯度流的前后分裂算法是一致的. 显然,前后包络函数和前后包络算子建立在

所谓的凸函数 Moreau包络 (也称为 Moreau-Yosida逼近,事实上,一个凸函数 Moreau包络的 Fréchet

导数是该凸函数次微分的 Yosida 逼近)

eτg(x) = inf
w∈H

{
g(w) +

1

2τ
∥x− w∥2

}
(1.9)

及其邻近映射 (proximal mapping)

proxτg(x) := argmin
w∈H

{
g(w) +

1

2τ
∥w − x∥2

}
(1.10)

的基础上. 众所周知, 凸函数的包络函数及相关邻近映射在提供优化问题的正则性和基本的计算

方法方面起到了基础性的作用. 因此, 无论在理论还是算法方面均受到了人们的广泛关注 (参见文

献 [24, 28–30]).

一类重要的函数称为邻近正则函数 [31], 在变分分析理论及应用的许多方面都显示出其应用价值,

它为光滑分析和凸分析提供了一个完美的统一框架. 一方面, 邻近正则性的结构能保证该类函数的包

络和邻近映射具有许多类似于凸函数的良好性质;另一方面,它的范围足以包括许多重要的函数类,如

下半连续凸函数、可微函数和强 amenable函数 (即,函数能局部地表示成一个下半连续真凸函数与一

个二次连续可微映射的复合形式且满足某些约束品性), 或者仿凸函数 (即, 函数能局部地表示成一个

连续凸函数与范数平方的正常数倍之差的形式) 等 (参见文献 [30, 32–38]).

本文将讨论下面变分包含问题:

0 ∈ F (x) + ∂g(x) (1.11)

的正则间隙函数及邻近解映射的连续性和可微性,以及变分包含解的局部唯一性及关于参数的连续性,

其中 F : H → H 是定义在 Hilbert空间 H 上的映射, g : H → R̄是定义在 H 上真的邻近正则函数, ∂g

代表函数 g 的 Mordukhovich (或极限) 次微分映射. 具体地, 考虑如下定义的正则间隙函数及其解映

射的性质:

γτ (x) := inf
y∈H

{
⟨F (x), y − x⟩+ 1

2τ
∥x− y∥2 + g(y)

}
, (1.12)

Pτ (x) = argmin
y

{
⟨F (x), y − x⟩+ 1

2τ
∥x− y∥2 + g(y)

}
. (1.13)
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简单的计算表明,

Pτ (x) = proxτg(x− τF (x)). (1.14)

特别地, 当 g(·) = δK(·) 是 H 中某个非空闭集的指示函数时, 变分包含问题 (1.11) 就退化为变分

不等式

−F (X) ∈ NK(x) (1.15)

的形式, 其中 NK(x) 表示 K 在 x 点的 Mordukhovich 法锥. Shapiro [12] 在 K 是邻近正则集时, 引进

了变分不等式 (1.15)的局部正则间隙函数,并讨论了它的可微性和变分不等式 (1.15)解的局部唯一性

及关于参数的连续性. 当映射 F 是某个可微函数 f 的梯度时, 变分包含问题 (1.11) 就是复合优化问

题 (1.6) 的必要最优性条件, 进一步在 f 和 g 都是凸函数时, (1.11) 也是复合优化问题 (1.6) 的充分最

优性条件.

本文余下内容的结构如下: 第 2 节回顾映射可微的定义、广义实值函数次微分、邻近有界和邻近

正则的定义及关于 Moreau 包络以及邻近映射的某些结果, 利用局部正则间隙函数给出变分包含解存

在性的等价刻画; 第 3 节利用邻近正则函数的 Moreau 包络和邻近映射的可微性, 得到变分包含的正

则间隙函数及邻近解映射的一阶、二阶可微性; 第 4 节讨论变分包含解的局部唯一性及对参数的连续

性;第 5节将前面的结果应用到特殊的变分不等式情形,所获得的结果改进了文献 [12]中的某些结果.

2 基本结果

首先回顾映射的各种可微性, 可参见文献 [12, 28, 39]. 令 F : H → Y 为 Hilbert 空间 H 到另一个

Hilbert 空间 Y 的映射.

定义 2.1 令 x, h ∈ H, 如果极限

F ′(x, h) := lim
t↓0

F (x+ th)− F (x)

t
(2.1)

存在, 则称 F 在 x 点沿方向 h ∈ H 是方向可微的. 如果 F 在 x 点沿任意方向 h ∈ H 都是可微的, 则

称 F 在 x点是方向可微的. 如果 F 在 x点是方向可微的,且方向导数 F ′(x, h)是 h的连续线性映射,

记作 DF (x)h, 则称 F 在 x 点是 Gâteaux 可微的.

定义 2.2 如果对任意的 h ∈ H, 极限

F ′(x, h) = lim
h′→h
t↓0

F (x+ th′)− F (x)

t

存在, 或者对任意的点列 hn → h 和任意的非负数列 tn ↓ 0, 极限

F ′(x, h) = lim
n→∞

F (x+ tnhn)− F (x)

tn

存在, 则称 F 在 x 点沿方向 h 是 Hadamard 方向可微的. 如果 F 在 x 点沿任意方向 h ∈ H 都是

Hadamard 方向可微的, 则称 F 在 x 点是 Hadamard 方向可微的.

显然, 如果 F 在 x 点是 Hadamard 方向可微的, 则它的方向导函数 F ′(x, ·) 在 H 上是连续的.

此外, 如果 F ′(x, h) 关于 h 是线性的, 则称 F 在 x 点是 Hadamard 可微的. 如果 F 在 x 点是局部

Lipschitz 的, 则 F 在 x 点是 Hadamard 方向可微的当且仅当它在 x 点是方向可微的.
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定义 2.3 如果 F 在 x 点是方向可微的, 且

F (x+ h) = F (x) + F ′(x, h) + o(∥h∥), (2.2)

则称 F 在 x 点是 Fréchet 方向可微的. 此外, 如果 F ′(x, ·) 是线性连续的, 则称 F 在 x 点是 Fréchet

可微的.

如果 F 在 H 的某个开子集 O 上是 Gâteaux 可微的, 且相应的导算子 DF (x) 在 O 上是连续的,

则称 F 在 O 上是连续可微的 (简称 C1). 如果 DF (x) 在 O 上是 Lipschitz 连续的, 则称 F 在 O 上是

C1+. 易知, 如果 F 在 O 上是连续可微的, 则 F 在 O 的每个点 x 是 Fréchet 可微的.

令 g : H → (−∞,+∞]为定义在 H 上的广义实值函数, g的有效域为 domg = {x ∈ H : g(x) <∞}.
当 g是下半连续真凸函数时,它的Moreau包络函数是凸连续可微的,相应的邻近映射是单值 Lipschitz

连续的, 并且可用于构造求解函数 g 极小点的邻近点算法 (proximal point algorithm). 正是由于这些

丰富的理论及计算性质使得它们在凸分析及优化领域有非常重要的应用. 对于非凸情形, Poliquin 和

Rockafellar [31] 引进了邻近正则函数, 并证明了这类函数的包络函数具有类似于凸函数的性质, 例如,

是连续局部仿凸的. 自此, 这类函数在变分分析及应用等许多方面显示出了其重要意义. 关于邻近映

射在凸和邻近正则情形的计算可参见文献 [17, 34].

称函数 g 为邻近有界的, 如果存在 r > 0 及某个 x 使得 e 1
r
g(x) > −∞, 等价地, 存在 r > 0

使得 g + r
2∥ · ∥2 是下有界的. 所有这些常数 r 的下确界, 记为 rg, 称为 g 的邻近界的阈值. 当 τ <

(max{rg, 0})−1 时, eτg(x) > −∞ 并且 proxτg(x) ̸= 0.

定义 2.4 (参见文献 [40] 和 [41, 第 240 页]) 考虑 g : H → (−∞,∞] 和 x̄ ∈ domg.

(i) 如果存在 ρ > 0 和 δ > 0 使得对任意的 x ∈ Bδ(x̄), 有

g(x) > g(x̄) + ⟨u, x− x̄⟩ − ρ

2
∥x− x̄∥2, (2.3)

则称 u ∈ H 是 g 在 x̄ 点的邻近次梯度 (proximal subgradient). g 在 x̄ 点的所有邻近次梯度组成的集

合称为 g 在 x̄ 点的邻近次微分, 记作 ∂pg(x̄).

(ii) 如果对任意的 ϵ > 0, 存在 δ > 0 使得对任意的 x ∈ Bδ(x̄), 有

g(x) > g(x̄) + ⟨u, x− x̄⟩ − ϵ∥x− x̄∥, (2.4)

则称 u ∈ H 是 g 在 x̄ 点的 Fréchet 次梯度. g 在 x̄ 点的所有 Fréchet 次梯度组成的集合, 记作 ∂F g(x̄),

称为 g 在 x̄ 点的 Fréchet 次微分.

(iii) 集合

∂g(x̄) = Lim sup
x→gx̄

∂pg(x) := {w = w − limwn, wn ∈ ∂pg(xn),∃xn →g x̄}

称为 g 在 x̄点的极限 (或 Mordukhovich)次微分,其中 xn →g x̄指的是 ∥xn− x̄∥ → 0且 g(xn) → g(x̄).

我们知道 (参见文献 [38, 42]) 极限次微分也等于 Fréchet 次微分的弱序列上极限集, 即

∂g(x̄) = Lim sup
x→gx̄

∂F g(x).

下面结果说明, 如果 g 是邻近有界的, 则适当放大 (2.3) 中的 ρ, 可以使得不等式 (2.3) 全局成立.

有限维情形参见文献 [30, 命题 8.46], Hilbert 空间情形参见文献 [37, 引理 4.1] 或 [32, 引理 3.7].
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命题 2.1 若 g 是邻近有界的, 则 v ∈ ∂pg(x̄) 当且仅当存在某个充分小的 λ > 0, w̄ ∈ prox−1
λg (x̄)

使得 v = λ−1(w̄ − x̄) 且满足

g(x) > g(x̄) + ⟨v, x− x̄⟩ − 1

2λ
∥x− x̄∥2, ∀x ∈ H.

如果存在 ϵ > 0, α > g(x̄) 使得 g 相对于集合 {x : ∥x− x̄∥ < ϵ; g(x) < α} 是下半连续的, 则称 g 在

x̄ 点是局部下半连续的. 这等价于上图 epig 在 (x̄; g(x̄)) 点是局部闭的. 下面的邻近正则函数首先由

Poliquin 和 Rockafellar [31] 在 Rn 空间中引入, 继而由文献 [32, 33, 37, 38] 推广到 Hilbert 空间, 并给出

许多无限维空间的基本结果.

定义 2.5 一个函数 g : H → (−∞,∞] 称为在 x̄ ∈ domg 点关于 v̄ ∈ ∂g(x̄) 是邻近正则的, 如果

g 在 x̄ 点是局部下半连续的, 且存在 ρ > 0 和 r > 0 使得对任意 x 和 v ∈ ∂g(x) 满足 ∥x − x̄∥ < ρ,

|g(x)− g(x̄)| < ρ, ∥v − v̄∥ < ρ, 有

g(x′) > g(x) + ⟨v, x′ − x⟩ − r

2
∥x′ − x∥2, ∀x′ ∈ Bρ(x̄). (2.5)

如果对任意 v̄ ∈ ∂g(x̄), 上面的式子都成立, 则称 g 在 x 点是邻近正则的.

定义 2.6 一个函数 g : H → (−∞,∞] 称为在 x0 ∈ domg 点是局部一致邻近正则的, 如果存在

δ > 0, ρ > 0和 r > 0使得对任意 x̄ ∈ Bδ(x0)和 v̄ ∈ ∂g(x̄),以及对任意 x和 v ∈ ∂g(x)满足 ∥x−x̄∥ < ρ,

|g(x)− g(x̄)| < ρ, ∥v − v̄∥ < ρ, 有

g(x′) > g(x) + ⟨v, x′ − x⟩ − r

2
∥x′ − x∥2, ∀x′ ∈ Bρ(x̄). (2.6)

文献 [38, 命题 3.3] 表明, g 在 x0 点是局部一致邻近正则的当且仅当存在 δ > 0 和 r > 0 使得对

任意的 x, x′ ∈ Bδ(x0) 和 v ∈ ∂g(x), 有

g(x′) > g(x) + ⟨v, x′ − x⟩ − r

2
∥x′ − x∥2.

定义 2.7 一个函数 g : H → (−∞,∞] 称为在 x̄ ∈ domg 点关于 v̄ ∈ ∂g(x̄) 是次微分连续的,

如果对任意的 ϵ > 0, 存在 δ > 0 使得对任意的 x 及 v ∈ ∂g(x) 满足 ∥x − x̄∥ < δ, ∥v − v̄∥ < δ, 有

|g(x)− g(x̄)| < ϵ.

邻近正则函数一般不是次微分连续的. 例如, f(x)是定义在 R上的函数,如果当 x > 0时函数值为

1; 当 x 6 0时函数值为 0,则 f(x)在 x̄ = 0关于 v̄ = 0是邻近正则,但不是次微分连续的. Poliquin [35]

引入的 p.l.n. (primal-lower-nice) 函数类既是邻近正则的, 也是次微分连续的.

定义 2.8 一个函数 g : H → (−∞,∞] 称为在 x̄ ∈ domg 点是 p.l.n. 的, 如果存在 R > 0, c > 0

和 δ > 0, 使得对任意的 r > R 和 x 及 v ∈ ∂g(x) 满足 ∥x− x̄∥ < δ 和 ∥v∥ < cr, 下面不等式成立:

g(x′) > g(x) + ⟨v, x′ − x⟩ − r

2
∥x′ − x∥2, ∀x′ ∈ Bδ(x̄). (2.7)

文献 [31,37] 分别在 Rn 和 Hilbert 空间证明了, 如果 g 在 x̄ 是 p.l.n. 的, 则存在 x̄ 的某个邻域 V

使得对任意的 x ∈ V , v ∈ ∂g(x), g 在 x 点关于 v 是邻近正则和次微分连续的. 显然, 每个凸函数和局

部仿凸函数是 p.l.n. 的. 从文献 [35, 43, 44] 可知, 定义在 Rn 空间上和 Hilbert 空间上的强 amenable

(见下面的定义) 函数是 p.l.n. 的, 进而是邻近正则且次微分连续的. 而文献 [37] 证明了 Hilbert 空间

上的凸函数与 C1,+ 映射的复合函数在 Robinson 约束品性条件下 (即下面强 amenable 函数定义中的

G 是 C1,+, 而不必是二阶连续可微的) 是邻近正则和次微分连续的, 文献 [45] 进一步证明了 Banach

空间中这类凸与 C1,+ 复合函数也是 p.l.n. 的. 相关的定义及性质参见文献 [30, 31,37,44–48].
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定义 2.9 [30, 31,35] 一个函数 g : H → R̄ 称为在 x̄ 点是 amenable 的, 如果 g(x̄) 是有限的, 存在 x̄

的一个开邻域 V , 使得 g 在 V 上能局部地表示为 ψ ◦G 的形式且满足 Robinson 约束品性

0 ∈ int[G(x̄) +∇G(x̄)(H)− domψ], (2.8)

其中 G 是从 V 到 Y 的连续可微映射, ψ 是定义在 Y 上的下半连续真凸函数. 如果 G 是二次连续可

微映射, 则称 g 在 x̄ 点是强 amenable 的. 在强 amenable 函数类中一类重要的函数是完全 amenable

函数, 即在上面定义中, ψ 不只是凸的而且是逐片线性二次函数.

例 2.1 [30] (i) H 上的每个真凸下半连续函数是强 amenable 的, 每个逐片线性二次凸函数是完

全 amenable 的.

(ii) 令 gi : H → R ∪ {+∞}, 如果 gi ∈ C1, i = 1, 2, . . . ,m, 则 g = max{g1, . . . , gm} 是 amenable 的;

如果 gi ∈ C2, 则 g 是完全 amenable 的.

(iii)令 ϕ为定义在 H 上的真凸下半连续函数,如果 g ∈ C1,则 ϕ+g 是 amenable的;如果 g ∈ C2,

则 ϕ+ g 是强 amenable 的; 此外, 如果 ϕ 是逐片线性二次的, 则 ϕ+ g 是完全 amenable 的.

设 C 是 H 的一个子集 (不必是凸的), 令 Np
C(x) (NC(x)) 表示 C 在 x 点的邻近法锥 (极限法锥),

即 Np
C(x) = ∂P δC(x) (NC(x) = ∂δC(x)).

定义 2.10 [31, 49] 一个集合 C ⊂ H 称为在 x̄ ∈ C 点关于 v̄ ∈ NC(x̄) 是邻近正则的, 如果 C 在 x̄

点是局部闭的, 且存在 ρ > 0 和 r > 0 使得对 x ∈ C 和 v ∈ NC(x) 满足 ∥x− x̄∥ < ρ 和 ∥v − v̄∥ < ρ, x

是 x+ r−1v 在集合 {x′ ∈ C : ∥x′ − x̄∥ < ρ} 中的唯一最近点. 如果这个性质对每个 v ∈ NC(x̄) 都成立,

则称 C 在 x̄ 点是邻近正则的.

显然, 每个闭凸集是邻近正则的. 文献 [31, 49] 证明了 C 在 x̄ ∈ C 点关于 v̄ ∈ NC(x̄) 是邻近正则

的当且仅当 δC 在 x̄ 点关于 v̄ 邻近正则的. 文献 [49] 还证明了闭集 C 在 x̄ 点是邻近正则的当且仅当

对所有的 (或者存在) σ > 0, 函数 d(·, C)2 + σ∥ · ∥2 在 x̄ 点的某凸邻域上是凸的, 当且仅当存在 x̄ 的

某个邻域 V , 使得对任意的 x ∈ C ∩ V 有 Np
C(x) ̸= ∅ (或者 NF (x) ̸= ∅); 同时也证明了 C 在 x̄ 点是

邻近正则的当且仅当 δC 在 x̄ 点是 p.l.n. 的, 当且仅当 C 在 x̄ 点有所谓的 Shapiro 性质, 即存在常数

k > 0 和 δ > 0 使得

d(y − x, TC(x)) 6 k∥y − x∥2, 对所有的 x, y ∈ C ∩Bδ(x̄). (2.9)

称集值映射

Tϵ(x) =

{v ∈ ∂g(x) : ∥v − v̄∥ < ϵ}, 如果 ∥x− x̄∥ < ϵ, |g(x)− g(x̄)| < ϵ,

∅, 否则
(2.10)

为次微分映射 ∂g 在 (x̄, v̄) 点的 g 相关 ϵ- 局部化. 当 g 在 x̄ 点关于 v̄ 是次微分连续时, 我们仅需考虑

通常的 ϵ- 局部化 (不必考虑 g(x) 的不等式).

邻近正则函数的一个最关键的性质是下面的等价刻画.

定理 2.1 (参见文献 [50, 定理 3.2] 和 [37, 定理 3.4]) 令 g 在 x̄ ∈ domg 点为局部下半连续. g 在

x̄ 点关于 v̄ ∈ ∂g(x̄) 是邻近正则的当且仅当 v̄ ∈ ∂pg(x̄) 且存在 ϵ > 0 和 r > 0 使得对 ∂g 的任意 g 相

关 ϵ- 局部化 Tϵ, Tϵ + rI 是单调的, 也就是说, 对任意的 xi 和 vi ∈ ∂g(xi) (i = 1, 2) 满足 ∥xi − x̄∥ < ϵ,

|g(xi)− g(x̄)| < ϵ, ∥vi − v̄∥ < ϵ, 下面不等式成立:

⟨v1 − v2, x1 − x2⟩ > −r∥x1 − x2∥2.
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当 g 是定义在 Rn 上的函数、v̄ = 0 时, 下面关于 Moreau 包络及邻近映射的结果首先是在文

献 [31] 中给出的, 文献 [32, 37,38] 将这些结果推广到 Hilbert 空间 H 和任意次梯度 v̄ 的情形.

定理 2.2 假设 g : H → (−∞,∞] 为邻近有界的, 在 x̄ ∈ domg 点关于 v̄ ∈ ∂g(x̄) 是邻近正则的

(正则常数, 即定义 (2.6) 的常数, r > 0), 则

(i) 存在次梯度映射 ∂g 在 (x̄, v̄) 点的一个 g 相关 ϵ- 局部化 Tϵ, 使得对任意的 τ ∈ (0, 1r ),

proxτg = (I + τTϵ)
−1

在 x̄+τ v̄的某个邻域内是非空单值 Lipschitz的,且 Lipschitz常数为 1
1−τr ,特别地, proxτg(x̄+τ v̄) = x̄;

(ii) 对任意的 τ ∈ (0, 1r ), 函数 eτg 在 x̄ + τ v̄ 点是局部一致邻近正则的 (正则常数为 r
1−τr ), 特别

地, 在 x̄+ τ v̄ 的某个邻域内是仿凸且 C1,+ 的, 具体来说, eτg +
r

2(1−τr)∥ · ∥
2 是凸函数;

∇eτg =
1

τ
(I − proxτg) =

1

τ
[I − (I + τTϵ)

−1]

在 x̄+ τ v̄ 点是局部 Lipschitz 的, 特别地, ∇eτg(x̄+ τ v̄) = v̄.

注 2.1 注意到, 如果 g 在 x̄ 点是 p.l.n. 的, 则存在 x̄ 的某个邻域 V , 使得对任意的 x ∈ V , g 在

x 点关于任意的 v ∈ ∂g(x) 是邻近正则、且次微分连续的. 于是, 在这种情形, 当 (x̄, v̄) 被任意的 (x, v)

(其中, x ∈ V, v ∈ ∂g(x)) 取代时, 上面的结论仍然成立.

给定常数 τ > 0 和 x̄ ∈ domg 的某个邻域 V , 考虑一个局部化的正则间隙函数 (3.1), 即

γlτ (x) := inf
y∈V

{
⟨F (x), y − x⟩+ 1

2τ
∥x− y∥2 + g(y)

}
. (2.11)

注意到这个间隙函数的定义依赖于某个邻域 V , 当 g 是凸函数时, 定义 (2.11) 中的极小化问题就是凸

优化问题, 于是在考虑间隙函数及其解映射的性质时不必限制在邻域 V 内.

命题 2.2 假设 g 在 x̄ ∈ domg 点是 p.l.n. 的, F 在 x̄ 点是局部 Lipschitz 的, 则存在 x̄ 的某个邻

域 V 和常数 τ > 0, 使得对任意的 x ∈ V , 有 0 ∈ F (x) + ∂g(x) 当且仅当 γlτ (x) = g(x).

证明 由于 g 在 x̄ ∈ domg 点是 p.l.n.的, 则存在 R > 0, c > 0 和 ρ > 0, 使得对任意的 r > R、x

和 v ∈ ∂g(x) 满足 ∥x− x̄∥ < ρ 和 ∥v∥ < cr, 下式成立:

g(y) > g(x) + ⟨v, y − x⟩ − r

2
∥y − x∥2, ∀ y ∈ Bρ(x̄). (2.12)

F 在 x̄ 的局部 Lipschitz 性质蕴涵存在 x̄ 的某个邻域 V ⊂ Bρ(x̄) 和常数 L > 0, 使得对所有的 x ∈ V ,

有 ∥F (x)∥ 6 L. 令 0 < τ < 1
max{R,Lc } , 则对任意的 x ∈ V , 如果 −F (x) ∈ ∂g(x), 则有

g(y) + ⟨F (x), y − x⟩+ 1

2τ
∥y − x∥2 > g(x), ∀ y ∈ V. (2.13)

于是, γlτ (x) > g(x).因为相反的不等式自然成立,所以, γlτ (x) = g(x).反之,如果 γlτ (x) = g(x),则 (2.11)

右端的下确界在 x 点可达. 于是, 最优性条件蕴涵 0 ∈ F (x) + ∂g(x). ⊓⊔

当 g 为 Rn 中某个凸集或邻近正则集的指示函数时, 上面结论分别在文献 [2, 3, 8, 12] 被证明. 从

命题 2.2 的证明可以看出, 如果 0 ∈ F (x̄) + ∂g(x̄), g 在 x̄ 点关于 −F (x̄) 是邻近正则且次微分连续的,

而且 F 在 x̄ 点是局部 Lipschitz 连续的, 则命题 2.2 的结论仍然成立.
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3 正则间隙函数的可微性

本节假设 g : H → (−∞,∞] 是真下半连续、邻近有界的, 且 x̄ ∈ domg, 0 ∈ F (x̄) + ∂g(x̄). 假设 g

在 x̄ 点关于 −F (x̄) 是邻近正则的, F (x) 在 x̄ 点是局部 Lipschitz 连续的. 由于邻近正则性是在 x̄ 点

附近的局部性质, 所以可以将 g 限制在 x̄ 的某个邻域上而不影响其邻近正则性. 换句话说, 令 V 为

x̄ 的某个凸邻域, g 和 g + IV 在 x 点的邻近正则性是一致的. 所以, 不失一般性, 我们可以去掉定义

(2.11) 对邻域 V 的限制, 即当 x 充分接近 x̄ 时, 局部化正则间隙函数可以表示成

γτ (x) = inf
y∈H

{
⟨F (x), y − x⟩+ 1

2τ
∥x− y∥2 + g(y)

}
= eτg(x− τF (x))− τ

2
∥F (x)∥2. (3.1)

于是,当 x充分接近 x̄时,定义 (2.11)中优化问题的解映射 Pτ 可以表示为 Pτ (x) = proxτg(x− τF (x))
(参见文献 [32, 51]).

3.1 正则间隙函数的一阶可微性

作为定理 2.2 的直接应用, 我们可以得到下面结果.

定理 3.1 假设 g 在 x̄ 点关于 −F (x) 是邻近正则的 (正则常数为 r), 则

(i) 对任意的 τ ∈ (0, 1r ), 对所有 x 充分接近 x̄, 极小化问题 (3.1) 有唯一解 Pτ (x) = proxτg(x

−τF (x)), 且 Pτ (x) 在 x̄ 点是局部 Lipschitz 连续的, γτ (x̄) = g(x̄);

(ii) 如果 F 在 x̄ 点的某个邻域上是 C1 (或者 C1,+) 的, 则对任意的 τ ∈ (0, 1r ), 函数 γτ 在 x̄ 的某

个邻域内是 C1 (或者 C1,+) 的, 且

∇γτ (x) =
(
1

τ
I −DF (x)

)
(x− proxτg(x− τF (x)))− F (x)

对所有 x 充分接近 x̄ 都成立.

当函数 g 是 Rn 上的凸函数或 Rn 中某个邻近正则集合的指示函数时, γτ 的可微性已经分别在文

献 [3, 12, 27, 52] 中给出. 当 F 在 x̄ 点是局部 Lipschitz 的情形下, 我们也能证明 γτ 在 x̄ 点是 Fréchet

可微的.

定理 3.2 假设 g 在 x̄ 点关于 −F (x) 是邻近正则的 (正则常数为 r), 那么对任意的 τ ∈ (0, 1r ),

函数 γτ 在 x̄ 点是 Fréchet 可微的, 且 ∇γτ (x̄) = −F (x̄).

证明 对固定的 τ ∈ (0, 1r ), 由于 eτg 在 x̄− τF (x̄) 附近是 C1,+ 的, 存在某个常数 C > 0, 使得当

∥h∥ 充分小时, 有

∥eτg(x̄− τF (x̄) + h)− eτg(x̄− τF (x̄))−∇eτg(x̄− τF (x̄))h∥

6 ∥h∥
∫ 1

0

∥∇eτg(x̄− τF (x̄) + th)−∇eτg(x̄− τF (x̄))∥dt

6 C∥h∥2.

注意到 ∇eτg(x̄− τF (x̄)) = −F (x̄) 以及 F 在 x̄ 点是局部 Lipschitz 连续的, 于是, 对 ξ 充分接近 0, 有

eτg(x̄+ ξ − τF (x̄+ ξ))− eτg(x̄− τF (x̄))
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= ⟨−F (x̄), ξ − τ(F (x̄+ ξ) + F (x̄))⟩+O(∥ξ − τ(F (x̄+ ξ) + F (x̄))∥2).

进而由 (3.1) 得, 对 ξ 充分接近 0, 有

γτ (x̄+ ξ)− γτ (x̄)

= ⟨−F (x̄), ξ⟩ − τ

2
∥F (x̄+ ξ)− F (x̄))∥2 +O(∥ξ − τ(F (x̄+ ξ)− F (x̄))∥2)

= ⟨−F (x̄), ξ⟩+O(∥ξ∥2).

这蕴涵 γτ 在 x̄ 点是 Fréchet 可微的, 且 ∇γτ (x̄) = −F (x̄). ⊓⊔

3.2 正则间隙函数的二阶可微性

本小节首先回顾广义实值函数的二阶上图导数的定义及性质, 讨论邻近正则函数 Moreau 包络函

数的二阶可微性及邻近映射的 proto- 可微性, 进而探讨正则间隙函数的二阶可微性.

令 {St}t>0 ⊂ H 为一族集合, 称

Lim supSt := {ξ | ∃ 序列 tk ↓ 0, ξk → ξ, 满足 ξk ∈ Stk , k = 1, 2, . . .},

Lim inf St := {ξ | ∀ tk ↓ 0,∃ ξk → ξ 满足 ξk ∈ Stk , k = 1, 2, . . .}

为集合族 St 在 t ↓ 0 时的上极限集和下极限集. 若 S = Lim supt ↓0 St = Lim inft ↓0 St, 则称 St 在

Painlevé-Kuratowski 意义下收敛于集合 S, 记作 S = Lim t↓0 St.

考虑一族广义实值函数 φ,φt : H → R̄. 如果 epiφ = Lim t↓0 epiφt, 则称当 t ↓ 0 时, φt 上图收敛于

函数 φ, 记作 φ = epi- limt↓0 φt.

函数的上图极限可以借助函数值的极限来表示 (参见文献 [30]). 例如, φt 上图收敛于 φ当且仅当

对任意的 tk ↓ 0 和任意 ξ ∈ H, 有

lim inf
k→∞

φtk(ξk) > φ(ξ), 对任意的序列 ξk → ξ,

lim sup
k→∞

φtk(ξk) 6 φ(ξ), 对某个序列 ξk → ξ.

上面的不等式事实上蕴涵至少对某个序列 ξk → ξ 有 φtk(ξk) 收敛于 φ(ξ). 关于上图收敛更详细的性

质可以参见文献 [29, 30]. 下面上图导数的定义首先是 Rockafellar [47] 给出的. 令 g : H → R̄ 为广义实
值函数, x̄ ∈ domg 为给定的点且 g(x̄) 是有限数.

定义 3.1 称函数 g 在 x 点是上图可微的, 如果一阶差商函数

φx,t(ξ) =
g(x+ tξ)− g(x)

t
, t > 0

上图收敛于某个函数 g′x : H → R̄, 即 g′x = epi- limt↓0 φx,t 且 g′x(0) > −∞. 称 g′x(ξ) 为 g 在 x 点的一阶

上图导数. 进一步, 如果向量 v ∈ H 满足

g′x(ξ) > ⟨v, ξ⟩, 对所有的 ξ ∈ H,

则称其为 g 在 x 点的上图梯度.
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定义 3.2 称函数 g 在 x 点关于 v ∈ H 是二阶上图可微的, 如果 g 在 x 点是一阶上图可微的,

二阶差商函数

φx,v,t(ξ) =
g(x+ tξ)− g(x)− t⟨ξ; v⟩

1
2 t

2

上图收敛于某个函数 g′′x,v : H → R̄,即 g′′x,v = epi- limt↓0 φx,v,t 且 g′′x,v(0) > −∞. 称 g′′x,v(ξ)为 g 在 x点

关于 v 的二阶上图方向导数. 如果 g 在 x 点关于任意的上图梯度 v 是二阶上图可微的 (前提是, g 在

x 点是上图可微的且至少存在一个上图梯度), 则称函数 g 在 x 点是二阶上图可微的.

函数的一阶和二阶上图导数的性质及很多上图可微的函数的例子可参见文献 [46, 47]. 下面仅列

出几个在后面经常使用的性质.

命题 3.1 [47] 一阶上图导数 g′x (若存在) 是下半连续正齐次的, 二阶上图导数 g′′x,v (若存在) 是

正二次齐次的. 显然, g′x(0) > −∞ 等价于 g′x(ξ) > −∞, ∀ ξ ∈ Rn, g′x(0) = 0; g′′x,v(0) > −∞ 蕴涵

g′′x,v(ξ) > −∞, ∀ ξ ∈ Rn, g′′x,v(0) = 0.

注 3.1 从定义 3.1 和 3.2, 注意到, 如果 g 在 x 点关于次梯度 v 是二次上图可微的, 则

{ξ ∈ H : g′′x,v(ξ) <∞} ⊂ {ξ ∈ H : g′x(ξ) = ⟨v, ξ⟩} =: Cg(x, v).

命题 3.1确保 g′′x,v 在任何紧集上达到它的极小值.从文献 [53, 定理 2.2]知,如果一个凸函数 g 在 x点

关于次梯度 v 是二阶上图可微的, 则 v 一定是 g 在 x 点在凸分析意义下的次梯度, 即

g(x′) > g(x) + ⟨v, x′ − x⟩, ∀x′ ∈ Rn,

并且它的二阶上图导数 g′′x,v 是非负下半连续真凸函数, 且满足 g′′x,v(0) = 0.

设 g : H → R 在 x 点是 Gâteaux 可微的, 如果对任意的 h ∈ H, 极限

g′′(x, h) = lim
t↓0

h′→h

g(x+ th′)− g(x)− t⟨∇g(x), h′⟩
1
2 t

2

存在, 则称 g 在 x 点是二阶 Hadamard 方向可微的. 从定义可知, 如果 g′′(x, h) 存在, 则它关于 h 一

定是连续. 显然 g 在 x 点是二阶 Hadamard 方向可微的, 则它在 x 点关于 ∇g(x) 一定是二阶上图可
微的.

设 T : U ⇒ H 是从 Hilbert 空间 U 到 H 的集值映射, x̄ ∈ T (ū). T 在 ū 关于 x̄ 的余切导数是一

个从 U 到 H 的集值映射, 记作 DT (ū, x̄), 定义为

gphDT (ū, x̄) = Lim sup
t ↓0

gphT − (ū, x̄)

t
.

如果集值映射

∆ū,x̄,tT : ξ ⇒ T (ū+ tξ)− x̄

t
(3.2)

当 t ↓ 0 时图收敛, 即极限

Lim
t↓0

gph∆ū,x̄,tT = Lim
t↓0

gphT − (ū, x̄)

t

存在, 则称 T 在 ū 点关于 x̄ 是 proto- 可微的, 称其极限, 记作 T ′
ū,x̄, 为 T 在 ū 关于 x̄ 的 proto- 导数.

当 T (ū) = {x̄} 是单点集时, 简记为 T ′
ū(ξ), 且仅称 T 在 ū 点是 proto- 可微的. 显然, 如果 T 在 ū 点关

于 x̄ 是 proto- 可微的, 则 DT (ū, x̄)(·) = T ′
(ū,x̄)(·). 如果 T 在 ū 的某个邻域是单值的, 且 T 在 ū 点是

Hadamard 方向可微的, 则 T 在 ū 点一定是 proto- 可微的且 T ′
ū(ξ) = T ′(ū, ξ), 反之也成立, 如果 T 在

ū 点是局部 Lipschitz 连续的.
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定理 3.3 (参见文献 [31, 定理 6.1]) 假设 Tϵ 是 ∂g 在 (x̄, v̄) 点的一个 g 相关 ϵ- 局部化, 则 g 在

x̄ 点关于 v̄ ∈ ∂g(x̄) 是二阶上图可微的当且仅当 Tϵ 在 x̄ 点关于 v̄ 是 proto- 可微的, 此时有

(Tϵ)
′
x̄,v̄(ξ) =

1

2
∂[g′′x̄,v̄](ξ), ∀ ξ ∈ Rn.

此外, 如果 g 在 x̄ 点关于 v̄ 是次微分连续的, 则上面结论对 Tϵ = ∂g 也成立.

文献 [30, 推论 13.15 和 命题 13.32] 表明, 如果 g 在 x̄ 点是完全 amenable 的, 则存在 x̄ 点某个

邻域 V 使得 g 在任意的 x ∈ V ∩ (domg) 关于任意的 v ∈ ∂g(x) 都是邻近正则且次微分连续的. 文

献 [47,48]证明了完全 amenable函数类是二阶上图可微的,同时也给出了该类函数 g 的二阶上图导数

及其次微分的公式, 并证明了该次微分等于 ∂g 的 proto- 导数.

文献 [50,定理 3.5]给出了下面引理在 v̄ = 0情形的证明,但其证明引用了许多其他文献的结论而

且详细证明隐含在文献 [31, 定理 6.1] 中. 为了便于理解, 我们给出引理 3.1 的详细证明.

引理 3.1 假设 g 在 x̄ ∈ domg 点关于 v̄ ∈ ∂g(x̄) 是二阶上图可微且邻近正则的 (常数为 r), 则

对任意的 τ ∈ (0, 1r ), 下列等价性质成立:

(i) eτg 在 x̄+ τ v̄ 点关于 v̄ 是二阶上图可微的;

(ii) eτg 在 x̄+ τ v̄ 点关于 v̄ 是二阶 Hadamard 方向可微的;

(iii) ∇eτg 在 x̄+ τ v̄ 点关于 v̄ 是 proto- 可微的;

(iv) proxτg 在 x̄+ τ v̄ 点关于 v̄ 是 proto- 可微的.

在上面等价条件成立的情形下, 有

(eτg)
′′
x̄+τv̄,v̄(ξ) = e τ

2
g′′x̄,v̄(ξ) = inf

h∈Rn

{
g′′x̄,v̄(h) +

1

τ
∥ξ − h∥2

}
(3.3)

且 g′′x̄,v̄(·) + r∥ · ∥2 是非负凸函数, 这说明 (eτg)
′′
x̄+τv̄,v̄(ξ) 既是 C1+ 的, 也是仿凸的且满足

∇e τ
2
g′′x̄,v̄ =

2

τ

[
I −

(
I +

τ

2
D

)−1]
, 其中 D := ∂g′′x̄,v̄. (3.4)

进一步有下面展开式:

eτg(x̄+ τ v̄ + ξ) = eτg(x̄+ τ v̄) + ⟨v̄, ξ⟩+ e τ
2
g′′x̄,v̄(ξ) + o(∥ξ∥2), (3.5)

∇eτg(x̄+ τ v̄ + tξ) = v̄ +
1

2
t∇e τ

2
g′′x̄,v̄(ξ) + o(∥tξ∥), (3.6)

proxτg(x̄+ τ v̄ + tξ) = x̄+ t

[
I − 1

2
τ∇e τ

2
g

′′

x̄,v̄

]
(ξ) + o(∥tξ∥). (3.7)

证明 根据定理 2.2, 有

eτg(x̄+ τ v̄) = g(x̄) +
τ

2
∥v̄∥2 且 ∇eτg(x̄+ τ v̄) = v̄. (3.8)

考虑下面的二阶差商函数:

∆2
t g(ξ) :=

g(x̄+ tξ)− g(x̄)− t⟨v̄, ξ⟩
1
2 t

2
,

∆2
t eτg(ξ) :=

eτg(x̄+ τ v̄ + tξ)− eτg(x̄+ τ v̄)− t⟨v̄, ξ⟩
1
2 t

2
.
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容易证明 ∆2
t eτg = e τ

2
∆2

t g 为 ∆2
t g 的包络函数. 事实上, 根据包络函数的定义及 (3.8), 有

∆2
t eτg(ξ) =

2

t2
inf

h∈Rn

{
g(h) +

1

2τ
∥x̄+ τ v̄ + tξ − h∥2 −

(
g(x̄) +

τ

2
∥v̄∥2

)
− t⟨v̄, ξ⟩

}
=

2

t2
inf

h∈Rn

{
g(x̄+ th) +

1

2τ
∥(x̄+ τ v̄ + tξ)− (x̄+ th)∥2 −

[
g(x̄) +

τ

2
∥v̄∥2

]
− t⟨v̄, ξ⟩

}
= inf

h∈Rn

{
g(x̄+ th)− g(x̄)− t⟨v̄, h⟩

1
2 t

2
+

1

τ
∥ξ − h∥2

}
.

由命题 2.1 知, 存在充分小的 λ0 > 0, 使得

∆2
t g(ξ) > − 1

λ0
∥ξ∥2, ∀ ξ ∈ Rn, t > 0. (3.9)

于是, g 在 x̄ 点关于 v̄ 是二阶上图可微的当且仅当 t → 0 时二阶差商函数 ∆2
t g(·) 上图收敛于 g′′x̄,v̄(·).

根据文献 [30, 定理 7.37], 一致邻近有界条件 (3.9) 及 ∆2
t g(·) 上图收敛于 g′′x̄,v̄(·) 等价于 g′′x̄,v̄ 是邻近

有界的, 当 t → 0 时 ∆2
t eτg(·) 在 Rn 上逐点收敛, 并且极限为 e τ

2
g′′x̄,v̄; 同时也说明收敛不仅是逐点收

敛而且是连续收敛的, 这蕴涵当 t → 0 时 ∆2
t eτg(·) 在 Rn 的有界子集上一致收敛于 e τ

2
g′′x̄,v̄, 进而也是

上图收敛的. 这说明 eτg 在 x̄ + τ v̄ 点关于 v̄ 是二阶 Hadamard 方向可微的, 也是二阶上图可微的且

(eτg)
′′
x̄+τv̄,v̄(ξ) = e τ

2
g′′x̄,v̄ 以及展开 (3.5) 成立. 显然, 在这种情形, (i) 与 (ii) 是等价的.

根据定理 2.2(ii) 可知, 对任意的 τ ∈ (0, 1r ), 函数 êτg := eτg +
r

2(1−τr)∥ · ∥
2 在 x̄+ τ v̄ 的某个邻域

上是凸和 C1+ 的, 并且 ∇êτg = ∇eτg + r
(1−τr)I. 由定理 3.3 知, êτg 在 x̄+ τ v̄ 是二阶上图可微的当且

仅当 ∇êτg 在 x̄+ τ v̄ 是 proto- 可微的, 并且

(∇eτg)′x̄+τv̄(ξ) = ∂

[
1

2
(eτg)

′′
x̄+τv̄,v̄

]
(ξ) = ∂

[
1

2
e τ

2
(g′′x̄,v̄)

]
(ξ), ∀ ξ ∈ Rn.

这说明 (ii) 与 (iii) 是等价的, 并且 (3.6) 成立. 进一步, 由注 3.1 知, êτg 在 x̄ + τ v̄ 的二阶上图

导数 (eτg)
′′
x̄+τv̄,v̄(·) + r

(1−τr)∥ · ∥2 是非负下半连续真凸的, 于是, (eτg)
′′
x̄+τv̄,v̄(·) 是仿凸的, 进而由

(eτg)
′′
x̄+τv̄,v̄(ξ) = e τ

2
g′′x̄,v̄ 和文献 [32,定理 2.3,命题 2.4]知, (eτg)

′′
x̄+τv̄,v̄(·)是 C1,+ 的. 因为当 τ → 0时,

(eτg)
′′
x̄+τv̄,v̄(·) +

r

(1− τr)
∥ · ∥2 = e τ

2
g′′x̄,v̄(·) +

r

(1− τr)
∥ · ∥2

逐点递增收敛于 g′′x̄,v̄(·) + r∥ · ∥2, 所以, g′′x̄,v̄(·) + r∥ · ∥2 也是非负凸的, 即 g′′x̄,v̄(·) 是仿凸的.

再次应用定理 3.3, 有

∇e τ
2
g′′x̄,v̄ =

2

τ

[
I −

(
I +

τ

2
D

)−1]
, 其中 D := ∂g′′x̄,v̄.

于是, (iii) 和 (iv) 及 (3.6) 和 (3.7) 的等价性可以直接从 ∇eτg 与 proxτg 的关系得到. ⊓⊔

例 3.1 (参见文献 [30, 命题 13.33, 练习 7.28 和 8.31]) 假设 gi : Rn → R 是 C2 的, i = 1, 2, . . . ,

g = max{g1, . . . , gm}, 则 g 在 Rn 上的任一点 x̄ 是邻近正则的、一阶 Hadamard 可微的, 且关于任意

次梯度 v ∈ ∂g(x̄) 是二阶上图可微的. 进一步, 令 I(x̄) := {i : gi(x̄) = g(x)}, 则有

g′x̄(ξ) = max
i∈I(x̄)

{⟨∇gi(x̄), ξ⟩}, ∂g(x̄) = conv{∇gi(x̄) : i ∈ I(x̄)};

令 I ′(x̄, ξ) := {i ∈ I(x̄) : ⟨∇gi(x̄), ξ⟩ = g′x̄(ξ)}, 则有

g′′x̄,v(ξ) = IK(x̄,v)(ξ) + max

{ ∑
i∈I(x̄)

αi⟨ξ,∇2gi(x̄)ξ⟩ : αi > 0,
∑

i∈I(x̄)

αi = 1,
∑

i∈I(x̄)

αi∇gi(x̄) = v

}
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且 ξ ∈ K(x̄, v) ⇔ v ∈ conv{∇gi(x̄) : i ∈ I ′(x̄, ξ)}.
作为上面引理的直接应用, 我们得到正则间隙函数 γτ 的二阶可微性.

定理 3.4 假设 F : Rn → Rn 在 x̄ 点是 Hadamard 方向可微的, 且 −F (x̄) ∈ ∂g(x̄), 假设 g 在 x̄

点关于 −F (x̄) 是二阶上图可微且邻近正则的 (正则常数为 r), 则对任意的 τ ∈ (0, 1r ), 下列结论成立:

(i) γτ 在 x̄ 点是二阶 Hadamard 方向可微的, 且二阶导数满足

γ′′τ (x̄, ξ) = inf
h∈Rn

{
g′′x̄,−F (x̄)(h) + 2⟨F ′(x̄, ξ), h− ξ⟩+ 1

τ
∥h− ξ∥2

}
= inf

h∈C(x̄,F (x̄))

{
g′′x̄,−F (x̄)(h) + 2⟨F ′(x̄, ξ), h− ξ⟩+ 1

τ
∥h− ξ∥2

}
; (3.10)

(ii) 邻近解映射 Pτ 在 x̄ 点是 proto- 可微的, 其导算子满足

(Pτ )
′
x̄(ξ) =

[
I +

τ

2
∂g′′x̄,−F (x̄)

]−1

(ξ − τF ′(x̄, ξ)).

证明 (i) 对任意 ξ ∈ Rn 和 t > 0, 根据展开 (3.5), 有

eτg(x̄+ tξ − τF (x̄+ tξ))− eτg(x̄− τF (x̄))

= ⟨F (x̄), tξ + τ(F (x̄+ tξ)− F (x̄))⟩+ t2

2
e τ

2
g′′x̄,v̄

(
ξ − τ

F (x̄+ tξ)− F (x̄)

t

)
+ o

(
t2
∥∥∥∥ξ − τ

F (x̄+ tξ) + F (x̄)

t

∥∥∥∥2).
于是, 由 (3.1) 得

γτ (x̄+ tξ)− γτ (x̄)− t⟨−F (x̄), ξ⟩

=
t2

2
e τ

2
g′′x̄,−F (x̄)

(
ξ − τ

F (x̄+ tξ) + F (x̄)

t

)
− τ

2
∥F (x̄+ tξ)− F (x̄)∥2

+ o

(
t2
∥∥∥∥ξ − τ

F (x̄+ tξ)− F (x̄)

t

∥∥∥∥2). (3.11)

注意到 e τ
2
g′′x̄,−F (x̄)(·) 是连续的, 而 F 在 x̄ 点是 Hadamard 方向可微的, (3.11) 蕴涵 γτ 在 x̄ 点是二阶

Hadamard 方向可微的, 并且

γ′′τ (x̄, ξ) = e τ
2
g′′x̄,−F (x̄)(ξ − τF ′(x̄, ξ)) + τ∥F ′(x̄, ξ)∥2

= inf
h∈Rn

{
g′′x̄,−F (x̄)(h) + 2⟨F ′(x̄, ξ), h− ξ⟩+ 1

τ
∥h− ξ∥2

}
.

从注 3.1 知, domg′′x̄,−F (x̄) ⊂ Cg(x̄,−F (x̄)). 于是 (3.10) 成立.

(ii) 由 (1.14) 知,

Pτ (x) = proxτg(x− τF (x)).

根据 (3.7), 有

Pτ (x̄+ tξ) = x̄+ t

[
I − 1

2
τ∇e τ

2
g′′x̄,−F (x̄)

](
ξ − τ

F (x̄+ tξ) + F (x̄)

t

)
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+ o

(
t

∥∥∥∥ξ − τ
F (x̄+ tξ)− F (x̄)

t

∥∥∥∥).
这说明 Pτ 在 x̄ 点是 Hadarmad 方向可微的, 进而是 proto- 可微的, 并且

(Pτ )
′
x̄(ξ) =

[
I − 1

2
τ∇e τ

2
g′′x̄,−F (x̄)

]
(ξ − τF ′(x̄, ξ)) =

[
I +

τ

2
∂g′′x̄,−F (x̄)

]−1

(ξ − τF ′(x̄, ξ)).

证毕. ⊓⊔

4 变分包含解的局部唯一性及对参数的连续性

本节将讨论变分包含 (1.11) 解唯一的条件. 令 g : Rn → (−∞,+∞] 为真下半连续邻近有界函数,

F : Rn → Rn 为局部 Lipschitz 连续映射. 令 x̄ 为 (1.11) 的一个给定的解, 即 0 ∈ F (x̄) + ∂g(x̄). 假设 g

在 x̄ 点关于 −F (x̄) 是邻近正则且次微分连续的且 F 在 x̄ 是 Hadamard 方向可微的.

由命题 2.2 可知, x̄ 是 (1.11) 的解当且仅当存在某个 τ > 0 使得 x̄ 是下面极小化问题:

min θτ (x) := g(x)− γτ (x) (4.1)

的局部最优解且 θτ (x̄) = 0.

称优化问题 (4.1) 在 x̄ 处满足二阶增长条件, 如果存在 c > 0 和 x̄ 的一个邻域 V 使得

θτ (x) > θτ (x̄) + c∥x− x̄∥2 (4.2)

对所有 x ∈ V 成立. 显然, 如果 x̄ 是 (1.11) 的一个解, 则二阶增长条件 (4.2) 蕴涵 x̄ 是 (1.11) 的局部

唯一解.

定理 4.1 令 x̄ ∈ domg 为变分包含 (1.11) 的解. 假设 g 在 x̄ 点关于 −F (x̄) 是二阶上图可微的,

则对任意充分小的 τ > 0, 下面陈述等价, 且蕴涵 x̄ 是 (1.11) 的局部唯一解.

(i) 二阶增长条件 (4.2) 成立;

(ii) g′′x̄,F (x̄)(ξ)− γ′′τ (x̄, ξ) > 0,∀ ξ ∈ Cg(x̄, v̄) \ {0};
(iii) ξ = 0 是下面变分包含:

0 ∈ F ′(x̄, ξ) + (∂g)′x̄,F (x̄)(ξ)

的唯一解.

证明 (i)⇔ (ii). 显然 θτ 是真下半连续的. 因为 x̄ ∈ domg是 (1.11)的解,所以有 0 ∈ F (x̄)+∂g(x̄).

根据定理 3.1 可知, γτ 在 x̄ 点是连续可微的, 且 ∇γτ (x̄) = −F (x̄). 于是, 根据文献 [41, 命题 1.107] 知,

0 ∈ ∂g(x̄)−∇γτ (x̄) = ∂θτ (x̄). 由于 γ 在 x̄ 点是二阶 Hadamard 方向可微的, 根据文献 [47, 命题 2.10]

(或者文献 [30, 定理 7.46]) 知, θτ 在 x̄ 点是二阶上图可微的, 且 (θτ )
′′
x̄,0(·) = g′′x̄,F (x̄)(·) − γ′′τ (x̄, ·). 不难

证明二阶增长条件 (4.2) 成立当且仅当

(θτ )
′′
x̄,0(ξ) > c∥ξ∥2, 对所有 ξ ∈ Rn. (4.3)

由注 3.1 知, 上式与 (ii) 等价.

(ii) ⇔ (iii). 由 (3.10) 知, g′′x̄,F (x̄)(ξ) > γ′′τ (x̄, ξ) 对所有的 ξ ∈ Rn 成立. 于是 (ii) 等价于 ξ = 0 是

使得 g′′x̄,F (x̄)(ξ) = γ′′τ (x̄, ξ) 成立的唯一向量. 再由 (3.10), 这个等式成立当且仅当 (3.10) 极小化问题在
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h = ξ 达到最小值. 由引理 3.1 知函数 ϕ(h) := g′′x̄,F (x̄)(h) + 2⟨F ′(x̄, ξ), h− ξ⟩+ 1
τ ∥ξ − h∥2 是凸的. 于是,

h = ξ 是 ϕ(h) 极小点的充要条件是 0 ∈ ∂ϕ(ξ), 即 −F ′(x̄, ξ) ∈ ∂( 12g
′′
x̄,F (x̄))(ξ) = (∂g)′x̄,F (x̄)(ξ). 这证明了

(ii) ⇔ (iii). ⊓⊔

下面假设映射 F 依赖某个参数 u ∈ Rm, 即 F : Rn × Rm → Rn, 我们讨论参数变分包含

0 ∈ F (x, u) + ∂g(x) (4.4)

的解映射 S(u) := {x ∈ Rn : 0 ∈ F (x, u) + ∂g(x)} 关于参数 u 的连续性. 假设 −F (x̄, ū) ∈ ∂g(x̄), F (·, ·)
在 (x̄, ū) 点是局部 Lipschitz 连续且方向可微的, g 在 x̄ 关于 −F (x̄, ū) 是二阶上图可微的.

一个集值映射 Φ: Rm ⇒ Rn 称为在 ū 点关于 x̄ ∈ Φ(ū)是局部上 Lipschitz的, 如果存在一个正常

数 c 以及 ū 和 x̄ 的邻域 U 和 V , 使得

Φ(u) ∩ V ⊂ x̄+ c∥u− ū∥B, 所有的 u ∈ U, (4.5)

其中 B 代表 Rm 中的闭单位球. 上面的定义在文献 [54] 中也称 Φ 在 ū 点关于 x̄ 有孤立平稳性.

下面关于 Φ 的局部上 Lipschitz 性质的刻画在文献 [55, 56] 中给出.

命题 4.1 集值映射 Φ: Rm ⇒ Rn 在 ū 点关于 x̄ ∈ Φ(ū) 是局部上 Lipschitz 的当且仅当

DΦ(ū, x̄)(0) = {0}.
由文献 [56, 推论 3.3] 或者 [57, 定理 4.1] 知,

DS(ū, x̄)(p) ⊂ {ξ : 0 ∈ −F ′(x̄, ū)(ξ, p) +D(∂g)(x̄, F (x̄, ū))(ξ)}. (4.6)

这和定理 3.3 蕴涵

DS(ū, x̄)(p) ⊂ {ξ : 0 ∈ −F ′(x̄, ū)(ξ, p) + (∂g)′x̄,v̄(ξ)}. (4.7)

因此, 我们有下面结果.

定理 4.2 如果定理 4.1 中的等价条件 (i)–(iii) 之一成立, 则解映射 S 在 ū 点关于 x̄ 是局部上

Lipschitz 的.

证明 根据 (4.7), 如果定理 4.1(iii) 成立, 则 DS(ū, x̄)(0) = {0}. 由命题 4.1 知, S 在 ū 点关于 x̄

是局部上 Lipschitz 的. ⊓⊔

进一步, 如果考虑下面的解映射:

S(u, v) := {x ∈ Rn : v + F (x, u) ∈ ∂g(x)}, (4.8)

则根据文献 [57, 定理 4.1] 知, S(u, v) 在 (ū, 0, x̄) 是 proto- 可微的, 且

S′
ū,0,x̄(p, d) = {ξ : d ∈ F ′(x̄, ū)(ξ, p) + (∂g)′x̄,v̄(ξ)}. (4.9)

5 特殊的变分不等式 VI(K,F )VI(K,F )VI(K,F ) 情形

本节将前面获得的结果应用到变分不等式情形. 令 K ⊂ H 为给定的非空闭集, x ∈ K 为给定的

点. 首先回顾一些基本概念. K 在 x 点的余切锥 (bouligand)

TK(x) := Lim sup
t↓0

K − x

t
,
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内切锥

T i
K(x) := Lim inf

t↓0

K − x

t
,

以及 K 在 x 点关于方向 h 的外、内二阶切集

T 2
K(x, h) := Lim sup

t↓0

K − x− th
1
2 t

2

和

T i,2
K (x, h) := Lim inf

t↓0

K − x− th
1
2 t

2
.

令 σ(y,K) := supz∈K⟨y, z⟩ 表示 K 的支撑函数, 它是指示函数 δK(·) 的共轭函数.

当 g(·) := δK(·) 是非空闭集 K 的指示函数时, 变分包含问题 (1.11) 退化为下面的变分不等式

问题:

−F (x) ∈ NK(x). (5.1)

特别当 K 是凸集时, (5.1) 恰好是经典变分不等式 (1.1). 变分不等式 (5.1) 的局部正则间隙函数变为

γτ (x) := inf
y∈K∩V

{
⟨F (x), x− y⟩+ 1

2τ
∥x− y∥2

}
. (5.2)

注意到由文献 [49]可知, K 在 x̄ ∈ K 点是邻近正则的当且仅当 δK(x)在 x̄点是 p.l.n. 的. 作为定理 3.1

和 3.2 的应用, 我们获得下面结果.

定理 5.1 令 x̄ 为 (5.1) 的一个解. 假设 F 在 x̄ 点是局部 Lipschitz 连续的, 假设 K 在 x̄ 关于

−F (x̄) 是邻近正则的, 且有正则常数 r, 则

(i) 对任意的 τ ∈ (0, 1r ), γτ 在 x̄ 点是 Fréchet 可微的, 且 ∇γτ (x̄) = F (x̄). 对所有的 x 充分接近 x̄,

(5.2) 中的极小化问题有唯一解 Pτ (x) = PK(x + τF (x)), 并且 Pτ (x) 在 x̄ 点是局部 Lipschitz 连续的,

且 γτ (x̄) = g(x̄);

(ii) 如果 F 在 x̄ 点的某个邻域上是 C1 (或者 C1,+) 的, 则对任意的 τ ∈ (0, 1r ), 函数 γτ 在 x̄ 某个

邻域内是 C1 (或者 C1,+) 的, 且

∇γτ (x) =
1

τ
(I + τ(DF (x))∗)(I − PK)(x+ τF (x))− τ(DF (x))∗F (x)

对所有的 x 充分接近 x̄ 成立.

定义 5.1 称集合 K ⊂ H 在 x̄ ∈ K 沿方向 h ∈ TK(x̄) 是二阶方向可微的, 如果 T i
K(x̄) = TK(x̄)

且 T i,2
K (x̄, h) = T 2

K(x̄, h).

定义 5.2 称 K 在 x̄ ∈ K 点是二阶正则的, 如果 h ∈ TK(x̄), K 在 x̄ 点沿方向 h ∈ TK(x̄) 是二

阶方向可微的,并且对任意的序列 xk := x̄+ tkh+
1
2 t

2
kwk ∈ K,其中 tk ↓ 0, tkwk → 0,有下面条件成立:

lim
k→∞

dist(wk, T
2
K(x̄, ξ)) = 0.

给定向量 v ∈ H, [v] 表示 v 生成的子空间, [v]⊥ 表示 [v] 的直交补子空间. 由文献 [39, 命题 2.58]

知, 如果 T i
K(x̄) = TK(x̄), 则 (δK)′x̄(·) = δTK(x̄)(·). 下面的命题在文献 [58] 中给出.
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命题 5.1 令 x̄ ∈ K, ū ∈ NK(x̄) 为给定的点. 假设 K 在 x̄ 点是二阶正则的, 则 δK 在 x̄ 点关于

ū 是二阶上图可微的, 并且

(δK)′′x̄,ū(h) =

−σ(ū, T 2
K(x̄, h)), 如果 h ∈ TK(x̄) ∩ [ū]⊥,

+∞, 否则.
(5.3)

在余下部分, 我们假设空间是有限维的, K 为 Rn 中的非空闭集. 作为定理 3.4、4.1和命题 5.1 的

应用, 我们获得下面结果.

定理 5.2 给定 (5.1) 的解 x̄, 假设 K 在 x̄ 点是邻近正则和二阶正则的, F : Rn → Rn 在 x̄ 点

Hadamard 方向可微的, 则对任意充分小的 τ > 0, 下列陈述成立:

(i) γτ 在 x̄ 点是二阶 Hadamard 方向可微的, 且二阶导数满足

γ′′τ (x̄, ξ) = inf
h∈TK(x̄)∩[F (x̄)]⊥

{
− σ(F (x̄), T 2

K(x̄, h)) + 2⟨F ′(x̄, ξ), ξ − h⟩+ 1

τ
∥ξ − h∥2

}
;

(ii) 邻近解映射 Pτ 在 x̄ 点是 proto- 可微的, 且

(Pτ )
′
x̄(ξ) = [I + τ(Np

K)′x̄,F (x̄)]
−1(ξ + τF ′(x̄, ξ)).

证明 命题 5.1(i) 恰为定理 4.1 在 g = δK 情形的相应的部分. 因为 K 在 x̄ 点是邻近正则, 等价

于它在 x̄ 点是 p.l.n. 的. 由文献 [49, 推论 2.2] 知, 存在 x̄ 的一个开邻域 V 使得对所有的 x ∈ V , 极限

法锥 NK(x) 是闭凸的, 进而有 NK(x) = Np
K(x). 根据定理 3.3, 邻近法锥 Np

K(·) 在 x̄ 点关于 −F (x̄) 是
proto- 可微的, 并且

1

2
(Np

K)′x̄,F (x̄) = ∂[(δK)′′x̄,F (x̄)](ξ), 对所有的 ξ ∈ Rn. (5.4)

于是 (ii) 恰好为定理 3.4 在 g = δK 情形的相应的部分. ⊓⊔

当 F 在 x̄点为局部 Lipschitz连续且 Hadamard方向可微时, 文献 [12]使用不同的方法证明了定

理 5.2(i). 由定理 5.1、5.2(ii) 和 4.1, 容易得到下面的定理 5.3. 这个定理改进了文献 [12, 定理 3.1], 那

里要求 K = G−1(C)是一类特殊的二阶正则且邻近正则集合,其中 G和 C 满足下面的 (A1)–(A3); 其

证明是基于文献 [39, 命题 3.105] 中的二阶增长条件与抛物二阶导数的关系以及抛物二阶导数的计算

公式.

定理 5.3 令 x̄ 为 (5.1) 给定的解, 假设 K 在 x̄ 点是邻近正则和二阶正则的, F : Rn → Rn 在 x̄

点是 Hadamard方向可微的,则对任意充分小的 τ > 0,下列陈述等价且蕴涵 x̄是 (5.1)的局部唯一解.

(i) 二阶增长条件成立, 即存在常数 c > 0 和 x̄ 的某个邻域 V , 使得

−γτ (x) > −γτ (x̄) + c∥x− x̄∥2, 对所有的 x ∈ V ∩K; (5.5)

(ii) γ′′τ (x̄, ξ) + σ(F (x̄), T 2
K(x̄, ξ)) < 0,对所有的 ξ ∈ TK(x̄) ∩ [F (x̄)]⊥) \ {0};

(iii) ξ = 0 是

0 ∈ F ′(x̄, ξ) + (Np
K)′x̄,F (x̄)(ξ)

的唯一解.
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下面将考虑 K = {x ∈ Rn : G(x) ∈ C} 的情形, 并且假设

(A1) G : Rn → Rm 是二阶连续可微的;

(A2) C ⊂ Rm 是闭凸的且在 G(x̄) 点二阶正则;

(A3) Robinson 约束品性在 x̄ 点成立, 即

DG(x̄)Rn + TC(G(x̄)) = Rm.

根据文献 [39, 命题 3.88 和 3.33] 知, K 在 x̄ 点是二阶正则的, 并且

TK(x̄) = DG(x̄)−1(TC(G(x̄))),

T 2
K(x0, h) = DG(x0)

−1[T 2
C(G(x0), DG(x0)h)−D2G(x0)(h, h)].

因此, 应用命题 5.1, 我们获得下列结果.

命题 5.2 令 ū ∈ NK(x̄) 为给定的法向量, 则 δK 在 x̄ 点关于 ū 是二阶上图可微的, 且

(δK)′′x̄,ū(h) =


sup

λ∈Λ(x̄)

{⟨λ,D2G(x̄)(h, h)⟩ − σ(λ, T 2
C(G(x̄), DG(x̄)h))}, 如果 h ∈ C(x̄, ū),

+∞, 否则,

(5.6)

其中 C(x̄, ū) = (DG(x̄))−1(TC(G(x̄))) ∩ [ū]⊥, Λ(x̄) = {λ ∈ Rm : ū = DG(x̄)∗λ, λ ∈ NC(G(x̄))}.
注意到, 根据文献 [59, 第 134–135 页] 或者 [31, 推论 2.12], 如果条件 (A2) 和 (A3) 成立, 则 K 在

x̄ 点是邻近正则的. 因为 Robinson 约束品性 (A3) 关于 x 在小扰动下是稳定的, 所以 K 在 x̄ 的某邻

域内的任一点 x 是邻近正则的. 于是, 在这种情形, NK(x) 是闭凸的, 且

NK(x) = Np
K(x) = (DG(x))∗NC(G(x))

对所有的 x 充分接近 x̄. 因此, 以上说明如果假设 (A1)–(A3) 成立, 则 K = {x ∈ Rn : G(x) ∈ C} 满足
定理 5.2 和 5.3 的条件.

令 ȳ := F (x̄) ∈ NK(G(x̄)) = (DG(x̄))∗NC(G(x̄)),则存在某个 λ ∈ NC(G(x̄)使得 ȳ = DG(x̄)∗λ.令

Λ(x̄) = {λ ∈ NC(G(x̄)) : ȳ = DG(x̄)∗λ}

表示 Lagrange 乘子集合. 我们说严格约束品性在 λ̄ ∈ Λ(x̄) 点成立, 如果

DG(x̄)Rn + TC0(G(x̄)) = Rm, (5.7)

其中

C0 := {y ∈ Q : ⟨λ̄, y −G(x̄)⟩ = 0}.

显然, 严格约束品性 (5.7) 蕴涵 Robinson 条件 (A3) 成立, 而且也蕴涵 Λ(x̄) 是单点集. 根据文献 [12,

引理 5.1], 在条件(A1)、(A2) 和 (5.7) 成立下, 有

(Np
K)′x̄,F (x̄)(ξ) ⊂ G(x̄)∗[(NC)

′
G(x̄),λ̄(DG(x̄)ξ)] + (D2

xxG(x̄)ξ)
∗λ̄. (5.8)

进一步, 当 DG(x̄) 是满射时, 上面的包含变成等式.

因此, 如果假设严格约束品性成立代替 Robinson 条件 (A3), 并且 ξ = 0 是下面广义方程:

0 ∈ F ′(x̄, ξ) +G(x̄)∗[(NC)
′
G(x̄),λ̄(DG(x̄)ξ)] + (D2

xxG(x̄)ξ)
∗λ̄ (5.9)

的唯一解, 则 x̄ 是 (5.1) 的局部唯一解.
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定义 5.3 [39] 称 Rn 中的一个闭凸子集 K 在 x̄ ∈ K 点是多面的 (polyhedric), 若对任意的 u ∈
NK(x̄), 有

TK(x̄) ∩ [Ker u] = cl{RK(x̄) ∩ [Ker u]}.

如果 K 在每一个 x ∈ K 都是多面的, 则称它是多面的.

根据文献 [60, 例 2.10] 或者 [61, 定理 2.1], 函数 δK(·) 是二阶上图可微的, 并且

(δK)′′x̄,ū = δTK(x̄)∩[u]⊥ . (5.10)

在这种情形, 定理 5.2 中 γτ 的二阶 Hadamard 方向导数和邻近法锥 Np
K 的 proto- 导数有下面简单

形式:

γ′′τ (x̄, ξ) = inf
h∈TK(x̄)∩[u]⊥

{
2⟨F ′(x̄, ξ), ξ − h⟩+ 1

τ
∥ξ − h∥2

}
,

(Np
K)′x̄,F (x̄)(ξ) = NTK(x̄)∩[u]⊥(ξ).
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