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摘要 本文综述 Lorentz 几何的一些进展, 包括等距嵌入定理、完备稳态真空的 Bernstein 型定理和

局部最优坐标系的构造等. 本文的主要目的是发展 Lorentz 流形上的几何分析并以之来研究 Einstein

方程.
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1 引言

1905 年, Einstein [13] 发表了 5 篇划时代的论文, 其中《论动体的电动力学》是现在所称的狭义相

对论,它将 Maxwell电动力学运用于运动的物体,深刻地阐释了时间与空间的内在联系. Minkowski [26]

将 Einstein、Lorentz 和 Poincaré 的结果用 3 + 1 维 Minkowski 空间重新表述. 3 + 1 维 Minkowski 空

间 R3,1 是一个 4 维实线性空间, 配备 Minkowski 内积 (光速 c = 1)

(x0, x1, x2, x3) · (y0, y1, y2, y3) = −x0y0 + x1y1 + x2y2 + x3y3. (1.1)

1915 年, Einstein [14] 创立了广义相对论, 将引力表述为 4 维 Lorentz 时空流形 (M, g) 的几何, 并

提出了著名的 Einstein 方程

Ric− 1

2
Rg = κT, (1.2)

其中, g 是 4 维流形 M 上的 Lorentz 度量, Ric 和 R 分别是 g 的 Ricci 曲率和数量曲率, κ 是常数, T

是由空间的物质和能量分布引起的能动张量.

第一个真空 Einstein 方程的非平凡的显式解是 Schwarzschild (1916) 给出的:

ds2 = −
(
1− 2m

r

)
dt2 +

(
1− 2m

r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2),
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其中 m > 0为无穷远处测得的天体的引力质量. Schwarzschild解描述的是旋转对称的静态的真空. 描

述绕轴旋转的真空是 Kerr 解 (1963):

ds2 = ρ2
(
dr2

∆
+ dθ2

)
+ (r2 + a2) sin2 θdϕ2 − dt2 +

2mr

ρ2
(a sin2 θdϕ− dt)2,

其中, ρ2(r, θ) = r2 + a2 cos2 θ, ∆(r) = r2 − 2mr+ a2, m和 ma是从无穷远处测得的天体的质量和角动

量. Einstein 方程其他的特解参见文献 [19].

事实上, 以往用来验证广义相对论与 Newton 引力理论的差别的实验都基于一些特解. 要进一步

了解时空的结构, 必须对 Einstein 方程展开深入研究. 按照广义相对论, 引力充当的是背景舞台的角

色, 这使得 Einstein 方程与其他物质场在本质上不同. 引力的几何学特质使得研究 Lorentz 几何与研

究 Einstein 方程这两件事情等同起来. Lorentz 几何的研究也因此引起了数学家的极大关注.

1965 年, Penrose 通过在 Lorentz 流形上引入一系列基于因果结构的拓扑概念, 运用微分几何的

技巧证明了时空的 “奇点定理”. 该定理表明, 在自然合适的能量条件和因果条件下, 如果时空有非紧

的 Cauchy 面 (Cauchy surface) 和紧致的陷俘面 (trapped surface), 则时空一定会出现奇点. Penrose

引入的陷俘面这一几何概念非常基本, 引发了大量的研究工作 (参见文献 [11, 23, 24, 28, 31]). Hawking

进一步发展了 Penrose 的思想, 将其运用于黑洞的研究之中. 目前, 黑洞唯一性定理和宇宙监督假设

(cosmic sensorship conjecture) 等仍然是该领域中未解决的核心问题.

需要强调的是,广义相对论中的奇点与通常数学中的奇点概念不同 (参见文献 [30]). Penrose的奇

点定理只是断言了时空的不完备性. 在奇点附近, 时空究竟有什么样的结构, 奇点定理本身并没有给

我们提供更多的信息. 如同在 Ricci 流等领域那样, 奇点的出现也有积极的一面, 因为奇点结构往往反

映了背景空间深刻的拓扑性质.

如何进一步发展 Penrose 与 Hawking 开启的大范围的 Lorentz 几何, 对 Einstein 方程运用爆破等

手段来充分地了解奇点以及时空的结构, 将是几何分析的一个重要研究方向.

需要指出的是, 限于篇幅, 本文没有讨论正质量定理、拟局部质量和向量场方法等数学广义相对

论中经典的重要课题.

2 类空子流形

2.1 等距嵌入

1916年, Weyl [33] 提出了著名的Weyl问题:具有正 Gauss曲率的紧致定向的曲面能不能等距地嵌

入到 3维 Euclid空间 R3 中? 这个问题的显然背景是人们希望能够 “看到”一个内蕴定义的正曲率的

曲面. Weyl 提出了解决该问题的连续性方法, 并证明了开性. 该问题被 Nirenberg [27] 和 Pogorelov [29]

完全解决.

对于负曲率情形, 早在 1901 年, Hilbert [20] 证明了任何完备的单连通的具有常负 Gauss 曲率的曲

面不能光滑地等距嵌入到 3维 Euclid空间 R3 中. Efimov [12] 将该结果推广到 Gauss曲率具有负上界

的情形 (K 6 −C).
2015 年, Chen 和 Yin [8] 重新考虑了 Hilbert 和 Efimov 的结果, 发现如果将 3 维 Euclid 空间 R3

换成 3 维 Minkowski 空间 R2,1, 强负曲率曲面 (K 6 −C) 的等距嵌入是可以实现的. 具体而言, Chen

和 Yin 证明了如下定理:
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定理 2.1 [8] 任何完备单连通 Gauss 曲率具有负上界 K 6 −C 的曲面 (M, g), 能够光滑逆紧等

距地嵌入到 R2,1. 该曲面可以夹在双曲面 x20 − x21 − x22 = 1/C 与光锥 x20 − x21 − x22 = 0 之间, 而且这种

嵌入在差 R2,1 的一个刚体运动的意义下唯一.

假设存在一个等距嵌入 X : M → R2,1, 使得对于任意 x ∈ M,X(x) 都是类时向量 (即 X(M) 落

在 O 点的光锥以内). 令 u = −⟨X,X⟩, 那么 u 满足如下的 Monge-Ampère 型方程:

det(∇2u+ g)

det(g)
= −Kg(|∇u|2 + 2u). (2.1)

反之, 假如能够求得 (2.1) 的一个正解 u, 则可以证明 Riemann 度量 ḡ = g+(d
√
2u)2

2u 的 Gauss 曲率

恒为 −1. 从而可以构造一个从 (M, ḡ) 到 R2,1 中 (上半叶) 虚单位球 H = {x20 − x21 − x22 = 1, x0 > 0}
的等距映射 i. 可以证明, 在 R2,1 的极坐标系下, 映射 I : (M, g) → R2,1, I(y) = (i(y),

√
2u), 是一个等

距嵌入.

这样, 上述等距嵌入问题就归结为如何在 (M, g) 上求解 (2.1). 为求解 (2.1), 固定 x0 ∈ M , 考虑

一列开球 Ωl = B(x0, l) (l = 1, 2, 3, . . .). 下面在 Ωl 上求解 Dirichlet 问题:

det(∇2u+ g)

det (g)
= −Kg(|∇u|2 + 2u), u |∂B(x0,l) =

1

2C2(l)
, (2.2)

其中 C2(l) = maxx∈B̄(x0,l)(−Kg(x)). 假设 Gauss 曲率在整个流形上有一个负的上界,

Kg 6 −C1, (2.3)

其中 C1 > 0. 显然 u0 = 1
2C2(l)

是 (2.2) 的一个下解. 用连续性方法可知 (2.2) 可解, 它的解 ul 满足

∇2u+ g > 0 并且有

1

2C2(l)
6 ul 6

1

2C1
. (2.4)

我们希望 ul 有一个收敛子列,使得收敛的极限是 (2.1)的解. 任意给定 k0 > 0和 k > 0,希望能够证明

sup
l

|ul|Ck(B(x0,k0)) 6 D(k0, k), (2.5)

其中 Ck(B(x0, k0)) 用覆盖 B(x0, k0) 的 (任意) 一族局部坐标系来定义.

在推导更精细的零阶估计之前, 可以先根据 (2.4) 处理一阶估计. 考虑闸函数

ξ(·) = 1

2C2(l)
+

2√
C1

(l − d(x0, . . .)). (2.6)

利用比较定理, 我们发现 1
2C2(l)

6 ul 6 ξ. 在边界上, 这蕴涵了 |∇ul| |∂B(x0,l) 6 2√
C1

. 考虑 |∇ul|2 + 2ul

的极大值. 如果该极大值在区域内部某点 x̄ 达到, 则 (∇ul)(x̄) = 0, 因为在 x̄ 点, 0 = ∇i(|∇ul|2 + 2ul)

= 2((ul)ij + gij)(ul)j 和 ∇2ul + g > 0 成立. 因此, 得到 ul 的一致的梯度估计 (与 l 无关):

sup
B(x0,l)

|∇ul| 6
2√
C1

. (2.7)

如果要避免 infB(x0,k0) ul 趋于 0, 估计 (2.4) 是不够用的. 注意, 我们没有假设 Gauss 曲率有下界, 即

当 l 趋于无穷时, C2(l) 可能会趋于 0. 这要求我们必须去发展纯粹的局部估计.
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现在推导局部的零阶估计: 任意给定 r0 > 0, 存在仅依赖于 r0 和 C1 的常数 C > 0, 使得只要

B̄(x̃, r0) ⊂ B(x0, l), 就有

ul(x̃) >
C−1

maxB̄(x̃,r0)(−Kg)
. (2.8)

我们去掉下标 l. (2.8) 的证明需要利用解 u = ul 来构造一个截断函数 ψx̃.

假设 u(x̃) < r0
4
√
c2 coth(r0

√
c2)

, r0
2r2

, 其中 c2 = maxB̄(x̃,r0)(−Kg), r2 = 2
√
c2 coth(r0

√
c2), 令 ξ

= u+ d2(x̃,·)
r0r2

, Qx̃ = {ξ < r0
r2
} ⊂ B(x̃, r0), ψ

x̃ = r0
r2

− ξ , ζ. 考虑函数 u/ζ 在区域 Qx̃ 上的最小值. 它在

边界 ∂Qx̃ 上为无穷大, 所以 u/ζ 的最小值一定在内部某点 x̄ ∈ Qx̃ 达到. 在点 x̄, 选一个合适的坐标

系使得 Hess(u) 对角化, 即 uij = λiδij . 由极值原理, 有

∇u
u

(x̄) =
∇ζ
ζ

(x̄), 0 6 ∇2u

u
(x̄)− ∇2ζ

ζ
(x̄). (2.9)

利用方程 (2.1), 在 x̄ 点, 有∑ ∇iiζ

1 + λi
6 2

ζ

u

(
1− 1√

(1 + λ1)(1 + λ2)

)
= 2

ζ

u

(
1− 1√

(−Kg)(|∇u|2 + 2u)

)
= 2

ζ

u

(
1− 1√

(−Kg)(|∇ζ|2u2/ζ2 + 2(u/ζ)ζ)

)
. (2.10)

由 |∇ζ| 6 3√
C1
和 ∇2ζ > −(∇2u+ g) (比较定理) 以及 (2.10), 有

u

ζ
> 1√

(−Kg)(
9
C1
u2/ζ2 + 2 r0

r2
(u/ζ))

− 1. (2.11)

这可以推导出

u

ζ
(x̄) > min

{
1,

2C1r0
9r2

,
r2

16r0c0

}
. (2.12)

由 (2.12) 可推导出 (2.8).

现在已经有了函数本身的局部上下界 (2.4)和 (2.8)以及一阶导数估计 (2.7). 下面根据 (2.4)、(2.8)

和 (2.7) 想办法推导出纯粹局部的二阶估计.

在一个固定的单连通区域 Ω 上定义 Riemann 度量

ds̄2 =
∑
ij

(∇iju+ gij)dx
idxj . (2.13)

由单值化定理, (Ω, ds̄2) 共形等价于单位圆盘 {|z| < 1} ⊂ C, z = x+ iy,

ds̄2 = µ(x, y)(dx2 + dy2). (2.14)

设 x1 和 x2 是 Ω 的一个固定的坐标系. 将 (2.14) 按 x1 和 x2 坐标的分量写出来 (共形关系):

∇2
11u+ g11√

(−Kg)(|∇u|2 + 2u)
=

|Dx2|2

Dx1 ∧Dx2
,

∇2
22u+ g22√

(−Kg)(|∇u|2 + 2u)
=

|Dx1|2

Dx1 ∧Dx2
,

− ∇2
12u+ g12√

(−Kg)(|∇u|2 + 2u)
=

Dx1 ·Dx2

Dx1 ∧Dx2
,

(2.15)
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其中,

Dx1 ·Dx2 = (x1)x(x
2)x + (x1)y(x

2)y,

|Dx1|2 = Dx1 ·Dx1, |Dx2|2 = Dx2 ·Dx2,

Dx1 ∧Dx2 = (x1)x(x
2)y − (x1)y(x

2)x.

可以看出, x1 和 x2 (作为 x 和 y 的函数) 的 C1 估计加上 Dx1 ∧Dx2 的下界估计可以推导出函数 u

(作为 x1 和 x2 的函数) 的 C2 估计. 这里, 假设变换 (x, y) → (x1, x2) 是保定向的. 现在开始推导这些

估计.

下面这些函数都看作 x1、x2、u、p1 和 p2 (p1 = u1, p2 = u2) 这 5 个变量的函数:

A = −Γi
11pi + g22, B = −Γi

12pi + g12, C = −Γi
22pi + g11,

D = gklpkpl + 2u, K = −Kg det(gij).
(2.16)

原方程变成

(∂21u+A)(∂22u+ C)− (∂212u+B)2 = KD. (2.17)

x1 = x1(x, y) 和 x2 = x2(x, y) 满足方程

Lx1 = h1|Dx1|2 + h2Dx
1 ·Dx2 + h3|Dx2|2 + h4Dx

1 ∧Dx2,

Lx2 = h̃1|Dx1|2 + h̃2Dx
1 ·Dx2 + h̃3|Dx2|2 + h̃4Dx

1 ∧Dx2,
(2.18)

其中 L = 1√
K
[∂x(

√
K∂x) + ∂y(

√
K∂y)] 是一个散度形式的椭圆算子,

h1 = −Bp2 − (
√
D)x1 − (

√
D)up1 + (

√
D)p1A+ (

√
D)p2B,

h2 = −Cp2 +Bp1 − (
√
D)x2 − (

√
D)up2 + (

√
D)p2C + (

√
D)p1B,

h3 = Cp1 , (2.19)

h4 =
1√
KD

(
Cx1 + Cup1 −Bx2 −Bup2 − Cp1A− (Cp2 −Bp1)B +Bp2C − Dp1K

2

)
,

h̃1 = Ap2 ,

h̃2 = Bp2 −Ap1 − (
√
D)x1 − (

√
D)up1 + (

√
D)p1A+ (

√
D)p2B,

h̃3 = −Bp1 − (
√
D)x2 − (

√
D)up2 + (

√
D)p2C + (

√
D)p1B, (2.20)

h̃4 = − 1√
KD

(
Ax2 +Aup2 −Bx1 −Bup1 −Ap2C − (Ap1 −Bp2)B +Bp1A− Dp2K

2

)
.

由 u的零阶和一阶估计推导出 |hi|C0(Ω) 6 CΩ. 方程 (2.18)的右端被形式为 a(|Dx1|2+ |Dx2|2)+ b
的函数所控制. 要使用散度形方程的 Companato 技巧, 还需要对系数

√
K 作出控制. 注意

√
K 关于

x1 和 x2 的 Hölder 模 [
√
K]Cµ

x
有一致估计 (它原来就是 x1 和 x2 的 C∞ 函数). x1 和 x2 的 C0 估计

加上共形关系可以推导出 ∫
|z|<1

|Dx1|2 + |Dx2|2 6 CΩ. (2.21)
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因为 (x1, x2)是具有有限 Dirichlet能量的同胚映射,根据 Courant-Lebesgue引理, (x1, x2)的连续

模有一致估计

OscB(x0,R)(x
1, x2) 6 C

1

log(1/R)
(2.22)

对所有的 B(x0,
√
R) ⊂ {|z| < 1} 成立. 一旦有了连续模估计 (2.22), 对 (2.18) 使用散度形方程的

Companato 技巧 (凝固系数法, 参见文献 [32, 定理 2.4.4]), 可以推导出 ∥x1, x2∥C1,µ
loc
的一致估计.

现估计 Dx1 ∧Dx2. 从 (2.19) 和 (2.20) 可以推导出

h1 − h̃2 = −2Bp2 +Ap1 = −Γ1
11 + 2Γ2

12,

h2 − h̃3 = −Cp2 + 2Bp1 = Γ2
22 − 2Γ1

12,

h3 = −Γ1
22, h̃1 = −Γ2

11.

(2.23)

这些函数都是关于 (x1, x2) 的 Lipschitz 函数 (Lipschitz 常数一致有界) . 一旦这个结构条件成立, 根

据文献 [32, 定理 9.4.1 或 8.3.2], 可以得到 Jacobi 的一致下界估计, 即任意给定 0 < R < 1, 有

Dx1 ∧Dx2 |{|z|<R}>
1

C(Ω, R)
. (2.24)

根据 (2.15)、(2.24)和 ∥x1, x2∥C1,µ
loc
估计,对于任意正整数 k0 > 0, 0 < µ < 1,存在常数 D(k0, µ) > 0

使得

sup
Ωl⊃B(x0,k0+1)

|ul|C2,µ(B(x0,k0)) 6 D(k0, µ), (2.25)

其中范数 C2,µ 是用任意 (固定好的) 能覆盖 B(x0, k0) 的有限个坐标系来定义的.

利用二阶估计 (2.25) 和标准的椭圆方程 Schauder 估计可以推导出高阶导数的估计 (2.5).

注 2.1 Guan [18] 证明了负曲率的测地星形圆盘有到 R2,1 的等距嵌入. 假设完备单连通负曲率

曲面的曲率能衰减到二次方以上, Hong [21] 证明等距嵌入到 R3 能够实现.

定理 2.1 说明对于强负曲率曲面的等距嵌入问题, 合适的目标空间应该是 R2,1 而不是 R3. 目前

还不知道如何将定理 2.1 推广到具有负截面曲率的高维流形. 是否可以通过增加余维数 m, 来证明任

意一个 n 维完备单连通的截曲率具有负上界 K 6 −C 的 Riemann 流形 (Mn, g), 都可以作为类空子

流形等距地嵌入到 Rn,m 中? 如果能够找到这样的嵌入, 我们就能从外几何 (extrinsic geometry) 的角

度去研究负曲率流形.

如下结论是定理 2.1 的一个推论:

推论 2.1 令 (M, g) 是一个具有负 Gauss 曲率 K < 0 的紧致 Riemann 面, 则在 (M, g) 上存在

一个光滑的二阶对称协变张量 hij 使得

Rijkl = −[hikhjl − hilhjk], ∇ihjk = ∇jhik. (2.26)

如果将上面第一式中的负号变成正号, 则得到 Euclid 空间中超曲面满足的 Gauss-Codazzi 方程,

其中 hij 是该曲面的第二基本形式.

定义 2.1 设 (M, g)是 n维 Riemann流形, 如果在 M 上存在一个光滑的二阶对称协变张量 hij

使得 (2.26) 成立, 则称 (M, g, h) 为类空流形 (spacelike manifold).

推论 2.1 指出具有负 Gauss 曲率的紧致曲面是类空流形.
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定理 2.2 [9] 设 (Mn, g, h) 为偶数维紧致类空流形, 则它带符号的 Euler 示性数是非负的, 即

(−1)
n
2 χ(Mn) > 0; 并且等号成立当且仅当 Mn 的单形体积 (simplicial volume) 为 0 或极小体积 (min-

imal volume) 为 0.

假设 (Mn, g) 是一个具有负截面曲率的偶数维紧致 Riemann 流形, Hopf 猜测它带符号的 Euler

示性数是正的. 该猜测当维数大于 4 时, 除了 Kähler 情形, 人们所知不多. 一个更一般的猜测属于

Singer: 任意一个偶数维紧致的 aspherical 流形 (即 πi = 0, i > 2), 它的带符号的 Euler 示性数是非

负的. 负截面曲率的 Riemann 流形一定是 aspherical 流形. 可以证明, 一个紧致的类空流形一定是

aspherical 流形. 定理 2.2 指出, 对于类空流形而言, Singer 猜想是对的.

定理 2.2 的证明需要引入如下 “内在” 平均曲率流:

∂gij
∂t

= −2Rij + 2hikhjlg
kl,

∂hij
∂t

= ∆hij −Riphqjg
pq −Rjphqig

pq + 2hiphjqhklg
pkglq − hpqhklg

pkgqlhij .

(2.27)

如果 h ≡ 0, 则 (2.27) 就是 Ricci 流. 在 (2.27) 下, 只要 (2.26) 在初始时刻成立, 就可以证明

(2.26) 将继续保持. 可以证明解一定是长时间存在的, 而且当时间趋于无穷大时, 某种弱形式的厚薄

(thick-thin) 分解会发生. 类空流形存在弱形式的厚薄分解, 这个事实已经可以回答上述的 Euler 示性

数的问题.定理 2.2似乎是在高维情形 (n > 4),能运用 “几何化”思想来处理拓扑问题的一个例子. 这

种例子应该是非常稀少的.

2.2 极大子流形

关于极小曲面的 Bernstein 定理说, 如果 R3 中的任意极小子流形 (平均曲率为 0) 是 R2 上的一

个图, 那么它一定是超平面. 这个定理一直到维数为 7 都是对的, 即 R8 中的 7 维极小图是超平面.

在 Lorentz 情形下, 平均曲率为 0 的类空超曲面称为极大类空超曲面. 1968 年, Calabi [3] 猜测

Rn−1,1 中任何整个极大的类空超曲面 (entire maximal spacelike hypersurface)一定是超平面,并提供了

低维情形 (n 6 4)的证明. Cheng和 Yau [10] 证明了 Calabi的猜测,即上述极大类空超曲面的 Bernstein

性质对任意维数都成立. 事实上, 他们证明了一个更一般的结果 (参数化形式), 只要假设该极大曲面

是闭的即可:

定理 2.3 [10] 设 M 是 Minkowski 空间 Rn,1 中具有常平均曲率的 n 维类空超曲面, 假设 M 关

于 Euclid 空间的拓扑是闭的, 则有

|hij |2 6 |H|2, (2.28)

其中, hij 是第二基本形式, H = gijhij 是平均曲率.

当 M 极大时, H = 0, 可以推导出 hij = 0, 即 M 是一个超平面.

首先, 若 0 ∈M , X :M → Rn,1 是位置向量映射, 只要 M 是类空且关于 Euclid拓扑是闭的, 函数

z = ⟨X,X⟩ 就是一个非负的逆紧的函数. 通过梯度估计的方法, 可以证明存在一个仅依赖常平均曲率

H 的常数 B 使得

|∇z|2

(1 + z)2
6 B. (2.29)

沿着测地线积分上式, 可以推导出 M 是测地完备的. 另外, 第二基本形式 hij 满足方程

1

2
∆|hij |2 = |∇khij |2 + |hij |4 − hijhjkhkiH. (2.30)
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利用该方程的非线性性质以及 M 的完备性, 通过作局部估计, 再令区域趋向于全空间可以推导出

|hij |2 的整体估计. 整体估计的结果是: |hij |2 有界, 并且存在一列点 xl ∈ M 使得 liml→∞ |hij |2(xl)
= supM |hij |2 以及

lim
l→∞

|hij |4(xl)− hijhjkhkiH(xl) 6 0. (2.31)

这可以推导出 (2.28).

3 Einstein 方程稳态解

定理 3.1 [4] 设 (M, g) 是一个具有类时 Killing 向量场的完备 4 维时空, 度量 g 满足 Einstein 方

程 Ric(g) = λg, λ > 0. 那么 (M, g) 是平坦的.

这方面最早的研究属于 Einstein和 Pauli [15]. 1955年,法国数学家 Lichnerowicz [25] 在假设时空是

时序 (chronological) 并且渐近平坦的情形下证明了该定理. 时空是时序的是指时空不含类时闭曲线.

在时序条件下, 时空有 3 + 1 维的分解 M = N × R. 2000 年, 美国数学家 Anderson [1] 去掉了渐近平

坦的条件, 但是他仍然假设了时序条件. Anderson [1] 将如何去掉时序条件作为一个问题提出. 无论是

渐近平坦还是时序条件都是整体的条件. 要完全解决这个问题, 必须发展纯粹局部的先验估计.

设 X 是类时 Killing向量场, X∗ 是通过用 Lorentz度量下降 X 的指标得到的 1-形式. 记 Lorentz

度量为 ḡ, u2 = −ḡ(X,X), 定义一个 (自然联系于 X 的) Riemann 度量

ĝ = 2u−2X∗ ⊗X∗ + ḡ. (3.1)

定理 3.2 [4] 设 (M, ḡ) 是一个具有类时 Killing 向量场 X 的 4 维时空, ḡ 满足 Ric(ḡ) = λḡ. 令

B̂(x0, a) 是 ĝ 度量下以 x0 为心、a 为半径的球, 假设它的闭包是紧的, 则存在一个万有常数 C > 0

使得

sup
x∈B̂(x0,

a
2 )

|Rm(ḡ)|ĝ 6 C(a−2 +max{−λ, 0}). (3.2)

(3.2) 的估计相当于度量 ḡ 的二阶估计, 要证明 (3.2), 需要先作一阶估计.

物理学家已经知道 (参见文献 [16, 17]), Einstein 方程的稳态解会联系一个调和映射. 这个调和映

射的能量密度可以控制 ḡ 和 X 的一部分一阶导数. 之前因为都假设了时序条件, 人们都着眼于在 3

维流形上用这个调和映射. 本文的思路是在 4 维时空上使用这个调和映射, 推导出局部曲率估计.

换个角度看, 可以先推导向量场 X 的正则性估计. Lie 导数 LX ḡ 控制了 DḡX 的对称部分, 自然

只需要控制反对称部分 (张量) A : TM × TM → R:

A(Y, Z) = ⟨Dḡ
YX,Z⟩ − ⟨Dḡ

ZX,Y ⟩, (3.3)

其中 Y 和 Z 是切向量场. 称与 X 正交的子丛为水平子丛 (horizontal subbundle). 令 P : TM → TM

是到水平子丛的正交投影, 则

Λ(·, ·) = −u−2A(P ·, P ·), ∇ log u = d(log u)(P ·) (3.4)

为两个 “水平” 张量. Λ 是 2- 形式, 通过水平的 Hodge 对偶将它转化成 1- 形式:

ω = u3 ∗3 Λ. (3.5)
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为简单起见, 讨论 λ = 0 的情形. 通过伸缩, 可以设 a = 1. 我们要证明的关键一阶估计是: 存在

一个万有常数 C > 0 使得

sup
x∈B̂(x0,1)

d2ĝ(x, ∂B̂(x0, 1))

(
2|∇ log u|2ĝ +

1

2
|ω|2ĝu−4

)
6 C. (3.6)

下面使用反证法, 假设估计 (3.6) 不对, 那么会有一列带类时 Killing 向量场的标记 Lorentz 流形

(M̄j , ḡj , Xj , Pj) 使得 Ric(ḡj) = 0,

sup
x∈B̂(Pj ,1)

d2ĝj (x, ∂B̂(Pj , 1))

(
2|∇ log uj |2ĝj +

1

2
|ωj |2ĝju

−4
j

)
(x) = m2

j > j → ∞. (3.7)

选一个能达到 (3.7) 上确界的点 x̄j 使得

d2ĝj (x̄j , ∂B̂(Pj , 1))

(
2|∇ log uj |2ĝj +

1

2
|ωj |2ĝju

−4
j

)
(x̄j) = m2

j . (3.8)

用 ϵ−2
j , 2|∇ log uj |2ĝj +

1
2 |ωj |2ĝju

−2
j (x̄j) 伸缩度量 ḡj 和 ĝj . 合适地伸缩 Xj , 使得对新的度量和 Killing

向量场 (仍用同样记号) 有 Ric(ḡj) = 0 和

2|∇ log uj |2ĝj +
1

2
|ωj |2ĝju

−4
j (x̄j) = 1,

2|∇ log uj |2ĝj +
1

2
|ωj |2ĝju

−4
j (x) 6 (1− ϵ)−2, x ∈ B̂(x̄j , ϵmj).

(3.9)

一个大致的想法是, 令 j → ∞, 通过取 “极限” 来得到一个矛盾.

为了记号简便, 去掉下标 j. 想办法将 (2|∇ log u|2ĝ + 1
2 |ω|

2
ĝu

−4)(x) 看作某调和映射的能量. 这个

想法来自物理学家. 最初在 3 维轨道空间上定义, 当假设时空是时序的, 这个 3 维空间是存在的, 而

且是一个 Hausdorff流形. 但是当时空不是时序时,轨道空间可能性质很差. 一个简单的紧的例子是二

维的环面 (赋予平坦的 Minkowski 度量), 在它上面考虑无理常向量场, 它是 Killing 的, 但是商空间连

Hausdorff 都不是. 非紧的例子可以考虑 Minkowski 环面和 Rk 的乘积.

本文的处理方式是坚持在原来的时空流形上考虑.

首先, 任意给定一个点 P 以及经过该点的一张 (局部的) 类空超曲面 Σ, 假设 x1、x2 和 x3 是在

Σ上 P 点附近的局部坐标系, x1(P ) = x2(P ) = x3(P ) = 0,通过积分 X 并令积分曲线的仿射参数 t在

Σ 上为 0, {t, x1, x2, x3} 构成了 P 点附近一个局部坐标系. 在该局部坐标系下, 度量 ḡ 和 ĝ 有如下表

达式:

ḡ = −u2(dt+ θ)2 + gijdx
idxj ,

ĝ = u2(dt+ θ)2 + gijdx
idxj ,

(3.10)

其中, θ = θidx
i 是水平的 1- 形式, X∗ = −u2(dt + θ), gij、θ 和 u 不随时间而改变. 令 e0 = X,

ei =
∂

∂xi − θi
∂
∂t , 则 {eα : α = 0, 1, 2, 3} 构成了切空间的一个基底, {ei : i = 1, 2, 3} 构成水平基底. 不难

证明, [e0, ej ] = 0, [ei, ej ] = −Λije0, ⟨e0, ei⟩ = 0, ⟨ei, ej⟩ = gij , Λij = ∇iθj − ∇jθi, 其中 ∇iθj 是张量 θ

关于度量 g 的协变导数.
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在基底 {eα : α = 0, 1, 2, 3} 下, ḡ 的曲率张量有如下表达式:

R̄(ei, ej , ek, el) = Rijkl −
u2

4
(ΛilΛjk − ΛikΛjl) +

u2

2
ΛijΛkl,

R̄(ei, ej , ek, e0) =
1

2
(u2∇kΛij +∇ku

2Λij)−
1

4
(∇iu

2Λjk −∇ju
2Λik),

R̄(ei, e0, ej , e0) = u∇iju+
u4

4
ΛikΛjlg

kl,

(3.11)

其中 Rijkl 是 gij 的曲率张量. 通过取迹, 可以得到 Ricci 曲率公式 (利用 (3.5)),

Rij = u−1∇i∇ju+
1

2
u−4(ωiωj − |ω|2gij) + R̄ic(ei, ej),

∆u = −1

2
u−3|ω|2 + u−1R̄ic(X,X),

gkl∇kωl = 3gklωk∇l log u,

(∗dω)j = ±2uR̄ic(X, ej).

(3.12)

我们将 (3.12) 理解成是关于 gij、u 和 θ 这 3 个量的方程.

(3.12) 最后一式告诉我们, 如果 R̄ic(X,Y ) = 0 对任意水平向量 Y 都成立, 那么有 dω = 0. 根

据 Poincaré 引理, 局部存在一个函数 ψ 使得 ω = dψ. 令 gH = y−2(dx2 + dy2) 是 Poincaré 上半

平面 H = {(x, y) : x ∈ R, y > 0} 上的双曲度量 (K ≡ −1). 这时, 定义局部从 M 到 H 的映射

Φ = (ψ, u2) = (x, y). 我们有

Φ∗gH = u−4ω ⊗ ω + 4d log u⊗ d log u, (3.13)

∆̂Φ = 2R̄ic(X,X)
∂

∂y
, (3.14)

其中 ∆̂ 是从 (M, ĝ) 到 (H, gH) 的调和映射 Laplace 算子. 特别地, 当 R̄ic ≡ 0 时, Φ 是从 (M, ĝ) 到

(H, gH) 的 (局部定义的) 调和映射. 它的能量密度刚好是 e(Φ) = 4|∇ log u|2 + u−4|ω|2.

利用 (3.14), 通过计算调和映射的能量满足的 Bochner 公式, 有

∆ĝh = 4|∇ log u|4 + |ω|2|∇ log u|2 + |2∇ij log u+ u−4ωiωj |2

+ u−4|∇iωj − 2ωi log uj − 2ωj(log u)i|2 + 5|u−2ω ∧ d log u|2

> 0, (3.15)

其中 h = 1
2e(Φ) = 2|∇ log u|2ĝ + 1

2 |ω|
2
ĝu

−4(x). 注意, (3.15) 是整体成立的.

如果 h 在内部取得 (非零) 极大值, 那么在极大值点处, 由 (3.15) 有 h = 0, 这将给出矛盾. 回到

(3.9), 我们希望通过取极限, 使得 h 在极限上能够取得局部极大值. 我们希望极限流形和极限度量足

够光滑, 使得方程 (3.15) 在某种意义下还成立.

注意 ḡ 的曲率公式 (3.11) 包含了 ∇2u 和 ∇ω 这些二阶的量. 所以在条件 (3.9) 下不能期望全曲

率张量有界.

一个关键观察是, 通过一个共形变换 u2ḡ, 可以消去水平 Ricci 曲率张量 ((3.12) 第一式) 中的
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u−1∇2u. 在新的水平度量 g̃ = u2g 下, 有

R̃ij =
1

2
u−4ωiωj + 2

uiuj
u2

+ R̄ic(ei, ej)− u−2R̄ic(X,X)gij ,

u2∆̃ log u = −1

2
u−4|ω|2 + u−2R̄ic(X,X),

g̃kl∇̃kωl = 4g̃klωk∇l log u,

(∗g̃dω)
(

∂

∂xj

)
= ±2R̄ic(X, ej).

(3.16)

尽管共形之后还是不能控制全曲率张量, 但是水平方向的曲率 ((3.11) 的第一式) 变成有界.

现在定义水平的指数映射. 令 x̄j , x̄ 是 (3.9) 中 h 的几乎极大值点. 令 E = Hx̄ ⊂ Tx̄M 是

与 X 垂直的 (水平) 子空间, expE : E → M 是共形 Lorentz 度量 u2(ḡ) 的指数映射在 E 上的限制.

水平曲率的有界性会导致 expE 在某个球 B(0, δ1) 上是非退化的, 其中 δ1 > 0 是一个万有常数. 注

意 expE(B(0, δ1)) 一般不会是水平子流形, 因为 X 的正交补一般不是可积的 (否则称为静态时空). 但

是当赋予 expE(B(0, δ1)) 水平度量 u2g 时, 上述通过原点的 u2(ḡ) 水平测地线变成了 u2g 的测地线.

(3.16) 中的第一式可以给出 u2g 指数映射共轭半径的下界估计. 利用 expE 将 u、ω 和 u2g 拉回到

B(0, δ1)上,取 0点附近的 u2g 的调和坐标系 (z1, z2, z3),在此坐标系下 u2g 将有 W 2,p 估计.由 (3.16)

知, ∆̃u、δg̃ω 和 dω 都是有界的, u 和 ω 在坐标系 (z1, z2, z3) 下分别有 W 2,p 和 W 1,p 估计. 沿着浸入

类空子流形 expE : B(0, δ1) →M 积分向量场 X, 会得到一个时间坐标 t, 这样就构造了一个 4 维的浸

入坐标系 {|z1|2 + |z2|2 + |z3|3 + t2 < δ22}. 在这个坐标系下, g、u 和 ω 会有一个光滑的收敛极限, 使得

h 在内点 (原点) 取得了非零极大值, 得到矛盾.

有了一阶估计 (3.6), 利用 Einstein 方程可以得到曲率的估计以及曲率的任意阶协变导数的估计.

从定理 3.2 到定理 3.1, 如果要令 (3.2) 中的 a → ∞, 还需要用到一个看起来不太显然的结果, 即

(M, ḡ) 是测地完备的可以推导出 (M, ĝ) 是测地完备的 (参见文献 [4, 定理 3.3]).

注 3.1 Anderson [1] 的证明是在完备 3 维流形 (Killing 轨道的空间) 上取极限. 如果这一列流形

是非崩塌的 (non-collapsed), 那么可以在 Cheeger-Gromov 意义下取极限. 如果这一列流形是崩塌的,

Anderson 论证说在万有覆盖上不发生崩塌, 然后在万有覆盖上再来取极限. 如果时空不是时序的, 则

没有这个 3 维流形可用.

下面讨论非真空的情形. 作为一个初步的探索, 这里仅讨论两种物质场, 一种是电磁场, 另一种是

数量场.

对于只有前者的时空而言, 引力与电磁场的相互作用可以用下述的 Einstein-Maxwell 方程描述:

Rαβ − 1

2
Rgαβ + Λgαβ = κ

(
FαγFβδg

γδ − 1

4
|F |2gαβ

)
,

dF = d ∗ F = 0,

(3.17)

其中, Λ 和 κ 是常数, |F |2 , FξγFηδg
ξηgγδ 是电磁场 2- 形式 Fαβ 的 Lorentz 长度. (3.17) 中第二个方

程称为 Maxwell 方程.

对于数量场, 考虑描述介子的 Klein-Gordon 数量场, 它与 Einstein 方程耦合:

Ric(gM )− R

2
gM + ΛgM = κ′

[
dϕ⊗ dϕ− 1

2

(
|dϕ|2 + m2

~2
|ϕ|2

)
gM

]
,

∆gMϕ =
m2

~2
ϕ,

(3.18)
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其中, Λ、κ′、m 和 ~ 都是常数, ϕ :M → R 或 R2 是一个映射 (数量场).

也可以考虑既有电磁场又有数量场的情形 (但没有相互作用), 即下面的 Einstein-Maxwell-Klein-

Gordon 方程 (参见文献 [19, 第 3 章]):

Ric(gM )− R

2
gM + ΛgM

= κ

(
FαγFβδg

γδ − 1

4
|F |2gαβ

)
+ κ′

[
dϕ⊗ dϕ− 1

2

(
|dϕ|2 + m2

~2
|ϕ|2

)
gM

]
,

dF = d ∗ F = 0,

∆gMϕ =
m2

~2
ϕ.

(3.19)

当 ϕ = 0 或 F = 0 时, (3.19) 可以约化为 (3.17) 或 (3.18).

现在在稳态的情形下处理 (3.19). 设 X 是 M 上 Killing 场, 如果 F 和 ϕ 满足

LX(F ) = 0, dϕ(X) = 0, (3.20)

则称满足 (3.19) 的 (gM , F, ϕ) 是继承的 (inheriting). 分别记关于 X 的电场和磁场为

E = iXF, B = iX ∗ F, (3.21)

其中, iXF 是用 X 对 2- 形式 F 的缩并, ∗F 是 F 的 Hodge 对偶 (关于 gM ).

定理 3.3 [5] 令 (M, gM ) 是带类时 Killing 场 X 的 4 维时空, gM 满足 (3.19) 和 (3.20), 其中

Λ > 0、κ 6 0 和 κ′ > 0 为常数. 令 B̂(x0, a) 是以 x0 为心、a > 0 为半径、闭包是紧的 ĝ- 度量球, 且

sup
x∈B̂(x0,a)

|κ|u−2|E ∧B|ĝ 6 a−2. (3.22)

那么, 任意给定 0 < δ < 1, 存在仅依赖于 δ 的常数 Cδ > 0 使得

sup
x∈B̂(x0,

a
2 )

|Rm(gM )|ĝ 6 δ
m2

~2
+ Cδa

−2. (3.23)

2-形式 E ∧B 在水平空间上的 Hodge对偶,对应于物理中的 Poynting向量. 如下定理是定理 3.3

的一个推论:

定理 3.4 [5] 令 (M, gM ) 是一个带有类时 Killing 场 X 的测地完备的 4 维时空, 度量 gM 满足

Einstein-Maxwell-Klein-Gordon 方程 (3.19) 和 (3.20), 其中 Λ > 0、κ 6 0 和 κ′ > 0 为常数. 假设

Poynting 向量为 0. 那么 (M, gM ) 是平坦的.

Maxwell 方程 dF = d ∗4 F = 0 等价于电场 E 和磁场 B 的方程组:

dE = 0, dB = 0,

d(u−1 ∗ E) = B ∧ dθ, d(u−1 ∗B) = E ∧ dθ.
(3.24)

根据 Poincaré 引理, 局部存在两个函数 ϕ3 和 ϕ4 使得 E = dψ3 和 B = dψ4. 令 H = {(y1, y2, y3, y4) :
yi ∈ R, y1 > 0} 是 4 维的上半空间, 装备 Riemann 度量

gH = y−2
1 (dy21 + dy22 − 2κy1dy

2
3 − 2κy1dy

2
4).
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度量 gH 具有非正截面曲率. 局部定义一个从 M 到 H 的映射 Φ = (y1, y2, y3, y4) = (u2, ψ, ϕ3, ϕ4).

假设 E ∧B = 0 和 R̄ic(X,Y ) = 0 对任意水平向量 Y 成立, 则有

∆̂Φ = −(2Λ + κ′V )u2
∂

∂y1
, (3.25)

其中 V = m2

~2 |ϕ|2. 利用 (3.25) 和映射能量的 Bochner 公式, 经过冗长计算得到

∆̂

(
1

2
e(Φ) +

κ′

2
V

)
= 4|∇ log u|4 + |2∇ij log u+ u−4ωiωj − κu−2(EiEj +BiBj)|2

+ u−4|∇iωj − 2ωi(log u)j − 2ωj(log u)i|2

− 2κu−2|∇iEj − Ei(log u)j − Ej(log u)i|2

− 2κu−2|∇iBj −Bi(log u)j −Bj(log u)i|2

+ ⟨d log u, u−2ω⟩2 − 2κ⟨d log u, u−1E⟩2 − 2κ⟨d log u, u−1B⟩2

+ 6|u−2ω ∧ d log u|2 +
[
Λ +

κ′

2
V − κ

2
u−2(|E|2 + |B|2)

]
e(Φ)

+ (2Λ + κ′V )[|ω|2u−4 − κu−2(|E|2 + |B|2)] + I, (3.26)

其中

I =
κ′

2

[
Hess(V )abϕ

a
αϕ

a
β ĝ

αβ +
1

2
|∇V |2

]
+ κ′⟨dϕ⊗ dϕ, Φ∗gH⟩ − 2κ′⟨∇(V ◦ ϕ),∇ log u⟩

> κ′
∣∣∣∣12∇V − 2dϕ(∇ log u)

∣∣∣∣2
> 0, (3.27)

1

2
e(Φ) +

κ′

2
V = 2|∇ log u|2 + 1

2
u−4|ω|2 − κu−2|E|2 − κu−2|B|2 + κ′

2
V. (3.28)

特别地,

∆̂

(
1

2
e(Φ) +

κ′

2
V

)
> 4|∇ log u|4 + |2∇ij log u+ u−4ωiωj − κu−2(EiEj +BiBj)|2

+

[
Λ +

κ′

2
V − κ

2
u−2(|E|2 + |B|2)

]
e(Φ)

> 0. (3.29)

当 Poynting 向量满足 (3.22) 时, 爆破极限的 Poynting 向量就恒为 0, 那么 (3.29) 对极限就成立,

可以用类似于证明定理 3.2 的方法给出定理 3.3 的证明.

最后考虑高维情形. 定理 3.1 和 3.2 当维数大于等于 5 时不成立. 当维数大于等于 5 时, 我们所

能期望的结果最多是一个分裂定理. 如果与类时 Killing 向量场垂直的切子空间分布是可积的, 则称

一个稳态 (stationary) 时空是静态的 (static). 下面证明对于静态时空而言, 分裂定理是对的 (只要宇

宙常数非负) .

定理 3.5 (参见文献 [4, 定理 1.4]) 设 (M, gM ) 是一个具有类时 Killing 场 X 维数为 n+ 1 的静

态时空, 度量 gM 满足 Einstein 方程 Ric(gM ) = λgM . 设 B̂(x0, a) 是一个球心在 x0、半径为 a > 0 的

ĝ- 度量球, 且设它的闭包是紧致的. 那么存在一个万有常数 C > 0 使得

sup
B̂(x0,

a
2 )

|∇̂ log u|ĝ 6 C(
√
na−1 +

√
max{−λ, 0}). (3.30)
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定理 3.6 (参见文献 [4, 推论 4.2]) 设 (M, gM ) 是一个测地完备的、具有类时 Killing 场 X 维数

为 n + 1 的静态时空, 度量 gM 满足 Einstein 方程 Ric(gM ) = λgM , λ > 0. 那么 λ = 0, 并且 (M, gM )

的万有覆盖等距于乘积 R×N , 乘积度量为 −dt2 + gN , 其中 (N, gN ) 是一个完备的 Ricci 平坦的 n 维

Riemann 流形.

定理 3.5和 3.6还可以推广到有物质场的情形,如有电磁场和数量场. 其中数量场甚至可以让它非

线性化,即让它是映到一个固定 Riemann流形 (W, gW )的映射. 这时的 Einstein-Maxwell-Klein-Gordon

方程是关于 Lorentz 度量 gM、2- 形式 F 和一个映射 ϕ :M →W 的方程:

Ric(gM )− R

2
gM + ΛgM = κ

(
FαγFβδg

γδ − 1

4
|F |2gαβ

)
+ κ′

[
ϕ∗gW − 1

2
(|dϕ|2 + V (ϕ))gM

]
,

dF = d ∗ F = 0,

∆gM ,gW ϕ =
1

2
(∇V ) ◦ ϕ,

(3.31)

其中, ∆gM ,gW 是从 M 到 W 的调和映射 Laplace 算子, V :W → R 是一个固定的位势函数. 在 W 有

非正的截面曲率、V 为凸函数和磁场消失等条件下, 我们还是可以做先验估计 (参见文献 [5, 定理 3.1

和 3.2]).

本节可以看作是调和映射在广义相对论中的应用.

4 局部最优坐标系

如上文所言, 在广义相对论中, 奇点几乎是不可避免的. 在几何分析中, 本文对奇点的处理方式是

进行爆破. 现在的情形涉及如何对一列 Einstein 方程的解取极限. 为了运用分析中的 Arzela-Ascoli 型

紧性定理,需要建立 Lorentz度量的先验估计.这通常又与坐标系的选择有关. 如何选择一个好的坐标

系使得度量在此坐标系下有好的表现, 成为了一个重要的问题.

接下来回顾 Riemann 几何中的经典结果 (参见文献 [22]). 设 Mn 是一个完备 Riemann 流形,

P ∈Mn, r0 > 0, 满足

sup
B(P,r0)

|Rm| 6 r−2
0 , inj(M,P ) > r0. (4.1)

那么对于任意 ϵ > 0, 存在 δ = δ(ϵ, n) > 0 和 r1 = δr0 以及调和坐标系 {|x| < r1}, ∆xi = 0, xi(P ) = 0,

使得

sup
{|x|6r1}

|gij − δij |+ r1|∂gij | < ϵ,

1

rn1

∫
{|x|6r1}

r2p1 |∂2(gij − δij)|pdx 6 c(p),
(4.2)

其中 c(p) 仅依赖于 p, 对所有 p > 1 成立.

注 4.1 如果去掉条件 inj(M,P ) > r0, 那么 “坐标系” {xi} 仍然存在但是要理解为一个浸入映
射 ψ : {|x| < r1} →Mn, ψ(0) = P . 对于 gij = (ψ∗g)ij 而言, 估计 (4.2) 成立.

注 4.2 在 Lorentz 流形上, 调和坐标系事实上是波坐标系. 在波坐标系下 Lorentz 度量满足的

是 (非线性) 波动方程, 我们不能期望波动方程有椭圆的 W 2,p 估计.
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我们先讨论在 Lorentz 流形上如何定义曲率界, 它有许多种定义方式, 但无论哪种定义都需要借

助 (局部的) 类时向量场. 下面这种方式, 是对类时向量场依赖程度最小的一种.

在 Lorentz 流形 (M, ḡ) 上, 固定一个观测者 (P, τP ), P ∈ M , τP ∈ TPM , |τP |2 = −1. 用 τP 可

以在 TPM 上自然诱导一个正定内积 gτP . 假设 (关于 Lorentz 度量 ḡ) 指数映射 expP 可以在切空间

(TP , gτp) 上半径为 r0 的球 BgτP
(0, r0) 上有定义, 记 BτP (P, r0) = expp(BgτP

(0, r0)). 以下述方式来定

义 ḡ 的曲率在 BτP (P, r0) 上的界:

|Rm(ḡ)|BτP
(P,r0) = sup

γ
|Rm(ḡ)|ĝTγ

, (4.3)

其中上确界是这样取的: 首先将 τP 沿着任意一条径向测地线 γ ⊂ BτP (P, r0)平行移动出去,得到沿着

γ 的一族观测者 Tγ ; 用这族观测者定义的正定内积 gTγ 来量度曲率张量 Rm(ḡ), 再关于 γ 取上确界.

如果指数映射关于观测者 (P, τP ) 的单射半径大于等于 r0, 将 τP 沿着径向平移出去得到的是一

个单值的类时向量场.

下面的定理是文献 [7] 的主要结果. 这里与原来的 W 2,p 估计的表述稍有不同, 它是原证明过程中

实际得到的结果.

定理 4.1 [7] 设 n+ 1 维 Lorentz 流形 (M, ḡ) 关于一个观测者 (P, τP ) 满足

|Rm(ḡ)|BτP
(P,r0) 6 r0

−2,

inj(M, g, P, τp) > r0,

Ric(ḡ) = 0,

则存在一个以点 P 为心的坐标系 (
∑n

i=1 |xi|2)
1
2 < C(n)

−1
r0, |t| 6 C(n)

−1
r0, 使得

ḡ = −λ2dt2 +
∑

gij(dx
i + ξidt)(dxj + ξjdt) (4.4)

满足

e−C(n) 6 λ 6 eC(n), |ξ| 6 e−C(n), |gij − δij | 6 e−C(n),

sup
{|t|6C(n)−1r0}

2∑
i=1

∫
{|x|6C(n)−1r0}

r−n
0 [ri0|∂igγδ|]pdx 6 C(n, p), ∀ p > 1,

sup
{|t|6C(n)−1r0}

∫
{|x|6C(n)−1r0}

r−n
0 [r30(|∂3xλ|+ |∂2x∂tλ|+ |∂1x∂2t λ|)]pdx 6 C(n, p), ∀ p > 1,

(4.5)

其中, C(n) 仅依赖于 n, C(n, p) 仅依赖于 n 和 p.

(4.5) 的第二式是一个 L∞
t W

2,p
x 估计, 第三式说明了 λ 除了关于时间的三阶导数 ∂3t λ 以外, 它的

其他三阶导数都有 L∞
t L

p
x 估计.

本节主要概述定理 4.1 的证明. 我们需要点 P 附近其他点的单射半径估计. 将 τP 沿着径向方向

平移出去得到的单位类时向量场记为 T .

定理 4.2 [6] 在定理 4.1 的假设下, 存在一个仅依赖于维数的常数 c(n) > 0, 使得对于任意 Q

∈ BτP (P, c(n)r0), 指数映射关于观测者 (Q,TQ) 的单射半径有下界估计:

inj(M, g,Q, TQ) > c(n)r0.
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定理 4.2 的证明可参见文献 [6, 第 705 页].

通过伸缩,可设 r0 = 1. 设 c是一个小常数 (只依赖维数),设 γ 为类时测地线, γ(0) = Q, γ(c) = P ,

γ̇(c) = τP . 由定理 4.2 知, 指数映射关于 (Q,TQ) 有单射半径估计 (c(n) > 2c). 度量 ḡ 在以 Q 为心的

法坐标系下有表达式

ḡ = −dτ2 + gijdy
idyj . (4.6)

我们可以尝试下面的自然方法来构造坐标系 (参见文献 [2]) .

(1) 以点 Q 为心的距离函数给出了点 P 附近一个时间函数 τ .

(2) 在点 P 附近, 测地球面 {τ = const.} 都是类空子流形, 用调和坐标系 x1, x2, . . . , xn, 将超曲面

{τ = const.} 参数化, 坐标函数 x1, x2, . . . , xn, 加上时间函数 τ , 构成了点 P 附近 M 上的一个坐标系.

这个看起来自然的方法产生的坐标系却不是最优的. 原因解释如下: 在仅假设曲率有界的前提下,

一般而言, Hessian 比较定理仅给出距离函数的二阶协变导数估计, 这导致用距离函数构造的坐标系,

度量仅有一阶估计. 在曲率有界的情形下, 期望的最优坐标系的坐标函数要有三阶协变导数估计才行.

所以, 必须构造一个具有三阶协变导数估计的时间函数.

粗略的想法是扰动这些测地球面 {τ = const.} 使之成为常平均曲率的超曲面. 接下来将证明

这些常平均曲率曲面的平均曲率函数 H = t 就是一个能达到我们要求的时间函数. 下面给出证明

梗概.

引入一个 Riemann 度量

ĝ = dτ2 + gijdy
idyj . (4.7)

它的曲率是有界的,

|Rm(ĝ)|ĝ 6 C, (4.8)

其中常数 C 仅依赖于 ḡ 的曲率界.

引进两个在应用比较定理时会涉及的函数

k1(r) =

√
C

tan(r
√
C)
, k2(r) =

√
C

tanh(r
√
C)
, (4.9)

k1(r) 6 k2(r) 并且 k1(r) ≈ 1
r , k2(r) ≈

1
r . 固定一个点 Ps = γ(s+ s2) (s ∈ [c, 2c]).

令

Ωs = {τ = s} ∩ {dĝ(Ps, ·) < s2 + s3}, (4.10)

那么 Bs(γ(s),
1
2s

5
2 ) ⊂ Ωs ⊂ Bs(γ(s), 2s

5
2 ).

不妨称 ∂
∂τ = −∇τ 是指向未来的方向, −∇i∇jτ = 1

2
∂gij

∂τ 是类空超曲面 {τ = const.}关于未来法向
的第二基本形式. 注意以 Ps 为心的 ĝ 的距离函数 dĝ(Ps, ·)的 ḡ 梯度 (在 Ωs 附近)与 ∂

∂τ 很接近. ĝ 与

ḡ 的联络的差由 −∇i∇jτ = 1
2
∂gij

∂τ ≈ 1
s ≪ 1

s2 来控制.由 Hessian比较定理,超曲面 {dĝ(Ps, ·) = s2 + s3}
在 Lorentz 度量下的 (关于未来法向的) 平均曲率大于等于 (n − 1)k1(2s

2), 超曲面 {τ = s} 的平均曲
率小于等于 nk2(s). 注意到当 c 比较小时, nk2(s) < (n− 1)k1(2s

2).
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任意给定常数 t ∈ (nk2(s), (n− 1)k1(2s
2)), 求解如下的问题:

M(u)(y) = t, y ∈ Ωs,

u(y) = s, y ∈ ∂Ωs,
(4.11)

其中 M(u) 是图 Σt = {(y, u(y)) : y ∈ Ωs} (关于未来法向) 的平均曲率. 设曲面 {dĝ(Ps, ·) = s2 + s3}
= {(y, ũ(y)) : y ∈ Ωs} 定义了 Ωs 上一个函数 ũ. ũ 和常数 s 分别是方程 (4.11) 的下解和上解. 由偏微

分方程理论知, (4.11) 一定可解, 而且解 u 满足 ũ 6 u 6 s.

注意 Σt 的诱导度量为

gij = gij − uiuj , (4.12)

并且 |∇u|2 , gijuiuj < 1 当且仅当 Σt 是类空的. 从闸函数估计 ũ 6 u 6 s 可以推导出解在边界上的

导数估计:

|∇u|∂Ωs 6 |∇ũ|∂Ωs 6 1

2
. (4.13)

下面用内蕴度量 gij 来作估计. 此时, |∇u|2 = |∇u|2
1−|∇u|2 , 平均曲率方程可以表述为

Mu := hijg
ij =

√
1− |∇u|2

(
∆u+ gij

1

2

∂gij
∂τ

)
= t. (4.14)

首先, 我们有 Bochner 公式

∆|∇u|2 = 2|∇2u|2 + 2⟨∇u,∇∆u⟩+ 2Ric(∇u,∇u). (4.15)

Gauss 方程可以推导出

Ric(∇u,∇u) > −C(1 + |∇u|2)2. (4.16)

结合已有的边界估计 |∇u|2 |∂Ωs6 1, 对方程 (4.15) 运用 Bernstein 型估计, 可以得到 u 的整体一阶空

间估计:

sup
Ωs

|∇u| 6 C. (4.17)

u 的二阶空间估计可归结为第二基本形式 h 本身的估计. h 的方程为

∆hij = |h|2hij − tr(h)hiphjqg
pq − R̄ipjqhklg

pkgql

+ R̄jplqhikg
pqgkl +∇pR̄qjNig

pq −∇j(R̄jN )−∇i∇jtr(h). (4.18)

由 tr(h) = const. 知 ∇i∇jtr(h) = 0 和

∆|h|2 > 2|∇h|2 + 2|h|4 − C|h|3 +∇R̄m. (4.19)

对 (4.18) 用 Nash-Moser 迭代得

|h| 6 C

δ
(4.20)
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对到边界距离大于 δ 的任意点都成立.

由 Gauss 方程知, 曲率在内部有界, 将空间用调和坐标参数化以后再对方程 (4.18) 使用 Lp 估计

得到 (
1

δn

∫
B(x, δ2 )

|∇h|pdvol
) 1

p

6 Cp

δ2
(4.21)

对任意给定的 p > 1 以及到边界距离大于 δ 的任意点 x 都成立.

对方程 (4.11) 两边关于 t 求导, 有

[∆− (|h|2 + R̄ic(N,N))]λ = −1, λ |∂Ωs = 0, (4.22)

其中 λ = −
√
1 + |∇u|2 ∂u

∂t . 由极值原理可得 0 < λ 6 C.

任取一个到边界距离大于 δ 的点 P ′,假设 ϕ是 Bg(P
′, δ)上非负截断函数, ∆ϕ 6 Cδ−2,则存在常

数 ϵ ∼ δ2 使得

[∆− (|h|2 + R̄ic(N,N))](λ− ϵϕ) 6 0. (4.23)

运用极值原理可推导出 λ− ϵϕ > 0. 从而得到了

λ(x) > C−1d2g(x, ∂Σt), ∀x ∈ Σt. (4.24)

注意, 这些常平均曲率曲面形成了它所占区域的一个光滑的叶状结构, 但是它不经过点 P =

γ(cr0). 我们通过连续地变动参数 s ∈ [c, 2c], 提升这个区域使得点 P 可以落在区域 “中间”. 令 us

为以 s为边值、常平均曲率为 nk1(
s
2 ) ∈ (nk2(s), (n−1)k1(2s

2))的解. 记 P 点的 y 坐标为 ȳ, uc(ȳ) < c,

us(ȳ) > s
2 , 由连续性知, 存在 s0 ∈ [c, 2c], 使得 us0(ȳ) = c. 固定 s0 和这一族常平均曲率曲面 Σt

(t ∈ (nk2(s0), (n− 1)k1(2s
2
0))).

一旦有了时间函数 t, 考虑一个辅助的 Riemann 度量

g̃ = 2λ2dt⊗ dt+ ḡ, (4.25)

其中 λ2 = − 1
ḡ(∇t,∇t) .

如果能够控制 t 直到三阶协变导数 ∇ḡ
3t, 我们就能控制 g̃ 直到二阶协变导数 ∇ḡ

2g̃, 这导致我们

也能估计 ∇g̃
3t. 进一步能反过来控制 ḡ 直到二阶 g̃ 协变导数 ∇g̃

2ḡ. 最终在 g̃ 调和坐标系下, ḡ 也会

有好的二阶估计.

下面介绍如何控制 t 的三阶协变导数 ∇ḡ
3t. 因为讨论的是协变导数, 所以可以在一个固定的叶

Σt 上讨论, 不妨设该叶为 Σt0 (t0 = nk1(
s0
2 )), 并且在 P 点附近讨论. 在 Σt0 上, 固定一个围绕 P 点的

调和坐标系 {yi}, 积分向量场 − ∇t
g(∇t,∇t) , 给出一个坐标系 t, y1, y2, . . . , yn, 在该坐标系下,

ḡ = −λ2(y, t)dt2 + gij(y, t)dy
idyj , g̃ = λ2(y, t)dt2 + gij(y, t)dy

idyj . (4.26)

在曲面 Σt0 上 P 点附近, 注意 λ 已有上下界估计.

经过计算, 粗略地, ∇ḡ
3t 是下面右端这些项的组合:

∇ḡ
3t ≈ ∂2λ

∂t2
,∇2λ,∇ ∂

∂t
λ,
∂2g

∂t2
, ∂2yg,∇

∂g

∂t
. (4.27)
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因此, 我们需要 λ 和 g 直到二阶导数的估计.

我们已有第二基本形式的 W 1,p
y 空间内估计, 由 Gauss 方程知, 度量 gij 的曲率内部一致有界. 由

标准的椭圆估计, 在调和坐标系下, gij 的二阶空间导数 ∂2ygij 是 Lp
y 内部一致有界的.

为得到 gij 的时间导数 (及混合导数), 需要如下方程:

∂

∂t
gij = −2λhij ,

∂

∂t
hij = −∇i∇jλ− λhiphjqg

pq + λR̄iNjN . (4.28)

gij 关于时间导数的估计归结为 λ 的估计.

由 λ 所满足的方程 (4.22) 和 Lp 内估计知, 对于任意 Ω1 ⊂⊂ Ω2 ⊂⊂ Σt0 , 有

∥λ∥W 3,p(Ω1) 6 C(∥h∥W 1,p(Ω2) + ∥λ∥Lp(Ω2)). (4.29)

关于时间微分 (4.22) 一次, 利用方程 (4.28), 可得

∆
∂λ

∂t
− |h|2 ∂λ

∂t
= 2⟨R̄iNjN , hij⟩λ2 − 4λ⟨hij ,∇i∇jλ⟩+ 2hijhklhrsg

slgikgjrλ2

+ t|∇λ|2 − 2gilgkjhij∇lλ∇kλ. (4.30)

虽然方程 (4.30) 右端在区域内部一致有界, 但如果没有 ∂λ
∂t 的一个基本的内部估计 (如 Lp

loc), 还

是得不到 ∂λ
∂t 的 W 2,p

loc 估计. 观察到 ∂λ
∂t |∂Σt0

= 0, 对方程 (4.30) 两边乘以 ∂λ
∂t 的某个幂次再积分, 这个

过程又涉及了 λ 的空间导数以及第二基本形式 h 的整体可积性.

总之, 我们不可避免地需要推导 λ 时空导数的某些整体估计. 最终所需要的整体估计如下:∫
Σt0

|h|2+|∇λ|4+|∇2λ|2+|∇2λ|2|∇λ|2+λ2|∇λ|6+|∇h|2λ2+|h|2|∇λ|2+|hij∇jλ|2|∇λ|2 6 C, (4.31)∫
Σt0

∣∣∣∣∇∂λ

∂t

∣∣∣∣2+|h|2
∣∣∣∣∂λ∂t

∣∣∣∣2+|∇2λ|2
∣∣∣∣∂λ∂t

∣∣∣∣2+|∇λ|2
∣∣∣∣∇∂λ

∂t

∣∣∣∣2+|hij∇jλ|2
∣∣∣∣∂λ∂t

∣∣∣∣2+λ2∣∣∣∣∇2 ∂λ

∂t

∣∣∣∣2 6 C, (4.32)∫
Σt0

∣∣∣∣∇∂2λ

∂t2

∣∣∣∣2 + |h|2
∣∣∣∣∂2λ∂t2

∣∣∣∣2 + (|∇2λ|2 + |∇λ|4)
∣∣∣∣∂2λ∂t2

∣∣∣∣ 6 C. (4.33)

下面推导这些整体估计.

令 u1 = dĝ(Ps0 , ·), u1 |∂Σt0
= s20 + s30 , c0. 因为 c−1 6 ∆u1 6 c,所以存在常数 C 使得 ∆(λ+Cu1)

> 0. 由极值原理, 有

0 6 λ 6 C(c0 − u1). (4.34)

这蕴涵 |∇λ|∂Σt0
6 C 以及 λ|h| 6 C. 注意, 可以证明 Σt0 边界的第二基本形式 II∂Σt0

一致有界. 积

分 Bochner 公式 (4.15), 在进行分部积分的时候利用 II∂Σt0
的有界性可以处理边界项, 最终可以得到

∥h∥L2(Σt0 )
6 C.

我们还需要如下一些 Bochner 公式:

∆λ2 = 2(|h|2 +Ricḡ(N,N))λ2 − 2λ+ 2|∇λ|2, (4.35)

∆|∇λ|2 = 2|∇2λ|2 + 2⟨∇λ,∇∆λ⟩+ 2Ric(∇λ,∇λ), (4.36)

∆

∣∣∣∣∇∂λ

∂t

∣∣∣∣2 = 2

∣∣∣∣∇2 ∂λ

∂t

∣∣∣∣2 + 2

⟨
∇∂λ

∂t
,∇∆

∂λ

∂t

⟩
+ 2Ric

(
∇∂λ

∂t
,∇∂λ

∂t

)
. (4.37)
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直接积分 (4.35) 和 (4.36) 可以得到 ∥∇λ∥L2(Σt0 )
+ ∥∇2λ∥L2(Σt0 )

6 C. (4.35) 两边乘以 |∇λ|2, 分
部积分并利用 ∥∇2λ∥L2(Σt0 )

6 C, 可得 ∥∇λ∥L4(Σt0 )
6 C. (4.19) 两边乘以 (c0 − u1)

2, 分部积分可得∫
Σt0

|∇h|2(c0 − u1)
2 6 C. 这蕴涵了

∫
Σt0

|∇h|2λ2 6 C. 利用此式, 在 (4.35) 两边乘以 |h|2, 分部积分得
到

∫
Σt0

|h|2|∇λ|2 6 C.

(4.36) 两边乘以 |∇λ|2, 利用 |∆λ| 6 C|h|, 可以得到∫
Σt0

|∇2λ|2|∇λ|2 + |hij∇jλ|2|∇λ|2 6 C

∫
Σt0

|∇λ|2|h|2 6 C. (4.38)

(4.35) 两边乘以 λ2|∇λ|4, 分部积分有∫
Σt0

λ2|∇λ|6 6 C

∫
Σt0

|∇2λ|2|∇λ|2 + C

∫
Σt0

|∇λ|4 6 C. (4.39)

至此证明了 (4.31).

利用 λ|h| 6 C 和 (4.31), 方程 (4.30) 满足 ∥∆∂λ
∂t − |h|2 ∂λ

∂t ∥L2(Σt0 )
6 C.

方程 (4.30) 两边乘以 (∂λ∂t )
1+ϵ 然后分部积分, 可以证明当 n = 3 时, 利用 Nash-Moser 迭代, 有

|∂λ∂t | 6 C; 当 n = 4 时, 对于任意 p > 1, 有 ∥∂λ
∂t ∥Lp(Σt0 )

6 Cp; 当 n > 5 时, 有 ∥∂λ
∂t ∥L 2n

n−4 (Σt0 )
6 C.

一旦有了整体的 ∂λ
∂t 的 Lp 估计, ∂λ

∂t 的内部一致的 W 2,p
loc 估计就可以根据方程 (4.30) 来得到. 上

面的估计过程已经得出 ∫
Σt0

∣∣∣∣∇∂λ

∂t

∣∣∣∣2 + |h|2
∣∣∣∣∂λ∂t

∣∣∣∣2 6 C. (4.40)

(4.37) 两边乘以 (c0 − u1)
2, 分部积分可得∫

Σt0

λ2
∣∣∣∣∇2 ∂λ

∂t

∣∣∣∣2 6 C. (4.41)

利用这个估计, 在 (4.35) 两边乘以 |∇∂λ
∂t |

2, 分部积分可得∫
Σt0

|∇λ|2
∣∣∣∣∇∂λ

∂t

∣∣∣∣2 6 C. (4.42)

(4.36) 两边乘以 |∂λ∂t |
2, 分部积分可得∫

Σt0

|∇2λ|2
∣∣∣∣∂λ∂t

∣∣∣∣2 + |hij∇jλ|2
∣∣∣∣∂λ∂t

∣∣∣∣2 6 C. (4.43)

至此证明了 (4.32).

下面处理 ∂2λ
∂t2 ,利用前面的局部估计,可以推导出 ∂2λ

∂t2 −|k|2 ∂2λ
∂t2 ∈W−1,p

loc . 但是与 ∂λ
∂t 情形一样,需

要 ∂2λ
∂t2 的一些基本的整体估计. 经过计算, 可知 ∂2λ

∂t2 满足

∆
∂2λ

∂t2
− |k|2 ∂

2λ

∂t2
= ∇iV

i + h ∗ f ′1 + f2 + f3, (4.44)

其中

V = λ3Rm(ḡ) ∗ h+ λ2h2 ∗ ∇λ, (4.45)
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f ′1 = λ∇2

(
∂λ

∂t

)
+∇

(
∂λ

∂t

)
∗ ∇λ+

∂λ

∂t
∗ (∇2λ+ λh2 + λRm(ḡ)), (4.46)

f2 = (λh2 + λRm(ḡ)) ∗ (λ2h2 + λh ∗ ∇λ+ λ2Rm(ḡ)), (4.47)

f3 = λ(∇2λ)2 +∇2λ ∗ ((∇λ)2 + λ2h2 + λh ∗ ∇λ+ λ2Rm(ḡ)) + (λh2 + λRm(ḡ)) ∗ (∇λ)2. (4.48)

根据 (4.31) 和 (4.32), 有

∥V ∥L2(Σt0 )
+ ∥f ′1∥L2(Σt0 )

+ ∥f2∥L2(Σt0 )
6 C,

|f3| 6 C(|∇2λ|2 + |∇λ|4 + |h|2) + C.
(4.49)

记

E =

∫
Σt0

∣∣∣∣∇∂2λ

∂t2

∣∣∣∣2 + |h|2
∣∣∣∣∂2λ∂t2

∣∣∣∣2.
(4.36) 两边乘以 |∂

2λ
∂t2 |, 分部积分, 对于任意 0 < ϵ < 1, 有∫

Σt0

|∇2λ|2
∣∣∣∣∂2λ∂t2

∣∣∣∣ 6 ϵE +
C

ϵ

∫
Σt0

|∇2λ|2|∇λ|2 + (∆λ)4

|h|2
+ |∇λ|4 6 ϵE + ϵ−1C. (4.50)

(4.35) 两边乘以 |∇λ|2|∂
2λ

∂t2 |, 分部积分, 对于任意 0 < ϵ < 1, 有∫
Σt0

|∇λ|4
∣∣∣∣∂2λ∂t2

∣∣∣∣ 6 ϵE +
C

ϵ

∫
Σt0

λ2|∇λ|6 6 ϵE + ϵ−1C. (4.51)

另外, ∫
Σt0

|h|2
∣∣∣∣∂2λ∂t2

∣∣∣∣ 6 ϵ

∫
Σt0

|h|2
∣∣∣∣∂2λ∂t2

∣∣∣∣2 + 1

4ϵ

∫
Σt0

|h|2 6 ϵE + ϵ−1C. (4.52)

(4.44) 两边乘以 ∂2λ
∂t2 , 分部积分并利用 (4.50)–(4.52), 可得∫

Σt0

∣∣∣∣∇∂2λ

∂t2

∣∣∣∣2 + |h|2
∣∣∣∣∂2λ∂t2

∣∣∣∣2 6 C. (4.53)

至此完成了 (4.33) 的证明.

利用 (4.33) 和

∆
∂2λ

∂t2
− |h|2 ∂

2λ

∂t2
∈W−1,p

loc
(4.54)

以及 Lp 估计, 可得 ∂2λ
∂t2 的 W 1,p

loc 估计. 特别地, ∂2λ
∂t2 是内闭一致有界的. 由 (4.27), 本文证明了 ∇3

ḡt 有

一致的 Lp
loc(Σt0) 估计. 由 (4.26) (参见文献 [7, 第 933 页] 和 [6, 第 689 页]), 有

|Rm(g̃)| 6 C(|Rm(ḡ)|+ |h|2 + |∇λ|2 + (|∇λ|+ |∂tλ|)2).

特别地, g̃ 的曲率张量内闭一致有界. 从而在 g̃ 的调和坐标系下, ḡ 有 W 2,p 估计.

前面的论证已经给出了局部最优坐标系 (度量有 W 2,p 估计) 的一个构造. 然而, 这种构造并没有

完全利用常平均曲率叶状结构空间方向的信息.注意, (4.26)中的坐标系 {yα}, y0 = t,也仅仅在 t = t0

时刻是最优的. 在其他时刻 t ̸= t0, 由 (4.28) 可知

|gij(t)− gij(t0)| 6 C

∫ t

t0

|λh|(s)ds 6 C|t− t0|, (4.55)
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|Γi
jk(g(t))− Γi

jk(g(t0))| 6 C

∫ t

t0

|∇s(λh)(s)|ds. (4.56)

这可以推导出空间度量 (在 {yα} 坐标系下) gij(t) ∈W 1,p ∩ Cα.

下面给出一个符合常平均曲率叶状结构的构造. 固定一个小的 η > 0, 在每一叶 Σt 上求解调和

方程:

∆xi = 0, Σt ∩ {|y| < η},

xi = yi, {|y| = η}.
(4.57)

由 (4.56), ∥∆yi∥Lp(|y|6η) 6 C|t− t0|, 在 y 坐标系下应用 Lp 估计得

∥xi − yi∥W 2,p
y (|y|6η) 6 C|t− t0|. (4.58)

特别地, {x0, x1, . . . , xn} 将是一个新的坐标系, 其中 x0 = t. 由极值原理得 {|y| 6 η} = {|x| 6 η}.
我们仍用 ∂

∂t = λN , |N |2ḡ = −1表示在前面论证中的类时向量场. ∂
∂x0 = λN+ξ,其中 ξ =

∑
∂xi

∂t
∂

∂xi

称为偏移向量 (shift vector).

在坐标系 {xα} 下, 度量 ḡ 具有新的形式

ḡ = −λ2(dx0)2 + gij(dx
i + ξidx0)(dxj + ξjdx0). (4.59)

这里的 gij 本应记为其他的记号, 但为了简便仍然使用 gij . 由 (4.56) 和 (4.58), 至少知道在 {xα} 坐标
系下 gij ∈W 1,p

x (|x| 6 η) ∩ Cα
x (|x| 6 η).

令第二基本形式 kij = ⟨∇ḡ
∂

∂xi

∂
∂xj , N⟩. 因为 kij (局部) 有界, 所以常平均曲率超曲面的内蕴曲率

有界. 在调和坐标系 {xi} 下, gkl∂2klgij = −2Rij + Q(∂g, ∂g)ij ∈ Lp
x. 用 Lp 估计, 有 (η2 − |x|2)gij ∈

W 2,p
x (|x| 6 η). 注意, 前面已经有关于 kij 和 λ 协变导数的估计, ∇k ∈ Lp

x, ∇λ,∇2λ,∇3λ ∈ Lp
x, ∀ p > 1.

由 ∇3λ = ∂3λ+ ∂g ∗ ∂2λ+ ∂2g ∗ ∂λ, 可得

(η2 − |x|2)∂3λ ∈ Lp
x. (4.60)

关于时间 t 微分 (4.57), 可得

∆ξk = −gkiRijξ
j − trkgkl∇lλ+ 2gklgijkli∇jλ− 2λgklRic(ḡ)lN , ξ |{|x|=η} = 0. (4.61)

运用极值原理和 Lp 估计可以证明 |ξ| 6 C(η − |x|) 和 ∥ξ∥W 2,p
x (|x|6η) 6 C.

为得到时间导数估计, 需要计算

∂gij
∂x0

= −2λkij + Lξgij ∈W 1,p
x ,

∂kij
∂x0

= −∇i∇jλ+ Lξkij − λkipkjqg
pq + λR̄iNjN ∈ Lp

x. (4.62)

利用前面关于 ∂λ
∂t 的估计以及 |ξ| 6 C(η2 − |x|2), 有 ∂λ

∂x0 = ∂λ
∂t + ξi∂iλ ∈W 2,p

x . 微分 (4.61), 可得

∆
∂ξk

∂x0
+ gkiRij

∂ξj

∂x0
+∇

(
g−2∇

(
∂g

∂x0

)
∗ ξ

)
= g−2 ∗

[
k ∗ ∇ ∂λ

∂x0
+

∂k

∂x0
∗ ∇λ

]
+∇

(
∂g

∂x0

)
∗ g−2 ∗ ∇ξ

+
∂g

∂x0
∗ [g−3 ∗ Rm ∗ ξ + g−2 ∗ k ∗ ∇λ+ g−2 ∗ ∇2ξ]
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∈ Lp
x. (4.63)

所以,

∆
∂ξk

∂x0
+ gkiRij

∂ξj

∂x0
∈W−1,p

x ,
∂ξk

∂x0

∣∣∣∣
{|x|=η}

= 0. (4.64)

由 Lp 估计可得 ∂ξk

∂x0 ∈W 1,p
x 和 ∇ ∂ξk

∂x0 ∈ Lp
x. 结合 (4.62), 有 ∇∂gij

∂x0 ,
∂2gij
∂(x0)2 ∈ Lp

x. 对
∂λ
∂x0 = ∂λ

∂t + ξi∂iλ 求

导, 可得 ∂2λ
∂(x0)2 ∈W 1,p

x . 现在, 只需再估计 ∂2ξk

∂(x0)2 . 注意, 我们已有

∂Ric

∂x0
,
∂2k

∂(x0)2
,∇ ∂2λ

∂(x0)2
,
∂

∂x0
∇2ξ,∇

(
∂2g

∂(x0)2

)
,∇2

(
∂g

∂x0

)
∈W−1,q

x . (4.65)

对 (4.63) 关于 x0 求导, 当计算 ∆ ∂2ξk

∂(x0)2 + gkiRij
∂2ξj

∂(x0)2 时, 发现只有形如 ∇2(g−3 ∗ g ∗ ∂2g
∂(x0)2 ) ∗ ξ

的项不能写成 ∇f1 + f2 的形式, 其中 f1, f2 ∈ Lp
x. 但是它一定可以整理成 (4.66) 右端的形式:

∆
∂2ξk

∂(x0)2
+ gkiRij

∂2ξj

∂(x0)2
= ∂i∂j(F

kij
m )ξm + ∂iF

ki + F k, (4.66)

其中
∫
|x|6η

|F kij
m |p + |F ki|p + |F k|p 6 C.

求解一个 Dirichlet 问题:

gab∂2abu
kij(x) = F kij

m (x), {|x| < η},

ukij |{|x|=η} = 0.
(4.67)

由 Lp 估计有 ∥ukijm ∥W 2,p(|x|6η) 6 C. 记 ∂2iju
kij
m = ukm. 可以证明

∆

(
∂2ξk

∂(x0)2
− ukmξ

m

)
+ gkiRij

(
∂2ξj

∂(x0)2
− ukmξ

m

)
= ∂iF̄

ki + F̄ k. (4.68)

结合 ∂2ξk

∂(x0)2 − ukmξ
m |{|x|=η} = 0, 可得 ∂2ξk

∂(x0)2 − ukmξ
m ∈W 1,p

x . 这推导出 ∂2ξk

∂(x0)2 ∈ Lp
x.

至此完成定理 4.1 的证明.

致谢 感谢几位审稿人的宝贵意见, 感谢《中国科学: 数学》邀请作者写这篇中文综述论文.
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Lorentzian geometry and Einstein equations

Bing-Long Chen

Abstract We survey some aspects of Lorentzian geometry, including the isometric embedding theorem, the
Bernstein theorem of complete stationary vacuum spacetimes, and the construction of optimal coordinate systems.
The purpose is to investigate the Einstein equations, from the viewpoint of developing geometric analysis on
Lorentzian manifolds.
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