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摘要 本文对随机 Loewner 演化 (stochastic Loewner evolution, SLE) 这一新的研究方向做一个综述

性的介绍. 随机 Loewner 演化是 Oded Schramm 于 2000 年前后创立的曲线上的单参数共形不变测度

族理论.它与复分析、共形几何、分形几何和随机分析有非常紧密的联系,特别是在统计物理中有十分

重要的应用.
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1 引言

随机 Loewner演化 (SLE)是目前国际上一个新的热点研究方向,涉及复分析、随机分析和动力系

统并在统计物理中有十分重要的应用. Werner 和 Smirnov 因其在 SLE 这个领域的杰出成就分别获得

了 2006 和 2010 年的菲尔兹奖.

相变是物理学中一个非常重要的概念, 它刻画系统状态的变化. 例如, 在温度到达 100 摄氏度时,

水变成水蒸气; 当温度降低到一定的温度时, 超导体的电阻瞬间变为零. 这些都是急剧的变化, 如何解

释相变? 物理学家对不同的系统引入不同的参数来刻画相变. 例如, 用密度的急剧变化来描述水由液

体变成气体的变化, 用电阻来描述超导体的导电性的变化. 一个系统由许多分子或者原子组成. 自然

地, 物理学家就采用一些格子点模型来描述这些系统. 物理上的相变现象对应在模型中可解释为存在

一个临界值, 使得在临界值处系统的一些宏观性质发生了不连续的变化. 因此对临界值的研究非常重

要. 基于系统的大范围的尺度不变性, 物理学家猜测在临界状态下其也满足局部的尺度不变性, 从而

满足共形不变性. 利用格子点模型描述一个系统时, 自然产生了一个问题: 当格子点的尺度 (如 ϵZ2,

ϵ > 0) 趋于 0 时, 其连续极限是否存在? 如果极限存在, 是否满足共形不变性质? 这些问题在严格数

学意义下知之极少; 在 SLE 被引入之前, 尺度极限甚至都没有一个严格的数学定义.
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直到 21 世纪初, 数学家 Schramm 首先将复分析中的 Loewner 理论与随机分析相结合, 创立了

SLE 理论. 他首次给出了尺度极限的严格定义, 并且引入 SLE 来描述尺度极限. 他进一步证明了, 如

果回路擦除随机游动 (loop erased random walk, LERW) 的尺度极限存在并且满足共形不变性质, 则

其一定是 SLE(2). 在随后的十几年, SLE 作为将复分析、随机分析和统计物理联合起来的交叉领域蓬

勃发展起来,成为国际上新兴的一个热点研究方向.许多数学家在这方面做出了非常出色的工作,从数

学上严格刻画了多个重要的统计模型, 如渗流、Ising 模型和离散 Gauss 自由场等. 其中最为著名的是

Schramm等利用 SLE作为工具,证明了 Mandelbrot关于平面 Brown运动的外边界的 Hausdorff维数

依概率 1 为 4
3 的猜想; Smirnov 关于渗流的突破性工作等.

本文目的是对这一新研究方向做一个综述性的介绍. 主要内容包括: 介绍 SLE 的背景和发展, 给

出其中的一些基本定义和概念, 讨论其中涉及的一些主要研究方法和结论; 同时介绍近年来的一些主

要进展, 以及若干方面有待进一步研究的问题, 供有兴趣的读者和研究生阅读和参考; 同时也尽可能

列举相关的重要文献, 以便于读者进一步查阅相关文献.

2 Loewner 理论

本节主要介绍 Loewner 理论, 这是复分析中一个非常重要的理论. 特别是 De Branges 在证明

Bieberbach 猜想中主要是利用了全平面与单位圆盘的 Loewner 理论, 具体可参见文献 [1] 和 [2, 第 17

章]. 在介绍 Loewner 理论前, 先引入复分析中几个重要的结论.

引理 2.1 (Schwartz 引理 [3]) 假定 f 是单位圆盘 D 上的全纯函数, 并且 f(D) ⊆ D, f(0) = 0, 则

有 |f ′(0)| 6 1, 等号成立当且仅当 f 是 D 上的 Möbius 变换.

引理 2.2 (Riemann 映射定理 [3]) 假定 D 是平面上的单连通域且不等于 C, z ∈ D, 则存在唯一

的共形映射 f : D → D 满足
f(z) = 0, f ′(z) > 0.

引理 2.3 (广义 Riemann映射定理 [4]) 假定 D 是平面上单连通域且不等于 C, z1、z2 和 z3 为边

界 ∂D 上的 3个不同的按逆时针排序的素端 (定义可参见文献 [4]),则存在唯一的同胚映射 f : D̂ → D
满足: f 是 D 到 D 的共形映射, 且 f(z1) = −1, f(z2) = −i, f(z3) = 1, 其中 D̂ 是 D 与其边界的素端

的并.

在 SLE 的研究中主要运用到了 4 个典型的单连通域上的 Loewner 理论, 这 4 个单连通区域分别

是 D、H、C 和 Sπ, 下面一一介绍.

2.1 上半平面的 Loewner 理论

本小节主要介绍上半平面 H := {z = x+ iy : x ∈ R, y > 0} 的 Loewner 理论.

定义 2.1 如果有界集合 K ⊂ H 满足 H\K 是单连通的并且 K = K ∩ H, 则称 K 为 H 上的紧
致包 (compact hull).

引理 2.4 [5] 对任意的紧致包 K ⊂ H, 存在唯一的共形映射 gK : H\K → H 满足

lim
z→∞

(gK(z)− z) = 0.

由 Schwartz 对称原理知, gK(z) 可以全纯扩充到 z = ∞ 的邻域. 于是在 z = ∞ 附近有如下展开:

gK(z) = z +
a1(K)

z
+O

(
1

|z|2

)
.
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称 a1(K) 为 K 的上半平面容量 (简称容量), 记为 hcap(K).

命题 2.1 [5] H 上的紧致包的容量 hcap 满足如下性质:

(1) hcap(K) > 0, 并且 hcap(K) = 0 当且仅当 K = ∅;
(2) hcap(rK) = r2 hcap(K) 对任意的 r > 0 成立;

(3) hcap(K + x) = hcap(K) 对任意的 x ∈ R 成立;

(4) 如果 K1 ⊆ K2, 则有 hcap(K2) = hcap(K1) + hcap(gK1(K2\K1)).

假定 γ([0, T ]) (T ∈ (0,∞]) 为 H 上的一条简单曲线 (如图 1 所示 1)), 满足 γ(0) = 0, γ(0, T ) ⊂ H,

则对任意的 0 6 t < T , Kt := γ[0, t] 为 H 上的紧致包, 从而有唯一的共形映射 gt : H\Kt → H 满足
limz→∞ gt(z)− z = 0.

定理 2.1 [5] 记 a(t) = hcap(Kt), 则

(1) a(t) 为 [0, T ] 上的连续函数并且是严格单调增的;

(2) 极限 W (t) = limz∈H\Kt,z→γ(t) gt(z) ∈ R 存在, 并且 t → W (t) 为连续的.

由以上定理知 a(t) 为严格单调增的, 则可以采用 u = 1
2a(t) 作参数使得 hcap(Kt(u)) = 2u. 重新

参数化之后, 我们可以假定 a(t) = 2t.

定理 2.2 [5] 采用以上记号, 则 gt(z) 满足以下常微分方程:

∂tgt(z) =
2

gt(z)−W (t)
, g0(z) = z. (2.1)

注 2.1 当 Kt 不是由一条曲线生成而是满足

lim
h↓0

diam(gt(Kt+h\Kt)) = 0,

仍可以证明微分方程 (2.1) 成立, 具体可参见文献 [7].

反过来, 给定连续函数 W , 考虑微分方程 (2.1). 假定 gt(z) 为微分方程 (2.1) 的解, 记

τ(z) := sup
{
t > 0, min

06s6t
|gs(z)−W (s)| > 0

}
, (2.2)

Kt := {z ∈ H : τ(z) 6 t}, Ht := H\Kt. (2.3)

0

(a) (b)

γ(t + s)

γ(t)

g
t
(z)

W(t)

g
t
(γ(t + s))

g
t
(γ[0, ∞))

图 1 (网络版彩图) 简单曲线对应的映射

1) 由文献 [6] 可知图 1(b) 的曲线在 W (t) 处垂直于 x 轴, 并且与图 1(a) 有一定的相似性.
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定理 2.3 [5] 假定 W (t) : [0, T ] → R 为连续函数, gt(z) 为微分方程 (2.1) 的解, Kt 和 Ht 如上定

义, 则

(1) gt(z) : Ht → H 为共形映射;

(2) 对任意的 t ∈ [0, T ], Kt 为 H 上的紧致包;

(3) 在 z = ∞ 附近, gt(z) 有展开:

gt(z) = z +
2t

z
+O

(
1

|z|2

)
.

注 2.2 由定理 2.2 和 2.3 可以看出, 给定简单曲线 γ, 存在一个连续函数使得对应的共形映射

满足微分方程 (2.1). 反之不一定成立, 即给定连续函数 W (t), (2.1) 的解产生的紧致包不一定由曲线

生成. 关于这方面更深一步的研究参见文献 [8–10].

定义 2.2 给定连续函数 W (t) : [0, T ] → R, 考虑微分方程 (2.1) 的解所对应的紧致包 Kt. 如果

存在一条曲线 γ : [0, T ] → H 使得对任意的 t, Ht = H\Kt 为 H\γ[0, t] 的无界连通分支, 则称 (2.1) 是

由 γ 生成的.

2.2 单位圆盘上的 Loewner 理论

本小节主要介绍单位圆盘 D := {z : |z| < 1} 上的 Loewner 理论.

定义 2.3 如果集合 K ⊂ D 满足 0 ̸∈ K, K = K ∩ D 且 D\K 是单连通的, 则称 K 为单位圆盘

上的紧致包.

由 Riemann 映射定理知, 存在唯一的 gK : D\K → D 满足 gK(0) = 0, g′K(0) > 0. 由 Schwartz 引

理 2.1 知, g′K(0) > 1 且 g′K(0) = 1 当且仅当 K ⊂ ∂D. 定义 K 的单位圆盘容量 (简称容量) 为

dcap(K) := log g′K(0).

很容易验证如下性质:

命题 2.2 假设 K 为 D 上的紧致包, 则其容量满足:

(1) dcap(K) > 0, 并且 dcap(K) = 0 当且仅当 K = ∅;
(2) 如果 K1 ⊆ K2, 则 dcap(K2) = dcap(K1) + dcap(gK1(K2\K1)).

同样地, 如果简单曲线 γ : [0, T ] → D, 满足 γ(0) = 1, γ(0, T ) ⊂ D 且 0 ̸∈ γ. 定义 Kt := γ[0, t], a(t)

= dcap(Kt), gt(z) : D\Kt → D, gt(0) = 0, g′t(0) > 0.

引理 2.5 [2] 采用以上记号, 则有

(1) a(t) 关于 t 是严格递增的非负函数;

(2) 极限 λ(t) := limz∈D\γ[0,t],z→γ(t) gt(z) ∈ ∂D 存在, 并且存在连续函数 W (t) 使得 λ(t) = eiW (t).

由于 a(t) 严格单调增, 并且 a(0) = 0, 则可以重新参数化使得 a(t) = t. 类似地, 有如下 Loewner

方程:

定理 2.4 [2] 假定 γ、Kt 和 gt(z) 如上, 则 gt(z) 满足

∂tgt(z) = gt(z)
λ(t) + gt(z)

λ(t)− gt(z)
, g0(z) = z. (2.4)

注 2.3 类似地可以证明, 如果 D 上的一族紧致包 (Kt, t > 0) 满足

lim
h↓0

diam(gt(Kt+h\Kt)) = 0,

则也有方程 (2.4) 成立.
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同上半平面的情形, 我们有如下定理:

定理 2.5 给定连续函数 W (t) : [0, T ] → R, T ∈ (0,+∞]. 考虑微分方程 (2.4) 的解, 记

τ(z) := sup
{
t > 0 : min

06s6t
|gs(z)− eiW (s)| > 0

}
,

Kt := {z ∈ D : τ(z) 6 t}, Dt := D\Kt,

则对任意的 t ∈ [0, T ],

(1) Kt 为 D 上的紧致包;

(2) gt : Dt → D 是共形映射并且 gt(0) = 0, g′t(0) = et.

注 2.4 对给定的连续函数 W (t), 并不一定存在曲线 γ 使得 Kt = γ[0, t]. 如果存在曲线 γ 使得

对任意的 t > 0, Dt 为 D\γ[0, t] 的包含 0 的连通分支, 则称微分方程 (2.4) 是由曲线 γ 生成的.

2.3 全平面的 Loewner 理论

Bieberbach 猜想的证明实际上是利用了全平面的 Loewner 理论. Loewner [11] 于 1923 年证明了该

猜想的部分内容, De Branges [1] 利用 Loewner 的方法完全证明了该猜想.

定义 2.4 如果 K ⊂ C 为紧集, 并且 Ĉ\K (这里 Ĉ = C ∪ {∞}) 为单连通的, 则称 K 为平面上

的紧致包.

仍由 Riemann 映射定理 2.2 可知存在 FK : C\D → C\K 满足

lim
z→∞

FK(z)

z
> 0.

事实上,如果 0 ∈ K,则 FK(z) = 1
fK( 1

z )
,其中 fK(z)是 D到 { 1

z : z ∈ C\K}的共形映射,并且 fk(0) = 0,

f ′
K(0) > 0. 记 cap(K) = − log[f ′

K(0)] = log[limz→∞
FK(z)

z ], 称为 K 的容量. 很容易验证以下结论:

引理 2.6 假定 K 为全平面上的紧致包, 则其容量满足

(1) 对任意的 r ∈ R, cap(rK) = log r + cap(K);

(2) 对任意的 z ∈ C, cap(K + z) = cap(K);

(3) 如果 K1 ⊂ K2, 则有 cap(K2) = cap(K1) + cap(D ∪ F−1
K1

(K2\K1)).

同样, 给定简单曲线 γ : (−∞,+∞) → C, 满足 γ(−∞) = 0, γ(+∞) = ∞. 定义 Kt := γ[−∞, t], 则

Kt 为全平面上的紧致包.

令 a(t) = cap(Kt), gt = F−1
Kt

: C\Kt → C\D, 其中 limz→∞
gt(z)
z > 0. 于是可以类似于单位圆盘中

的证明一样得到如下结论:

引理 2.7 [2] 采用以上记号, 则有

(1) a(t) 关于 t 连续, 严格单调增, 并且 a(−∞) = 0, a(+∞) = +∞;

(2) 极限 λ(t) := limz→γ(t),z∈C\Kt
gt(z) 存在, 并存在连续函数 W (t) 使得 λ(t) = exp{iW (t)};

(3) 如果 a(t) = t, 则 gt(z) 满足如下微分方程:
∂tgt(z) = gt(z)

λ(t) + gt(z)

λ(t)− gt(z)
,

lim
t→−∞

etgt(z) = z, ∀ z ∈ C\{0}.
(2.5)

注 2.5 如果 C 上的一族递增紧致包 {Kt, t ∈ R} 满足
∩

t∈R Kt = {0},

lim
h↓0

diam(gt(Kt+h\Kt)) = 0,
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并且 cap(Kt) = t, 同样有以上微分方程成立.

反之, 假定 W (t) 为 R 上的连续函数, 则下面的定理成立.

定理 2.6 [5] 存在唯一的一族共形映射 gt(z) : C\Kt → C\D 满足微分方程 (2.5). 特别地, Kt 为

全平面的紧致包, 并且 cap(Kt) = t.

2.4 带型区域上的 Loewner 理论

记 Sπ := {x + iy : x ∈ R, 0 < y < π}, Rπ := {x + iπ : x ∈ R}. 本小节主要介绍 Sπ 上的 Loewner

方程. 相关内容可参见 Zhan [12] 的博士论文.

定义 2.5 如果有界集 K ⊂ Sπ 满足 Sπ\K 是单连通的, K ∩ Rπ = ∅ 并且 K = K ∩ Sπ, 则称 K

为 Sπ 上的紧致包.

引理 2.8 [12] 设 K 为 Sπ 上的紧致包, 则存在唯一的共形映射 gK : Sπ\K → Sπ 满足

lim
z→±∞

gK(z)− z = ±C(K),

其中 C(K) > 0 称为 K 的 Sπ- 容量, 记为 scap(K).

假定 γ(t) : [0, T ] → Sπ 为一条简单曲线, 并且 γ(0) = 0, γ(0, T ) ⊂ Sπ. 令 Kt := γ[0, t], 则 Kt 为

Sπ 上的紧致包. 记 a(t) = scap(Kt), 同样可以证明如下定理:

定理 2.7 [12] 采用如上记号, 则有

(1) a(t) 关于 t 是严格增的连续函数;

(2) W (t) := limz∈Sπ\γ[0,t],z→γ(t) gt(z) 存在并且关于 t 连续;

(3) 若重新参数化 γ 使得 a(t) = t, 则 gt(z) 满足如下微分方程:

∂tgt(z) = coth
gt(z)−W (t)

2
, g0(z) = z. (2.6)

反之, 当给定连续函数 W (t) 时, 同样通过分析方程 (2.6) 有如下结论:

定理 2.8 [12] 给定连续函数 W (t) : [0, T ] → R, W (0) = 0, 考虑方程 (2.6), 则有

(1) Kt 为 Sπ 上的紧致包;

(2) gt(z) : Sπ\Kt → Sπ 为共形映射;

(3) limz→+∞(gt(z)− z) = t, limz→−∞(gt(z)− z) = −t, 其中

τ(z) := sup
{
t > 0, inf

06s6t
|gs(z)−W (s)| > 0

}
, Kt = {z ∈ Sπ : τ(z) 6 t}.

3 SLE 定义及其性质

SLE 是 Schramm 首先在文献 [13] 中定义的. 他的目的是为了刻画离散模型的尺度极限, 基于物

理学家给出的尺度极限的共形不变性和 Markov 性质, Schramm 定义了 SLE, 并且证明了回路擦除随

机游动的尺度极限如果存在, 则一定为射线型 SLE(2). 本节主要介绍 4 种 SLE 及其性质.

3.1 SLE 的定义

按照 Schramm 的思路, 我们从渗流来介绍其是如何引进 SLE 的. 假定 (εT , ε > 0) 是平面上的正

三角形剖分, 如图 2: 假定 0 恰好位于某个三角形的一条边的中心. 将正实轴上的顶点染成黑色, 将负
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γ(15)

γ(14)

γ(13)

γ(12)
γ(11)

γ(10)

γ(9)

γ(8)
γ(7)

γ(6)

γ(5)

γ(4)

γ(3)

γ(2)

γ(1)

γ(0) = (0, 0)

图 2 (网络版彩图) 渗流模型的探索曲线. 图中 γ 即为探索曲线, 其左侧的相邻的点被染成红色, 右侧相邻的点被染

成黑色

实轴上的顶点染成红色. 而 H ∩ εT 中的点独立地依 1
2 的概率染成黑色或者红色. 那么对每一种染色

方案, 存在唯一的一条从 0 到 ∞ 的折线 γε 满足

γε(0) = 0, γε(k) ∈ ε(T )∗,

并且 γε(k) 与 γε(k + 1) 之间用线段相连, γε 左侧相邻的点是红色, 右侧相邻的点是黑色, 这里 (T )∗

为 T 的对偶图. 称 γε 为从 0 到 ∞ 的探索曲线. 物理学家猜测当 ε → 0 时, γε 收敛到一条随机曲线

γ (当然这个收敛需要定义, 参见文献 [13] 或者后续小节) 并且 γ 的分布满足共形不变性质和 Markov

性质.

下面从离散模型的角度解释 Markov性质. 如果已经知道 {γε(k) : 0 6 k 6 N},那么 {γε(N +m) :

m = 0, m = 1, m = 2, . . .} 即为 (H\γ[0, N ]) ∩ εT 中的从 γ(N) 到 ∞ 的探索曲线. 设 γε[0, N ] 收

敛到 γ[0, t], 共形不变性粗略地可描述为: 如果存在共形映射 gt : H\γ[0, t] → H, 并且 gt(γ(t)) = 0,

gt(∞) = ∞, 那么 gt(γ[t,∞)) 恰与 γ 有着相同的分布.

假定 γ[0,∞) → H 为简单的随机曲线,

γ(0) = 0, lim
t→∞

γ(t) = ∞, γ(0,∞) ⊂ H,

并且参数化 γ(t) 使得 hcap(γ[0, t]) = 2t. 令 gt := gγ[0,t]. 对任意的 s > 0, 定义

γ̄(t) := gs(γ(t+ s))− gs(γ(s)).

那么在已知 γ[0, s]的条件下 γ̄[0,∞)的分布与 γ[0,∞)的分布相同.假定存在连续函数W (t)使得 gt(z)

满足微分方程 (2.1), 则作为紧致包 γ̄[0, t] 对应的共形映射为 ḡt(z) = gt+s ◦ g−1
s (z +W (s))−W (s), 则

所假设的条件可转化为

(1) ḡt(z) 与 gt(z) 同分布, 从而不依赖于 s.

(2) ḡt(z) 与 gr(z) (0 6 r 6 s) 独立. 转化到 W (t) 上应为

(i) W (t+ s)−W (s) 与 W (t) 同分布, 并且不依赖于 s;
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(ii) W (t+ s)−W (s) 与 W (r) (0 6 r 6 s) 独立.

再结合 W (t) 是连续的, 由随机分析的知识 (参见文献 [14]) 知 W (t) 一定可以表示为 W (t) =

µt+
√
κBt, 其中 Bt 是标准的一维 Brown 运动, κ > 0. 如果假定 γ 关于 y 轴对称, 则 W (t) 与 −W (t)

同分布, 从而 µ = 0, W (t) =
√
κBt.

定义 3.1 [7] 假定 κ > 0, W (t) =
√
κBt, 其中 Bt 为标准的一维 Brown 运动. 称满足随机微分

方程 (2.1) 的一族共形映射为 H 上从 0 到 ∞ 的弦 SLE(κ). 有时我们也称此微分方程对应的紧致包

{Kt : t > 0} 为弦 SLE(κ).

由 Brown 运动的性质可以导出弦 SLE(κ) 的许多性质.

命题 3.1 [15] 假定 {gt(z) : t > 0} 与 {Kt : t > 0} 为 H 上从 0 到 ∞ 的弦 SLE(κ), 则

(1) (尺度不变性) 对任意的 r > 0, ĝt(z) := r−
1
2 grt(

√
rz) 与 gt(z) 作为以 (t, z) 为指标的随机过程

有着相同的分布. 特别地, (Kt)t>0 与 (r−
1
2Krt)t>0 作为随机紧致包也有相同的分布.

(2) (Markov性)假定 τ 是关于Wt生成的 σ代数流的有界停时,则 g̃t(z) := gt+τ ◦g−1
τ (z+Wτ )−Wτ

与 gt(z) 同分布并且与 {gt : 0 6 t 6 τ} 独立.

类似地, 利用单位圆盘上的 Loewner 微分方程 (2.4) 可定义单位圆盘中的 SLE.

定义 3.2 [7, 16] 令 κ > 0, λ(t) = exp{i
√
κBt}, 其中 Bt 为标准的一维 Brown 运动. 称满足随机微

分方程 (2.4) 的一族共形映射为 D 上从 1 到 0 的射线 SLE(κ). 有时我们也称此微分方程对应的紧致

包 {Kt : t > 0} 为射线型 SLE(κ).

射线型 SLE 不满足尺度不变性, 但是仍满足 Markov 性质.

命题 3.2 [7] 假定 τ 是关于 Wt 生成的 σ 代数流的有界停时, 则 g̃t(z) := gt+τ ◦ g−1
τ (zWτ )/Wτ 与

gt(z) 同分布并且与 {gt : 0 6 t 6 τ} 独立.

定义 3.3 假定 κ > 0, λ(t) = exp{i
√
κBt}, 其中 Bt 为标准的一维 Brown 运动. 称满足随机微分

方程 (2.5) 的一族共形映射为 C 上从 0 到 ∞ 的全平面 SLE(κ).

命题 3.3 假定 (gt,Kt : t ∈ R)为全平面 SLE(κ). 如果 r ∈ R,那么 gt+r(e
rz)也是全平面 SLE(κ).

于是根据尺度不变性可以通过共形映射定义平面上任意两点间的全平面 SLE. 同样可定义带型

区域 Sπ 上的 SLE(κ).

定义 3.4 [12] 假定 κ > 0, W (t) =
√
κBt, 其中 Bt 为标准的一维 Brown 运动. 称满足随机微分方

程 (2.6) 的一族共形映射为 Sπ 上从 0 到 Rπ 的带型 SLE(κ). 有时我们也称此微分方程对应的紧致包

{Kt : t > 0} 为带型 SLE(κ). 类似于弦 SLE, 可证明对关于 Wt 生成的 σ 代数流的有界停时 τ ,

g̃t(z) := gt+τ ◦ g−1
τ (z +Wτ )−Wτ

与 gt(z) 同分布并且与 {gt : 0 6 t 6 τ} 独立.

3.2 几种 SLE 的等价性

通过共形映射, 我们可以定义任一单连通区域上的 SLE(κ).

定义 3.5 假定 D 为任一单连通区域, 并且 a ∈ D, b、c 和 e 为 ∂D 上的 3 个不同的点 (素端).

(1) 给定 f1 : H → D 为共形映射, 并且 f(0) = b, f(∞) = c. {Kt : t > 0} 为 H 上从 0 到 ∞ 的弦
SLE(κ). 定义 {f1(Kt) : t > 0} 为 D 上从 b 到 c 的弦 SLE(κ), 或者可定义为一族满足如下微分方程的

共形映射 gt(z):

∂tgt(z) =
2

gt(z)−
√
κBt

, g0(z) = f−1
1 (z).
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注意到此微分方程的解 gt(z) 将 D\f1(Kt) 共形映为 H, 并且 gt(b) = 0, gt(c) = ∞.

(2) 如果 f2 : D → D 为共形映射, 并且 f2(0) = a, f2(1) = b, {Kt : t > 0} 为 D 上从 1 到 0 的射线

型 SLE(κ), 则定义 {f2(Kt) : t > 0} 为 D 上从 a 到 b 的射线型 SLE(κ), 或者可定义为一族满足如下

微分方程的共形映射 gt(z):

∂tgt(z) = gt(z)
ei
√
κBt + gt(z)

ei
√
κBt − gt(z)

, g0(z) = f−1
2 (z).

注意到此微分方程的解 gt(z) 将 D\f2(Kt) 共形映为 D, 并且 gt(a) = 0, g′t(a) = et.

(3) 如果 f3 : Sπ → D 为共形映射, 并且满足 f3(0) = b, f3(+∞) = c, f3(−∞) = e, {Kt : t > 0} 为
Sπ 上从 0 到 Rπ 的带型 SLE(κ), 则定义 {f3(Kt) : t > 0} 为 D 上从 b 到弧 ec 的带型 SLE(κ), 或者可

定义为一族满足如下微分方程的共形映射 gt(z):

∂tgt(z) = coth
gt(z)−

√
κBt

2
, g0(z) = f−1

3 (z).

注意到此微分方程的解 gt(z) 将 D\f3(Kt) 共形映为 Sπ 并且 gt(b) = 0, gt(c) = +∞, gt(e) = −∞.

经过以上的定义, 我们将 3 种 SLE 的定义推广到了任一单连通区域上. 事实上, 三者在某种意义

上是等价的.

定理 3.1 [16] 假定 (Kt)t>0 为 D 上从 −1 到 1 的弦 SLE(κ). (K̃t)t>0 为 D 上从 −1 到 0 的射线

型 SLE(κ). 令

τ := sup{t > 0 : 0 ̸∈ Kt}, τ̃ := sup{t > 0 : 1 ̸∈ K̃t},

则当 κ = 6 时, {Kt : 0 6 t < τ} 与 {K̃t : 0 6 t < τ̃} 同分布; 当 κ ̸= 6 时, 存在停时序列 (Tn, n > 1) 与

(T̃n, n > 1) 满足: Tn ↑ T , T̃n ↑ T̃ , 并且 {Kt : 0 6 t < Tn} 与 {K̃t : 0 6 t < T̃n} 的分布彼此绝对连续.

事实上, 带型 SLE(κ) 与弦 SLE(κ) 在某种意义上也等价.

定理 3.2 [12] 假定 (Kt)t>0 为 Sπ 上从 0 到 Rπ 的带型 SLE(κ). (K̃t)t>0 为 Sπ 上从 0 到 +∞ 的
弦 SLE(κ). 令

τ := inf{t > 0 : Kt ∩ Rπ ̸= ∅}, τ̃ := inf{t > 0 : K̃t ∩ Rπ ̸= ∅},

则当 κ = 6 时, {Kt : 0 6 t < τ} 与 {K̃t : 0 6 t < τ̃} 同分布; 当 κ ̸= 6 时, 存在停时序列 (Tn, n > 1) ↑ τ

与 (T̃n, n > 1) ↑ τ̃ 满足 {Kt : 0 6 t < Tn} 与 {K̃t : 0 6 t < T̃n} 的分布彼此绝对连续.

同样, 全平面 SLE 与射线型 SLE 有着紧密的联系.

定理 3.3 假定 (gt,Kt : t ∈ R) 为全平面 SLE(κ). 固定 t0 ∈ R, 则在已知 (Kt, t 6 t0) 的条件下,

(Kt : t > t0) 为 C\Kt0 中从其边界某个点到 ∞ 的射线型 SLE(κ).

3.3 SLE 的曲线性质

由 Loewner 理论知, 任意的连续函数 W (t), 4 种类型的微分方程 (2.1)、(2.4)、(2.5) 和 (2.6) 并不

一定由一条连续曲线生成. 但是对于 SLE(κ), 依概率 1, 其对应的紧致包是由一条曲线生成的.

定理 3.4 [15] 假定 {gt(z) : t > 0} 和 {Kt : t > 0} 为 H 上从 0 到 ∞ 的弦 SLE(κ), 则依概率 1 存

在一条连续曲线 γ : [0,∞) → H 使得 H\Kt 为 H\γ[0, t] 的无界连通分支.

注 3.1 Schramm和 Rohde [15] 在 κ ̸= 8的情形下给出了此命题的直接证明. 而他们的方法不适

用于 κ = 8 的情形. κ = 8 时, 此定理可作为弦 SLE(8) 为均匀生成树的探索曲线的尺度极限从而由曲
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线生成的推论而得到 (参见文献 [17]). 至今都没有一个直接的证明, Alvisio 和 Lawler [18] 对技术上的

困难做出了说明.

有时称上述定理中的随机曲线 γ 为 H上从 0到∞的弦 SLE(κ). 根据上一节可知,射线型 SLE(κ)

与全平面 SLE(κ) 以及带型 SLE(κ) 也是由一条曲线生成的.

作为一条随机曲线, γ 的性质依赖于 κ.

定理 3.5 [15] 设 γ 为 H 上从 0 到 ∞ 的弦 SLE(κ), 则

(1) 当 0 6 κ 6 4 时, 依概率 1 曲线 γ 为一条简单曲线, 并且 γ[0,∞) ⊂ H ∪ {0};
(2) 当 4 < κ < 8 时, 依概率 1 对任意的 z ∈ H\{0}, 有 z ̸∈ γ[0,∞), 并且

∪
t>0 Kt = H;

(3) 当 κ > 8 时, 依概率 1 有 γ[0,∞) = H, 即 γ 铺满整个上半平面;

(4) 对任意的 κ > 0, 都有 limt→∞ |γ(t)| = ∞.

此定理的证明涉及比较精细的分析, 具体可参见文献 [15]. Lawler [5, 19] 给出了简化的证明.

对于射线型 SLE(κ), 由等价性也有对应的性质.

定理 3.6 [16] 设 γ 为 D 上从 1 到 0 的射线型 SLE(κ), 则

(1) 当 0 6 κ 6 4 时, 依概率 1 曲线 γ 为一条简单曲线, 并且 γ[0,∞) ⊂ D ∪ {1};
(2) 当 4 < κ < 8 时, 依概率 1 对任意的 z ∈ D̄\{1}, 有 z ̸∈ γ[0,∞), 并且

∪
t>0 Kt = D;

(3) 当 κ > 8 时, 依概率 1 有 γ[0,∞) = D, 即 γ 铺满整个闭的单位圆盘.

此外 Lawler 还证明了如下性质.

定理 3.7 [20] 设 γ 为 D 上从 1 到 0 的射线型 SLE(κ), 则依概率 1 有

lim
t→∞

γ(t) = 0.

相比射线型 SLE(κ) 和弦 SLE(κ), 带型 SLE(κ)也有类似的性质, 但是稍有不同.

定理 3.8 [12] 设 γ 为 Sπ 上从 0 到 Rπ 带型 SLE(κ), 则

(1) 当 0 6 κ 6 4 时, 依概率 1 曲线 γ 为一条简单曲线, 并且 γ[0,∞) ⊂ Sπ ∪ {0};
(2) 当 4 < κ < 8 时, 依概率 1 对任意的 z ∈ S̄π\{0}, 有 z ̸∈ γ[0,∞);

(3) 当 κ > 8 时, 则依概率 1 有 γ[0,∞) 的 Hausdorff 维数为 2, 即 γ 铺满整个其所围绕的区域.

定理 3.9 [12] 设 γ 为 Sπ 上从 0 到 Rπ 的带型 SLE(κ), 则

(1) 依概率 1 极限 m := limt→∞ γ(t) 存在;

(2) 依概率 1, m ∈ Rπ, 如果记 m = X + iπ, 则随机变量 X 有密度函数 ρ(x) = (cosh(x2 ))
− 4

κ /cκ, 其

中 cκ =
∫ +∞
−∞ (cosh(x2 ))

− 4
κ dx.

注 3.2 由此定理可知,设 (Kt)t>0 为带型 SLE(κ)对应的紧致包序列,记 K∞ =
∪

t>0 Kt,则 K∞

是有界的. 而 Zhan [12] 正是先证明 K∞ 为有界的来证明上面的定理的.

注 3.3 对于全平面 SLE, 由定理 3.3 同样可得到其由一条曲线生成, 以及对应的性质.

当 κ > 8时,由以上的定理可知 3种 SLE的 Hausdorff维数依概率 1为 2. 而其他情形, Rohde和

Schramm [15] 给出了上界估计. 最终, Beffara 采用两点估计的方法确定了 SLE 的 Hausdorff 维数, 而

Lawler [19] 给出了简化证明.

定理 3.10 [21] 设 γ 为 H 上从 0 到 ∞ 的弦 SLE(κ), 则依概率 1 有

dim(γ) = min

{
2, 1 +

κ

8

}
.

注 3.4 由 4 种 SLE 的等价性可知其他类型的 SLE 的维数与弦 SLE 相同.
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3.4 局部性与限制性

由于一些离散模型满足一些特殊的性质, 与之对应的 SLE(κ) 也应该满足一些特别的性质. 本小

节主要介绍 SLE(6) 的局部性和 SLE( 83 ) 的限制性.

定理 3.11 [5, 7, 16] 设 K 为 H 上的紧致包, 并且 0 ̸∈ K. γ(t) 为 H 上从 0 到 ∞ 的弦 SLE(6).

记 T = inf{t > 0 : γ(t) ∩ K ̸= ∅}. 设 γ̃(t) 为 H\K 上的从 0 到 ∞ 的弦 SLE(6), 记 S = inf{t > 0 :

γ̃(t) ∩ K ̸= ∅}, 则 {γ(t) : 0 6 t < T} 与 {γ̃(t) : 0 6 t < S} 在相差一个时间变换的条件下有相同的
分布.

注 3.5 从以上定理可以看出从 0 出发到 ∞ 的弦 SLE(6) 在未碰到 K 时, 我们是分辨不出其到

底是 H 上的 SLE(6) 还是 H\K 上的 SLE(6). 这就是 “局部性” 的由来. 由 3 种 SLE 的等价性可以证

明其他类型的 SLE(6) 也满足局部性.

除了 SLE(6) 满足一定的特殊性质外, SLE(83 ) 也满足一种特殊性质: 限制性.

引理 3.1 [5, 22] 假定 γ(t) 为 H 上从 0 到 ∞ 的弦 SLE( 83 ). 对 H 上的任意的紧致包 K (0 ̸∈ K),

设 ΦK 为从 H\K 到 H 的共形映射, 满足 ΦK(0) = 0, limz→∞
ΦK(z)

z = 1, 则

P[γ ∩K = ∅] = Φ
′ 58
K (0). (3.1)

由以上引理可得以下的定理.

定理 3.12 [5] 假定 γ 是上半平面 H上从 0到 ∞的弦 SLE( 83 ), K 为 H上的任意的紧致包,满足

0 ̸∈ K, 则在已知 γ ∩K = ∅ 的条件下, γ 的分布与 H\K 上的从 0 到 ∞ 的弦 SLE(83 ) 的分布一样.

注 3.6 定理 3.12可解释为,如果将 H上从 0到 ∞的弦 SLE( 83 )限制在与 K 不交的集合上,则

得到 H\K 上的从 0 到 ∞ 的弦 SLE(83 ). 这也是 “限制性” 的直观解释.

注 3.7 对于任意的 κ ∈ (0, 8) \ {8/3}, 我们一般给不出类似于 (3.1) 的公式, 但是对于由某种限

制测度生成的随机的紧致包, 我们可给出类似于 (3.1) 的显示公式, 参见文献 [23].

注 3.8 当然, 我们还应说明 {{K ∩ γ = ∅} : K 取遍所有的紧致包} 完全刻画了 γ 的分布, 具体

可参见文献 [22].

对射线型 SLE(83 ),情形有点不太一样. 设 K 为 D上的紧致包,则有唯一的共形映射 ΦK(z) : D\K
→ D 满足 Φ′

K(0) > 0, ΦK(0) = 0.

定理 3.13 [5, 24] 设 γ(t) 为 D 上从 1 到 0 的射线型 SLE(83 ), 则对 D 上的紧致包 K, 记 ΦK 为如

上定义的共形映射. 如果 1 ̸∈ K, 则有

P[γ ∩K = ∅] = Φ
′ 5
48

K (0)|Φ′
K(1)| 58 .

从而在已知 γ ∩K = ∅ 的条件下, γ 的分布与 D\K 上的从 1 到 0 的射线型 SLE(83 ) 的分布一样.

注 3.9 作为对弦 SLE(83 ) 和射线型 SLE( 83 ) 的限制性的推广, 可以研究一类具有限制性和共形

不变性的测度, 具体可参见文献 [22, 24,25].

3.5 对偶性与自反性

在渗流模型中的离散探索曲线,如果从 ∞出发,得到的是同一条探索曲线,只是方向发生了变化.

因此其尺度极限应该也应该满足这样的性质.

Rohde和 Schramm [15] 猜测弦 SLE(κ)应该满足自反性. 最终由 Zhan通过构造耦合 (coupling)的

方法证明了 κ ∈ (0, 4]的情形;而 Miller和 Sheffield利用 Gauss自由场与 SLE的关系证明了 κ ∈ (4, 8)

的情形.
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定理 3.14 [26, 27] 设 γ 为 H上从 0到 ∞的弦 SLE(κ), 其中 0 < κ 6 8, ϕ(z) = − 1
z . 记 β := ϕ(γ),

则 γ[0,∞) 和 β[0,∞) 作为随机曲线有相同的分布.

注 3.10 由于射线型 SLE和带型 SLE的端点不具备某种对称性, 因此其分布不满足自反性, 并

且当 κ > 8 时, 本定理不成立, 具体参见文献 [26, 28].

除了自反性,弦 SLE还满足对偶性. Duplianter和 Kwon [29] 利用物理的方法猜测,当 4 < κ时,弦

SLE(κ) 的边界应为弦 SLE(16κ ). 这里还要涉及 SLE(κ; ρ) 的定义, 就不详细叙述, 具体参见文献 [28].

4 有关 SLE 的一些计算

SLE 作为一个强大的工具解决了许多以前未解决的问题, 特别是关于平面 Brown 运动的边界的

Hausdorff 维数的确定. 这主要利用了 SLE 可以做出许多具体的计算这一特点. 本节主要介绍涉及

SLE 的一些计算.

4.1 Cardy 公式

假定 γ(t) 是上半平面 H 上的从 0 到 ∞ 的弦 SLE(κ). 由定理 3.5 知, 当 κ > 4 时, γ(t) 不是一条

简单曲线, 并且
∪

t>0 Kt = H.

对任意的 x ∈ R\{0},定义 Tx := inf{t > 0 : x ∈ Kt},则依概率 1有 Tx < ∞. 显然,当 x1 < x2 < 0

或者 0 < x2 < x1 时, 有 Tx2 6 Tx1 . 自然的有问题: 当 −x < 0 < y 时, T−x 6 Ty 的概率是多少?

首先由于弦 SLE(κ) 满足尺度不变性以及关于 y 轴对称, 因此可以得到

P(T−x 6 Ty) = P(Tx 6 T−y) = P(T− x
y
6 T1) = P(T−1 6 T y

x
).

于是只需处理 T−x 6 T1 的情形. 我们有如下定理:

定理 4.1 [5, 7] 采用以上定义, 则

P(T−x > T1) =
Γ(2− 4a)

Γ(2− 2a)Γ(1− 2a)

(
x

1 + x

)1−2a

2F1

(
2a, 1− 2a, 2− 2a;

x

1 + x

)
=

Γ(2− 4a)

(Γ(1− 2a))2

∫ x
1+x

0

dy

y2a(1− y)2a
,

其中 a = 2
κ , 2F1 为超几何函数.

令 T := inf{t : γ(t) ∈ [1,∞)}, 则当 0 6 κ 6 4 时, 依概率 1 有 T = ∞; 当 κ > 8 时, 依概率 1 有

γ(T ) = 1. 而在 4 < κ < 8 时, γ(T ) 有一个分布:

定理 4.2 [5, 15] 设 γ 是上半平面的从 0 到 ∞ 的弦 SLE(κ) 并且 4 < κ < 8, T 的定义如上. 令

a = 2
κ , 则对任意的 x > 0, 有

P(γ(T ) 6 1 + x) =
Γ(2a)

Γ(4a− 1)Γ(2a− 1)

∫ x
1+x

0

dy

y2−4a(1− y)2a
.

由定理 4.1 和 4.2 可以得到如下定理.

定理 4.3 [5] 假定 γ 为 H 上从 0 到 ∞ 的弦 SLE(6). 定义随机变量

Y := sup{x : Tx 6 T−1} = sup{x : x ∈ ∂KT−1},
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Z := sup{x : Tx = T1} − 1,

则对任意的 y > 0, 有

P[Y 6 y] = P[Z 6 y] =
Γ( 23 )

Γ( 13 )
2

∫ y
1+y

0

u− 2
3 (1− u)−

2
3 du.

考虑共形映射

f(z) :=
Γ( 23 )

Γ(13 )
2

∫ z

0

w− 2
3 (1− w)−

2
3 dw.

此映射将上半平面 H 共形映到以 A = 0、B = 1、C = ei
π
3 为顶点的正三角形 [3], 其中 f(0) = 0,

f(1) = 1, f(∞) = ei
π
3 , 并且分支的选取如下:

f(−x) = ei
π
3
Γ( 23 )

Γ(13 )
2

∫ x
1+x

0

u− 2
3 (1− u)−

2
3 du, 当 0 < x < ∞ 时,

f(x) =
Γ( 23 )

Γ(13 )
2

∫ x

0

u− 2
3 (1− u)−

2
3 du, 当 0 < x < 1 时,

f(−x) = 1 + ei
2π
3

Γ( 23 )

Γ( 13 )
2

∫ x
1+x

0

u− 2
3 (1− u)−

2
3 du, 当 x > 1 时.

设 γ 为 H 上从 0 到 ∞ 的弦 SLE(6), 根据定义可知, η := f(γ) 为 △ABC 上从 A 到 C 的弦

SLE(6). 由于

P[T1 6 T−y] =
Γ( 23 )

Γ(13 )
2

∫ y
1+y

0

u− 2
3 (1− u)−

2
3 du,

令 D := f(−y), 则可以得到

P[γ 先于 (−∞,−y] 碰到 [1,+∞)] = P[η 先于 DC 碰到 BC] = |AD|,

其中 |AD|表示 AD 的长度.以上称为 Cardy 公式. 正是 Cardy公式促使了 Smirnov和 Werner [30] 关

于渗流的研究, 这也是 Smirnov 获得菲尔兹奖的重要工作之一. 又因为

P[γ(T1) 6 1 + x] =
Γ( 23 )

Γ( 13 )
2

∫ x
1+x

0

u− 2
3 (1− u)−

2
3 du,

从而,

P[η(TBC) ∈ BE] =
Γ(23 )

Γ( 13 )
2

∫ x
1+x

0

u− 2
3 (1− u)−

2
3 du = |BE|,

其中 TBC 表示 η 第一次碰到线段 BC 的时刻, E = f(1 + x) 为 BC 上的任一点. 从而得到 η(TBC) 为

BC 上的均匀分布.

设 L > 0, 记矩形 RL := [0, L] × [0, πi] 的四个顶点为 A = 0, B = L, C = L + iπ, D = iπ, 则存在

唯一的共形映射 ϕ(z) : RL → H, 满足

f(C) = 0, f(A) = 1, f(B) = ∞, f(D) = ξ ∈ (0, 1).

由极值距离 (定义可参见文献 [4])的共形不变性, 可得到 [ξ, 1]与 [−∞, 0]在 H中的 π-极值距离为 L.

而由椭圆函数与超几何函数的性质可得到, 当 L → ∞ 时有

1− ξ = e−L+O(1).
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存在唯一的 x > 0 满足存在唯一的共形映射 f(z) : H → RL 并且使得

f(0) = D, f(−1) = C, f(∞) = L, f(x) = 0.

我们有如下定理:

定理 4.4 [7] 设 κ > 4, 假定 γ 为 H 上从 0 到 ∞ 的弦 SLE(κ), 则根据定义可知, η = f(γ) 为 R
上从 D = iπ 到 B = L 的弦 SLE(κ). 设

τ = inf{t > 0 : η[0, t] ∩ [B,C] ̸= ∅},

则当 L → ∞ 时有
P[γ[0, τ ] ∩ [0, L] = ∅] ≍ e−(1− 4

κ ).

事实上, 上述定理有更为一般的形式, 当 η[0, τ ]∩ [0, L] = ∅ (记为事件 E)时, 可以考虑 RL\Kτ 中

[0, iπ] 到 [L,L+ iπ] 的 π- 极值距离 L.
定理 4.5 [7] 当 L → ∞ 时, 对任意的 b > 0, 有

E[1Ee
−bL] ≍ e−u(κ,b)L,

其中 u(κ, b) = b+
κ−4+

√
(κ−4)2+16κb

2κ .

注 4.1 当 b = 0 时, u(κ, 0) = 1− 4
κ .

考虑共形映射 f(z) : RL → H, 满足

f(C) = 0, f(A) = 1, f(B) = ∞, f(D) = x ∈ (0, 1).

设 γ(t) 和 Kt 为 H 上从 x 到 ∞ 的弦 SLE(κ). 记

T0 := inf{t > 0 : 0 ∈ Kt}, T1 := {t > 0 : 1 ∈ Kt},

T = min{T0, T1}.

我们的目标是在 T = T0 的情形下, 计算 H\KT 中 [x, 1] 到 [−∞, 0] 的 π- 极值距离. 当 t < T 时,

定义

ft(z) :=
gt(z)− gt(0)

gt(1)− gt(0)
,

则有 ft(0) = 0, ft(1) = 1. 记 MT = sup{KT ∩ R}, NT = fT (MT ), 于是,

L = (−∞, 0] 与 [NT , 1]在H中的π- 极值距离 = log(1−NT ) +O(1).

因此需要需要估计 E(1−Nt)
λ. 而 (1−Nt) ≍ (1− x)f ′

T (1), 从而只需估计 E[1Ef
′λ
T (1)].

令 Zt(z) :=
Wt−gt(0)
gt(1)−gt(0)

, 定义 Λ(1− x, b) = Ex[1T0<T1f
′b
T (1)], 其中 Ex 表示是从 x 出发的 SLE.

引理 4.1 [7] 采用如上定义, 则

Λ(x, b) = C(b, κ)x
1
2−

2
κ+b̂κ

2F1

(
1

2
− 2

κ
+ b̂κ,−

1

2
+

6

κ
+ b̂κ, 1 + 2b̂κ;x

)
, (4.1)

其中

C(b, κ) =
Γ( 32 − 6

κ + b̂κ)Γ(
1
2 + 2

κ + b̂κ)

Γ(1− 4
κ )Γ(1 + 2b̂κ)

, b̂κ =

√
(κ− 4)2 + 16bκ

2κ
. (4.2)
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定理 4.6 [7] 设 t > 0, 采用同上述定理中的记号. 记

Θ(x, b) = E1−x[1{T0<T1}(1−NT )
b],

则有 (
1

2
x

)b

Λ(x, b) 6 Θ(x, b) 6 xbΛ(x, b).

注 4.2 对于射线型 SLE(κ), 由于其不具备尺度不变性. 因此, 对于 z1, z2 ∈ ∂D\{1}, 一般不能
将 P(Tz1 < Tz2) 转化为只有一个参量的的微分方程来计算, 因此就比较复杂. 而对带型 SLE, 有一些

结果可参见文献 [12].

4.2 射线 SLE 的分支估计

对于射线型的 SLE(κ) 也有类似弦 SLE(κ) 的估计. 设 (gt(z),Kt)t>0 为 D 上的从 1 到 0 的射线

型 SLE(κ). 如果 x ∈ R 使得 eix ∈ ∂D\{1}. Tx := inf{t > 0 : eix ∈ Kt}. 对 t < Tx, 定义 ht(x) 满足

gt(e
ix) = eiht(x) 并且 ht(x) 连续. 于是,

∂tgt(e
ix) = gt(e

ix)
ei
√
κBt + gt(e

ix)

ei
√
κBt − gt(eix)

= eiht(x)
ei
√
κBt + eiht(x)

ei
√
κBt − eiht(x)

= ieiht(x) cot
ht(x)−

√
κBt

2
= eiht(x)i∂tht(x).

从而有

∂tht(x) = cot
ht(x)−

√
κBt

2
,

并且

Tx = inf{t > 0 : ht(x)−
√
κBt ∈ {0, 2π}}.

令 ft(x) = ht/κ(x), 则有

∂tft(x) =
1

κ
cot

ft(x)− B̃t

2
,

其中 B̃t 为标准的一维 Brown 运动. 定义 a = 2
κ , Yt := ft(x)−Bt, 则

dYt =
a

2
cot

Yt

2
dt− dBt, Y0 = x.

这是一个类 Bessel 过程, 其性质可参见文献 [5, 第 1.10 小节].

定理 4.7 [5, 16] 设 (gt,Kt)t>0 为 D 中从 1 到 0 的射线型 SLE(κ). 记 At = ∂D\Kt, 则 At 等于 ∅
或者为 ∂D 上的一段圆弧. 对任意的 b > 1, r ∈ (0, 1), 仍记

σr = inf{t > 0 : Kt ∩ {|z| = r} ≠ ∅}.

设 L(r) 为 D\Kσr 中从 |z| = r 到 |z| = 1 的 π- 极值距离. 当 Aσr = ∅ 时, 记 L(r) = +∞, 则当 r → 0

时有

E[e−bL(r)] ≍ rκλ,

其中 λ = λ(κ, b) = 1
16 (8b+ κ− 4 +

√
(κ− 4)2 + 16bκ).
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4.3 点与 SLE 曲线的关系

由于当 0 6 κ < 8 时, H 上从 0 到 ∞ 的弦 SLE(κ) 是一条从 0 到 ∞ 的曲线, 并且对任意的

z ∈ H\{0}, P(z ∈ γ) = 0, 因此可以考虑点 z 位于曲线 γ 的左侧的概率. 当 γ 为简单曲线时, 赋予 γ 从

0 到 ∞ 的定向. 那么对 z ̸∈ γ, 如果 z 位于 H \ γ 的左连通分支, 则称 z 位于 γ 的左侧. 当 γ 不是简单

曲线时, 存在 t1 < t2 满足 γ(t1) = γ(t2), γ[t1, t2] 为一个简单环路, 并且 z 位于环路将平面分成的有界

的连通部分. 此时如果沿着 γ(t1) 到 γ(t2) 的方向, z 位于左侧, 则称 z 位于 γ 的左侧.

定理 4.8 [31] 对任意的 0 < κ < 8 和 z = x0 + iy0 ∈ H\{0}, 有

P[z 位于 γ 的左侧] = C

∫ ∞

x0
y0

1

(1 + y2)
4
κ

dy,

其中

C =
1∫ +∞

−∞
1

(1+y2)
4
κ
dy

.

注 4.3 当 κ = 4 时, 以上概率为

1

π

(
π

2
− arctan

x0

y0

)
=

arg(z)

π
.

注 4.4 由于射线型 SLE(κ) 是从 D 的边界点到内部点, 因此不能定义位于左边还是右边的概

念. 而对带型 SLE(κ) 则可以定义和计算 (参见文献 [12]).

5 平面 Brown 运动的相交指数

本节主要介绍平面 Brown 运动的相交指数的定义以及如何利用 SLE(6) 得到平面 Brown 运动的

相交指数的具体值.

5.1 平面 Brown 运动的相交指数的定义

有许多方法可以用来定义平面 Brown 运动的相交指数 (参见文献 [32]), 对这里采用如下方法. 对

任意的整数 k > 2, 以及正整数 p1, p2, p3, . . . , pk, 记 K = p1 + p2 + · · ·+ pk. 任意的 j ∈ {1, 2, 3, . . . ,K},
假定 (Bj(t) : j = 1, 2, 3, . . . ,K) 为 K 个互相独立的 Brown 运动, 并且其初始分布 Bj(0) 服从 |z| = 1

上的均匀分布. 任取 R > 1, 记 τj(R) := inf{t > 0 : |Bj(t)| = R}.
令事件 E(R) 为

E(R) :=

{( pl∪
i=1

Bpl−1+i[0, τpl−1+i(R)]

)
∩
( ps∪

j=1

Bps−1+j [0, τps−1+j(R)]

)
= ∅,

∀ l ̸= s ∈ {1, 2, 3, . . . , k}
}
.

记 f(R) = P(E(R)), 则由 Brown 运动的 Markov 性质可以得到 f(R + T ) 6 f(R)f(T ), 由次可加性可

以得到存在 ξ = ξ(p1, p2, . . . , pk) > 0 使得

lim
R→∞

log f(R)

logR
= −ξ(p1, p2, . . . , pk).
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称 ξ(p1, p2, . . . , pk) 为平面 Brown 运动的全平面相交指数.

如果令 F (R) 为事件

F (R) :=

{( pl∪
i=1

Bpl−1+i[0, τpl−1+i(R)]

)
⊂ H,∀ l ∈ {1, 2, 3, . . . , k}

}
.

记 g(R) = P(E(R)∩F (R)),则仍由 Markov性质可以得到 g(R+T ) 6 g(R)g(T ). 于是再由次可加性得

到存在 ξ̃(p1, p2, p3, . . . , pk) > 0 使得

lim
R→∞

log g(R)

logR
= −ξ̃(p1, p2, . . . , pk).

Lawler和Werner [32] 将 ξ 和 ξ̃ 的定义进行了推广,使得对任意 λi > 0 (i = 1, 2, . . . , k), ξ̃(λ1, λ2, . . . , λk)

均可定义;以及对任意的 λi > 0 (i = 1, 2, . . . , k),如果存在 i ̸= j使得 λi > 1, λj > 1,则 ξ(λ1, λ2, . . . , λk)

可定义. 文献 [32] 还利用 Brown 溢出测度给出了相交指数的等价的定义.

定理 5.1 [32] 相交指数 ξ 和 ξ̃ 满足如下性质:

(1) ξ̃(λ1, λ2, . . . , λk) = ξ̃(λ1, λ2, . . . , λl−1, ξ̃(λl, λl+1, . . . , λk));

(2) ξ(λ1, λ2, . . . , λk) = ξ(λ1, λ2, . . . , λl−1, ξ̃(λl, λl+1, . . . , λk));

(3) 对任意的 {1, 2, . . . , k} 上的置换 σ, 有

ξ(λ1, λ2, . . . , λk) = ξ(λσ(1), λσ(2), . . . , λσ(k)),

ξ̃(λ1, λ2, . . . , λk) = ξ̃(λσ(1), λσ(2), . . . , λσ(k)).

定理 5.2 [32] 存在函数 η : [ξ̃(1, 1),∞) → [ξ(1, 1),∞), 使得对任意的 λ1, λ2, . . . , λk > 0 (满足至少

两个不小于 1), 有

ξ(λ1, λ2, . . . , λk) = η(ξ̃(λ1, λ2, . . . , λk)).

文献 [32, 33] 给出了 ξ̃(λ1, 1, λ2) 和 ξ̃(1, λ) 的刻画. 具体如下.

如果记 B 为矩阵 RL = [0, L]× [0, iπ]上的 Brown溢出测度 (定义可参见文献 [5]),记 B[0, τ ]为其

样本轨道. 令事件 E := {B(0) ∈ [0, iπ], B(τ) ∈ [L,L + iπ]}. 在 E 发生的条件下, 记 A1 和 A2 分别为

RL\B[0, τ ] 的以 [iπ, L + iπ] 和 [0, L] 为边界的连通分支. 记 L+ 与 L− 分别为 A1 和 A2 中 [0, iπ] 和

[L,L+ iπ] 的 π- 极值距离.

定理 5.3 [32, 33] 当 L → ∞ 时, 有

E[e−λL+1E ] ≍ e−Lξ̃(1,λ),

E[e−λ1L+−λ2L−1E ] ≍ e−Lξ̃(λ1,1,λ2).

同样地, 文献 [32, 33] 也给出了 ξ(1, λ) 和 ξ(λ1, 1, λ2, 1) 的刻画. 对 0 < r < 1, 考虑环 Ar :=

{z : r < |z| < 1}. 对任意的曲线 γ : [0, T ] → D, 满足 |γ(0)| = |γ(T )| = 1 并且 γ(0, T ) ⊂ D. 记
T (r) := inf{t > 0 : |γ(t)| = r}. 令 ϕ(γ) := {γ(t) : 0 6 t 6 T (r)}. 于是, ϕ 将 D 上的 Brown 溢出测度映

为 Ar 上的曲线空间上的测度, 称为环 Ar 上的 Brown 溢出测度.

记 B 为 Ar 上的 Brown 溢出测度, B[0, τ ] 为其样本轨道. 事件 E = {|B(0)| = 1, |B(τ)| = r}, 事
件 F := E ∩ {B[0, τ ] 没有将 0 和 ∞ 分离}. 在 F 发生的条件下, 记 O 为 Ar\B[0, τ ] 的与 |z| = 1 和

|z| = r 相交的唯一的连通分支, L 为 O 中 |z| = 1 与 |z| = r 的 π- 极值距离.
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定理 5.4 [32, 33] 当 r → 0 时有

E[1F e
−λL] ≍ rξ(λ,1).

设 B1[0, τ1] 和 B2[0, τ2] 为 Ar 上的两个相互独立的 Brown 溢出测度的样本轨道. 记

G := {B[0, τ1] ∩B[0, τ2] = ∅, |B1(0)| = |B2(0)| = 1, |B1(τ1)| = |B2(τ2)| = r}.

在 G 发生的条件下, 存在 Ar\(B1[0, τ1] ∪ B2[0, τ2]) 的与 |z| = 1 和 |z| = r 相交的连通分支 O1 和 O2.

记 L1 和 L2 为 O1 和 O2 中 |z| = 1 与 |z| = r 的 π- 极值距离, 则有下面的定理:

定理 5.5 [32, 33] 当 r → 0 时, 则有

E[1Ge
−λ1L1−λ2L2 ] ≍ rξ(λ1,1,λ2,1).

文献 [33]定义了一种完全共形不变测度,其满足一定的泛性性质. 正是基于这个思想,文献 [7,16,

34] 利用 SLE(6) 和上述关于相交指数的刻画, 得到了上述相交指数的具体值; 再利用相交指数间的关

系, 可以确定相交指数的所有值. 下面详细介绍 SLE 这个强大的工具在平面 Brown 运动的相交指数

计算上的的应用.

5.2 上半平面相交指数

首先利用 SLE(6)计算 ξ̃( 13 , λ). 假定 (γ(t),Kt : t > 0)为矩形 RL 上从顶点 iπ到顶点 L的 SLE(6),

B[0, τ ] 为 RL 上的 Brown 溢出. 二者定义在相同的概率空间上, 并且互相独立. 记 T := inf{t > 0 :

Kt ∩ ([0, L] ∪ [L,L+ iπ]) ̸= ∅}, S = KT . 考虑如下事件:

E1 = {B(0) ∈ [0, iπ], B(τ) ∈ [L,L+ iπ]},

E2 = {KT ∩ [0, L] = ∅},

E3 = E1 ∩E2 ∩ {KT ∩B[0, τ ] = ∅}.

在 E1 发生的条件下, 记 A1 和 A2 分别为 RL\B[0, τ ] 的以 [iπ, L+ iπ] 和 [0, L] 为边界的连通分支. 记

L+ 和 L− 分别为 A1 和 A2 中 [0, iπ] 与 [L,L + iπ] 的 π- 极值距离, 则由对称性可知 L+ 和 L− 有着

相同的分布. 在 E2 发生的条件下, 记 Lsle(6) 为 RL\KT 中 [0, iπ] 与 [L,L+ iπ] 的 π- 极值距离. 在 E3

发生的条件下, 记 O 为 RL\KT ∪ B[0, τ ] 的介于 KT 与 B[0, τ ] 之间的连通分支, L 为 O 中 [0, iπ] 到

[L,L + iπ] 的 π- 极值距离. 下面分两种方法计算 E[e−λL1E3 ]. 记 EB 是对 Brown 溢出求对应的期望,

Esle(6) 是对 SLE(6) 求期望.

首先在已知 B[0, τ ] 的条件下, 由 SLE(6) 的局部性质可得到在 E3 发生时, KT 可以看作 A1 中从

iπ 出发到 L+ iπ 的 SLE(6) 在碰到 [L,L+ iπ] 停止, 并且与 B[0, τ ] 不交. 于是根据定理 4.5 和 5.3 可

以得到, 当 L → ∞ 时有

EB [Esle(6)[e
−λL]] ≍ E[e−u(6,λ)L+ ] ≍ e−Lξ̃(0,1,u(6,λ)).

同时,在已知 KT 的条件下,由 Brown溢出的限制性质,如果 E3 发生,则 B[0, τ ]可看作 RL\KT 上的

Brown 溢出. 此时再由对称性可知 L 与 L− 同分布. 于是结合定理 4.5 和 5.3 可得

Esle(6)[EB [e
−λL]] = EB [Esle(6)[e

−λL− ]]
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= EB [e
−λL−Esle(6)[1E3 ]] ≍ EB [e

−λL−− 1
3L+ ]

≍ e−Lξ̃(λ,1, 13 ).

于是结合 ξ̃(0, 1, λ) = ξ̃(1, λ) 以及 ξ̃(1, λ) 关于 λ 的严格单调性 (参见文献 [32]) 可得到 ξ̃(λ, 1, 1
3 ) =

ξ̃(1, u(6, λ)). 从而,

ξ̃

(
λ,

1

3

)
= u(6, λ) =

6λ+ 1 +
√
1 + 24λ

6
.

定理 5.6 [7] 对任意的 λ > 0, 有

ξ̃

(
λ,

1

3

)
= u(6, λ) =

6λ+ 1 +
√
1 + 24λ

6
.

利用上述定理以及相交指数的关系 (定理 5.1) 可以得到一系列的相交指数的值. 对任意的 p ∈ N,
记 vp = 1

6p(p+ 1), 则有下面的定理.

定理 5.7 [7] 对任意的 k > 2, 以及非负整数 p1, p2, . . . , pk, 有

ξ̃(vp1 , vp2 , . . . , vpk
) =

1

24
((
√
24vp1 + 1 + · · ·+

√
24vpk

+ 1− (k − 1))2 − 1).

5.3 全平面相交指数

以上利用矩形RL中的弦 SLE(6)导出了一部分上半平面相交指数的值.接下来利用射线型 SLE(6)

计算全平面相交指数的一些值.

设 B1[0, τ1] 和 B2[0, τ2] 为 Ar 上的两个相互独立的 Brown 溢出测度的样本轨道. 记

G(r) := {|B1(0)| = 1, |B1(τ1)| = r, 没有将 |z| = 1 和 |z| = r 分离},

G̃(r) := {B1[0, τ1] ∩B2[0, τ2] = ∅, |B1(0)| = |B2(0)| = 1, |B1(τ1)| = |B2(τ2)| = r}.

在 G(r) 发生的条件下, 记 O 为 Ar\B1[0, τ ] 的与 |z| = 1 和 |z| = r 相交的唯一的连通分支, L
为 O 中 |z| = 1 与 |z| = r 的 π- 极值距离. 记 Φ : O → RL 满足 Φ((|z| = 1) ∩ O) = [0, iπ],

Φ((|z| = r) ∩ O) = [L,L + iπ]. 当 G̃(r) 发生的条件下, 存在 Ar\(B1[0, τ1] ∪ B2[0, τ2]) 的与 |z| = 1 和

|z| = r 相交的连通分支 O1 和 O2. 记 L1 和 L2 为 O1 和 O2 中 |z| = 1 与 |z| = r 的 π- 极值距离. 此

时对应地有共形映射 Φi : O1 → RL 满足 Φi((|z| = 1) ∩ Oi) = [0, iπ], Φi((|z| = r) ∩ Oi) = [L,L + iπ]

(i = 1, 2). 对任意的 α > 0, 记

Hα = G(r) ∩ {i ∈ O,Φ(i) ∈ [iα, i(π − α)]},

H̃α = G̃(r) ∩ {i ∈ O1,Φ1(i) ∈ [iα, i(π − α)]}.

引理 5.1 [16] 对任意的 λ > 0, 存在序列 xn ↓ 0 和 yn ↓ 0, 使得当 n → ∞ 时有∫
Hα

e−λLdµxn(B1) ≈ (xn)
ξ(1,λ),∫

H̃α

e−L1−λL2dµyn
(B1)dµyn

(B2) ≈ (yn)
ξ(1,1,1,λ),

其中 µxn 和 µyn 代表 Axn 和 Ayn 上的 Brown 溢出测度.

同样地利用上述引理, 结合射线型 SLE(6), 可得下面的定理.
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定理 5.8 [16] 全平面相交指数 ξ(1, 1) 的值为

ξ(1, 1) =
5

4
.

利用同样的方法可以得到:

定理 5.9 [16]

ξ(1, 1, 1, λ) =
1

48
[(11 +

√
24λ+ 1)2 − 4].

结合定理 5.2 及 ξ̃(1, 1) 和 ξ̃(1, 1, 1, λ) 可得到下面的定理:

定理 5.10 [16] 对任意的 x > 7, 有

η(x) =
1

48
[(
√
24x+ 1− 1)2 − 4],

其中 η(x) 同定理 5.2. 特别地, 对任意的 m > 2 以及 (λ1, . . . , λm−1) ∈ { 1
6 l(l + 1) : l ∈ N}m−1 × R+, 有

ξ(λ1, λ2, . . . , λm) =
1

48
[(
√
24λ1 + 1 +

√
24λ2 + 1 + · · ·+

√
24λm + 1−m)2 − 4],

其中至少有两个 λi 不小于 1 并且上式右端大于 35
12 .

文献 [34,35] 证明了 ξ(1, λ) 关于 λ 是解析的, 从而完全确定了平面 Brown 运动的相交指数. 结合

文献 [34, 35], 我们总结为如下定理:

定理 5.11 [34] 对任意的 k > 2, 以及 λ1, λ2, . . . , λk > 0, 有

ξ̃(λ1, λ2, . . . , λk) =
1

24
[(
√
24λ1 + 1 + · · ·+

√
24λk + 1− (k − 1))2 − 1].

定理 5.12 [34] 对任意的 m > 2, 以及 λ1, λ2, . . . , λm > 0, 如果至少有两个 λi 不小于 1, 则有

ξ(λ1, λ2, . . . , λm) =
1

48
[(
√
24λ1 + 1 +

√
24λ2 + 1 + · · ·+

√
24λm + 1−m)2 − 4].

5.4 平面 Brown 运动的一些集合的 Hausdorff 维数

记 B(t) 为一个标准的平面 Brown 运动, 自然地, 会考虑其作为一条曲线的 Haussdorff 维数. 记

C\B[0, t] 的无界连通分支为 Ht, 则称 Dt := C\Ht 为 Brown 运动生成的紧致包. 称 Ft := ∂Dt 为

Brown 运动的前沿点 (frontier points). 由于 Brown 运动具有尺度不变性, 因此对任意的 r > 0, rF t
r2

与 Ft 同分布, 从而 Fr2t 与 Ft 几乎处处有相同的 Hausdorff 维数. Mandelbrot [36] 通过模拟猜测, 依概

率 1, Ft 的 Hausdorff维数是 4
3 . 而利用相交指数,可以严格证明这个猜想.对 s ∈ [0, t],如果 B(s) ∈ Ft,

则称 B(s) 为时间 t 的先锋点 (pioneer point). 记 Pt 为时间 t 的先锋点的集合, 同样由尺度不变性知,

几乎处处对任意的 t, Pt 的 Hausdorff 维数一样. 如果 s ∈ (0, t) 满足 B[0, s) ∩B(s, t] = ∅, 则称 s 为一

个割断时间 (cutting time), 称 B(s) 为 Brown 运动相对于时间 t 的割点 (cutting point). 记时间 t 的

割点的集合为 Ct, 同样地由尺度不变性知, 几乎处处对任意的 t, Ct 的 Hausdorff 维数一样.

定理 5.13 [7, 16] 假定 B(t) 为标准的平面 Brown 运动, 对任意的 t > 0, 依概率 1, Ft、Pt 和 Ct

的 Hausdorff 维数分别为

dim(Ft) =
4

3
, dim(Pt) =

7

4
, dim(Ct) =

3

4
.
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注 5.1 Lawler [37–39]证明了,依概率 1,这 3个集合的 Hausdorff维数分别是 2−ξ(2, 0)、2−ξ(1, 0)

和 2− ξ(1, 1). 从而结合上一小节的相交指数的公式可以得出其具体值. 需要指出的是, ξ(1, 1) = 5
4 和

ξ(1, 0) = 1
4 早先已由 Duplantier 和 Kwon [29] 根据共形场论的知识猜出来, 但是没能严格证明. 所以,

数学上的一些参数可以通过物理上的理论猜出其值, 然后再严格证明.

注 5.2 Mandelbrot 猜想的证明彰显了 SLE 这个工具在解决涉及平面 Brown 运动的问题的强

大作用, 类似于这样的问题有很多, 如文献 [40].

6 离散模型与 SLE

Schramm 建立 SLE 的目的就是为了刻画一些离散模型的尺度极限, 本节主要对这些离散模型并

对其尺度极限和 SLE 的关系做一些介绍.

定义 6.1 如果 γ2 是 γ1 的重新参数化, 则称曲线 γ1(t) : [0, tγ1 ] → C 与曲线 γ2(t) : [0, tγ2 ] → C
等价, 即存在单调增的同胚 θ : [0, tγ1 ] → [0, tγ2 ], 使得 γ1(t) = γ2(θ(t)).

定义 6.2 定义 C 为平面上所有等价的曲线类的集合, 即平面上不考虑参数变换的曲线的集合.

对任意的 γ1, γ2 ∈ C, 定义
d(γ1, γ2) := inf

{γ̂1,γ̂2}

{
sup

06t61
|γ̂1(t)− γ̂2(t)|

}
,

其中 inf 取遍所有的 (γ̂1, γ̂2), 这里 γ̂1 和 γ̂2 分别是 γ1 和 γ2 在区间 [0, 1] 上的任意参数化表示.

可以验证 d 为 C 上的度量, 并且由 d 诱导的拓扑与 C 作为 D 上的闭集的 Hausdorff 度量下诱导

的拓扑一致. 从而, 平面 Brown 运动便诱导了 C 上的一个概率测度, 其 σ 代数为其 Borel 代数.

引理 6.1 任意的 κ > 0, 三种 SLE(κ) 的生成曲线诱导了 C 上的概率测度.

这是因为由 SLE 定义的 Loewner 方程知 Bt → γ(t) 是可测映射, 再由 Brown 运动诱导了 C 上的
概率测度可得 SLE(κ) 也诱导了 C 上的概率测度.

定义 6.3 设 (Ω,F) 为一个可测空间, P 和 Pn 为 (Ω,F) 上的一族 Radon (概率) 测度, 如果对

任意的 Ω 上的有界连续函数 f , 有

lim
n→∞

∫
Ω

fdPn =

∫
Ω

fdP,

则称 Pn 弱收敛到 P.

注 6.1 弱收敛有许多等价刻画, 参见文献 [41].

设 G = (V,E) 为一个图, 并且没有平行边和自回路. 记 x ∈ V , (Xn)n>0 为取值于 V 中的随机点

列. 如果 X0 = x 并且

P[Xn+1 = w | Xn = v,Xn−1, . . . , X1] =
1{w∼v}

deg(v)
,

其中 deg(v)表示与 v 相邻的点的个数, v ∼ w 表示 v 与 w 相邻, 则称 (Xn)为从 x出发的简单随机游

动.

考虑 G = δZ2. 设 (Xn)n>0 为 G = δZ2 上从 0 出发的简单随机游动. 定义

Sδ
n :=

n∑
k=0

Xk.

对任意的 t > 0, 定义

Sδ
t =

√
(t− [t])(S[t]+1 − S[t]) + S[t],
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于是 Sδ
t : [0,∞) → C 诱导了 C 上的概率测度, 则下面的定理成立:

定理 6.1 (Donsker 不变原理 [42]) 当 δ → 0 时,
√
2
δ Sδ

t 弱收敛到平面上的 Brown 运动 Bt.

这是最经典的离散模型收敛到连续极限的例子. 有时称 Brown运动是简单随机游动的尺度极限.

6.1 临界渗流模型

记 T := {m + nei
π
3 } 为平面上的三角形格子点, 其中 v1, v2 ∈ T 相邻当且仅当 |v1 − v2| = 1. 记

Λn := {k + lei
π
3 : k, l ∈ [−n, n] ∩ Z}. 记

Ω := {(ωv)v∈T : ωv = 1 或 ωv = −1}.

如果 ω(i,j) = 1, 称顶点 (i, j) 为黑色的; 如果 ω(i,j) = −1, 称顶点 (i, j) 为红色的. 定义

Ωn := {(ωv)v∈Λn : ωv = 1 或 ωv = −1}.

对任意的 p ∈ [0, 1],独立地以概率 p将每一个顶点 v ∈ T 染成黑色,以概率 1− p将其染成红色.于是,

这在 Ωn 上定义了一个概率测度 Pn:

P(ω) = pb(ω)(1− p)w(ω),

其中 ω ∈ Ωn, b(ω) 和 w(ω) 分别代表 ω 中黑色顶点和红色定点的个数.

下面构造 Ω 上的 σ 代数. 任取 ω ∈ Ω 和 x ∈ T , 定义 ωx ∈ Ω 为

ωx(y) =

−ω(y), y = x,

ω(y), y ̸= x.

定义 6.4 如果存在有限顶点集 V ⊂ T , 使得对任意的 ω ∈ E 和 x ∈ T \V , 有 ωx ∈ E, 则称

E ⊂ Ω 为柱集, 即 E 仅由 V 中的点决定. 可以验证所有柱集的集合形成一个代数. 记 Ω 上由柱集生

成的 σ 代数为 F.

对任意的柱集 E, 设 E 仅有 V ⊂ Λn 中的点决定. 定义

P(E) = Pn(E |Λn),

其中 E |Λn 表示 E 在 Λn 上的限制. 可以证明 P(E) 不依赖于 Λn 的选取. 于是, 由概率的唯一扩张定

理知, 存在 (Ω,F) 上的唯一概率测度, 使得对任意的柱集 E, 如果 E 由 Λn 中的点决定, 则

P(E) = Pn(E |Λn).

于是我们构造了 (Ω,F) 上的概率测度. 在渗流中, 存在临界点:

定理 6.2 [43] 存在 pc ∈ (0, 1), 使得

(1) 当 p > pc 时, 依概率 1 存在唯一的无穷黑色连通分支;

(2) 当 p 6 pc 时, 依概率 1 不存在无穷的黑色连通分支.

这里的一个黑色连通分支指的是一组被染成黑色的顶点 (vn)n>0, 并且对任意的 n, vn 和 vn+1

相邻.

定理 6.3 [30] 在三角形格子点的渗流模型中, pc =
1
2 .
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渗流在临界点的状态最难刻画, 因此以下假定 p = pc =
1
2 .

定理 6.4 [44] 记 Ω 为一个 Jordan 区域, a, b, c, d ∈ ∂Ω 为按逆时针排列的 4 个不同的点. 对任意

的 δ > 0, 记 δT := {δz : z ∈ T }, Ωδ := Ω ∩ δT . 考虑 Ωδ 上的临界渗流 Pδ, 记 Pδ(Ω, a, b, c, d) 为存在一

条连结弧 ab 和弧 cd 的黑色路径的概率, 即存在 Ωδ 中的顶点序列 (v0, v1, . . . , vn) 满足 vi (0 6 i 6 n)

为黑色, 并且 v0 是距离弧 ab 最近的顶点, vn 是距离弧 cd 最近的顶点, 则有

(1) limδ↓0 Pδ(Ω, a, b, c, d) 存在, 记为 f(Ω, a, b, c, d);

(2) f 是共形不变的, 即如果 Φ : Ω → Ω′ 为共形映射, 则有

f(Ω, a, b, c, d) = f(Ω′,Φ(a),Φ(b),Φ(c),Φ(d));

(3) 若 ∆ 为一个等边三角形, 其顶点按逆时针方向为 a、b 和 c, 则

f(∆, a, b, c, d) =
|cd|
|ab|

.

注 6.2 Cardy [45] 首先用共形场论的方法不严格给出了这个猜想, 而 Smirnov [44] 充分利用了 T
的结构通过离散解析函数的方法给出了这个定理的证明. 正是通过这个结果, Smirnov 证明了渗流上

的探索曲线收敛到 SLE(6).

记 Ω 为一个 Jordan 区域, a, b ∈ ∂Ω, Ωδ = δT ∩ Ω. ab 表示沿着逆时针方向在 ∂Ω 上从 a 到 b 的

弧, ba 表示沿着逆时针方向在 ∂Ω 上从 b 到 a 的弧. 将与 ab 相邻的 Ωδ 上的顶点染为黑色, 将与 ba

相邻的 Ωδ 上的顶点染为红色, 而 Ωδ 中的其他点分别独立地以
1
2 的概率染成黑色和红色. 对于每一

种染色结果, 存在一条曲线 γδ 连结 a 和 b, 使得 γδ 右侧的顶点为黑色, 左侧的顶点为红色. 为了使得

γδ 唯一,可选取 γδ 是由 T 的对偶图中的边组成的折线.称 γδ 为 Ωδ 上从 a到 b的探索曲线.自然地,

γδ 诱导了 C 上的概率测度. 事实上, 我们有以下结论:

定理 6.5 [44, 46] 当 δ 趋于 0 时, γδ 弱收敛到 Ω 上从 a 到 b 的弦 SLE(6).

6.2 调和探索模型

采用上一小节的记号,记 Ω为一个 Jordan区域, a, b ∈ ∂Ω,其中 Ωδ = δT ∩Ω. ab表示沿着逆时针

方向在 ∂Ω上从 a到 b的弧; ba表示沿着逆时针方向在 ∂Ω上从 b到 a的弧. 将与 ab相邻的 Ωδ 上的

顶点染为黑色, 将与 ba 相邻的 Ωδ 上的顶点染为红色. 而其他的点染色与渗流模型不一样. 我们要构

造一条探索曲线,具体如下. 记 ∆c0d0e0 为与 a相邻的位于 Ωδ 中的三角形,其中 c0 和 d0 为分别被染

成黑色和红色的顶点. 记 γδ(0)为 ∆c0d0e0 的中心,考虑定义在 Ωδ 上的函数 f0
δ ,在黑色顶点上取值 1,

在红色顶点上取值 0,在其他未染色的顶点上调和 (参见第 7节). 于是以 f0
δ (e0)的概率将 e0 染成黑色.

如果 e0 为黑色,则选取以 e0d0 为边的三角形 ∆c1d1e1 (c1 = e0, d1 = d0)的中心为 γδ(1);如果 e0 为红

色, 则选取以 e0c0 为边的三角形 ∆c1d1e1 (c1 = c0, d1 = e0)的中心为 γδ(1). 再考虑 e1 的染色 · · · . 假
定已经得到 γδ(n),其所在的三角形为 ∆cndnen,并且 cn 已经被染成黑色, dn 已经被染成红色.考虑定

义在在 Ωδ 上的函数 fn
δ , 在黑色顶点上取值 1, 在红色顶点上取值 0, 在其他未染色的顶点上调和 (离

散调和函数的定义可参见第 7 节). 于是依概率 fn
δ (en) 将 en 染成黑色, 以 1− fn

δ (en) 的概率将 en 染

成红色.当 en 为黑色时,取 γδ(n+1)为以 endn 为边的三角形 ∆cn+1dn+1en+1 (cn+1 = en, dn+1 = dn);

当 en 为红色时, 取 γδ(n + 1) 为以 encn 为边的三角形 ∆cn+1dn+1en+1 (cn+1 = cn, dn+1 = en). 一直

进行下去, 直到 γδ(n) 位于与 b 相邻的三角形的中心. 这样产生了一条探索曲线 γδ, 称为 Ωδ 上的调

和探索曲线, 具体示例图参见图 3. 自然其同样诱导了 C 上的概率测度. 我们有下面的定理:

定理 6.6 [47] 当 δ 趋于 0 时, Ωδ 上的调和探索曲线 γδ 弱收敛到 Ω 上从 a 到 b 的弦 SLE(4).
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图 3 (网络版彩图) 调和探索

6.3 回路擦除随机游动

设 Ω 为一个 Jordan 区域. 对任意的 δ > 0, 定义 Ωδ = Ω ∩ δZ2 (当 δ 足够小时, Ωδ 可成为一个连

通图). 任取 x ∈ Ωδ, 记 (Xn)n>0 为从 x 出发的简单随机游动,

τ := inf{n : Xn ̸∈ Ωδ}.

定义 Xn 的回路擦除路径 LE(X) 如下: 定义 n0 = 0; 当 n < τ 时,

ni+1 := max{n 6 τ : Xn = Xni}+ 1.

定义 (LE(X))i = Xni . 显然, LE(X) 是一条从 x 到 ∂Ωδ 的简单路径, 称为 Ωδ 上从 x 到 ∂Ωδ 的

回路擦除随机游动.如图 4,随机游动为 (x0, . . . , x20),擦除回路后路径为 (x0, x13, x14, x15, x16, x17, x18,

x19, x20). 如果取 z ∈ Ω, x 为 Ωδ 上距离 z 最近的顶点, γδ 为 Ωδ 上从 x 到 ∂Ωδ 的回路擦除随机游动

的反向曲线, 那么有下面的定理:

定理 6.7 [17] 当 δ 趋于 0 时, γδ 弱收敛到 Ω 上从 ∂Ω 到 z 的射线型 SLE(2).
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图 4 (网络版彩图) 回路擦除随机游动
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6.4 均匀生成树

设 G = (V,E) 为一个连通的有限图, 如果子图 T ⊂ G 满足: T 是连通的, T 包含 G 的所有顶点

并且没有回路, 则称 T 是一个生成树. 如果 (Vα, Eα) 为 G 的一个子图, 并且是一个树, 对任意的生成

树 T , 如果 T 包含 (Vα, Eα), 则称 T 为包含 (Vα, Eα) 的生成树. 如果赋予所有的生成树相同的概率,

则称所得到的概率测度为 G 上的均匀生成树. 同样可以定义 G 上包含 (Vα, Eα) 的均匀生成树.

设 Ω 为一个 Jordan 区域. 对任意的 δ > 0, 定义 Ωδ = Ω ∩ δZ2 (当 δ 足够小时, Ωδ 可成为一个连

通图). 设 a, b ∈ ∂Ω. 记弧 ab 为 ∂Ω 上沿着逆时针方向的从 a 到 b 的弧. 选取 δ 足够小, 可以使与 ab

相邻的 Ωδ 的顶点形成一个树 lδab, 设 T 为 Ωδ 上的包含 lδab 的均匀生成树, 则有位于 (δ(Z)2)∗ 中的与
T 对应的对偶树 T ∗. 存在唯一一条曲线 γδ 位于 δ

2Z
2 + ( δ4 ,

δ
4 ), 连结 a 和 b (如图 5 所示).

定理 6.8 [17] 采用以上记号, 当 δ 趋于 0 时, γδ 弱收敛到 Ω 上从 a 到 b 的弦 SLE(8).

注 6.3 γδ 遍历了 Ω∩ [ δ2Z
2+( δ4 ,

δ
4 )]的每一个点,因此,直观上可以得到 SLE(8)是填满 Ω的. 正

是由于 SLE(8)是一列随机曲线的弱极限, Lawler等 [17] 证明 SLE(8)是由曲线生成的. 事实上, Lawler

等 [17] 处理的是 Ω 的边界是 C1 的情形, 但是可以证明对 Jordan 区域也成立.

6.5 离散 Gauss 自由场

一维的 Brown 运动是以 R+ 为指标的一族正态随机变量, 自然地, 是否存在一族正态随机变量,

使其指标集合为 2 维的, 并且满足类似于 Brown 运动的性质? 2 维的 Gauss 自由场便是满足此条件

的随机过程. 本小节主要介绍离散的 Gauss 自由场以及其与 SLE 的关系.

给定有限连通图 G = (V,E). Vα ⊂ V 为一个非空的子集. 记

Ω := {h : V → R, h |Vα=0}.

于是, Ω ∼= R#V−#Vα . 如果记 m 为 Ω 上的 Lebesgue 测度, 赋予 Ω 上的概率测度如下:

dP

dm
(h) ≍ e−

1
2

∑
(u,v)∈E(h(u)−h(v))2 ,

则称服从 P 的分布的随机函数 h 为 G 上的零边值 Gauss 自由场.

a

b

a

b

(a) (b)

图 5 (网络版彩图) 均匀生成树
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图 6 (网络版彩图) 离散 Gauss 自由场

固定 hα : Vα → R, 可定义
Ωhα := {h : V → R, h |Vα = hα}.

同样可定义 Ωhα 上的概率测度 Phα :

dPhα

dm
(h) ≍ e−

1
2

∑
(u,v)∈E(h(u)−h(v))2 .

服从 Phα
分布的随机函数称为 G 上以 hα 为边值的 Gauss 自由场. 设 D 为一个 Jordan 区域, 并且

∂D 由 T 中的边组成. 记 V = D̄∩ δT , Vα = ∂D∩ δT ,则任意的 f : V → R可线性扩充为 D 上的映射,

使得在每一个三角形上为仿射变换.记 a, b ∈ ∂D, ab (ba)为沿着逆时针方向 ∂D 上从 a (b)到 b (a)的

弧. 设 hα : ∂D → R 满足 hα |ab = λ > 0, hα |ba = −λ < 0. 记 hδ 为 V 上的以 hα 为边值的 Gauss 自

由场, 则存在唯一的一条曲线 γδ 连结 a 和 b, 并且 hδ |γδ = 0 (如图 6 所示). 于是有下面的定理.

定理 6.9 [48] 采用以上记号, 取 λ =
√
π/8, 当 δ 趋于 0 时, γδ 弱收敛到 D 上从 a 到 b 的弦

SLE(4).

7 离散全纯函数与 SLE

Smirnov 获得菲尔兹奖的主要结果是来自他在渗流等统计物理模型方面的研究. 他巧妙地构造了

离散全纯函数, 这些离散全纯函数收敛到连续的全纯函数, 从而可以得到关于离散模型的尺度极限的

许多信息. 本节主要介绍离散全纯函数及其应用. 本节内容可参见文献 [49, 第 八 章] 或者 [50].

7.1 离散调和函数

考虑格子点 Z2 := {(x, y) : x, y ∈ Z}. 如果函数 f : Z2 → R 满足

(∆f)(x) :=
1

4

∑
y∼x

[f(y)− f(x)] = 0,

则称 f 在 x 处调和, 其中 y ∼ x 表示 y 与 x 相邻. 这是连续调和函数的均值公式的离散情形. 如果 f

在 D ⊂ Z2 中的任一点调和, 则称 f 为 D 上的调和函数. 如果 D ⊂ Z2 为一个子图, 记

∂D := {x ∈ Z2 : d(x,D) = 1},

其中 d 是 Z2 上的图距离.
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定理 7.1 如果 D ⊂ Z2 为一个连通的有限子图, g : ∂D → R,则存在唯一的函数 f : D∪∂D → R
满足

∆f(x) = 0, ∀x ∈ D, f |∂D = g.

注 7.1 事实上也可用简单随机游动的方法来证明. 假定 (Xn)n>0 是从 X0 = x出发的简单随机

游动,

τ := inf{n > 0 : Xn ∈ ∂D},

则可验证 f(x) := E[g(Xτ )] 便是所求的函数.

注 7.2 对任意的 δ > 0, 同样可定义 δZ2 上的调和函数. 可用线性插值的方法将 δZ2 上的函数

连续扩充到整个平面上, 如无特别说明, 我们将二者等价.

定理 7.2 [49, 50] 假定 D 为一个 Jordan 区域, Dδ = D ∩ δZ2. g 为 ∂D 的某个小邻域上的连续函

数, 如果记 gδ = g |∂Dδ
, 由前一定理知存在 Dδ 上以 gδ 为边值的调和函数 fδ, 则当 δ → 0 时, fδ 在 D

中内闭一致收敛到 D 上以 g 为边值的调和函数.

7.2 离散 Green 函数

假定 D ⊂ Z2 为一个连通子图. 固定 x ∈ D, 则存在唯一的函数 GD(x, ·) : D ∪ ∂D → R, 满足

∆GD(x, ·)(y) = −δx(y), GD(x, ·) |∂D ≡ 0,

这可由算子 ∆ 的单射性直接得到. 称 GD(x, y) 为 D 上的离散 Green 函数.

注 7.3 假定 (Xn)n>0 是从 X0 = x 出发的简单随机游动,

τ := inf{n > 0 : Xn ∈ ∂D},

则利用随机游动的 Markov 性质可证明

GD(x, y) = Ex

[ τ−1∑
n=0

1{Xn=y}

]
.

引理 7.1 [49] 若 Green 函数 GD 定义如上, 则

GD(x, y) = GD(y, x).

7.3 离散全纯函数

采用如下记号:

Z2 = {(x, y) : x ∈ Z, y ∈ Z},

(Z2)∗ =

{
(x, y) : x ∈ Z+

1

2
, y ∈ Z+

1

2

}
,

(Z2)⋄ =

{
(x, y) : x ∈ Z+

1

2
, y ∈ Z 或 x ∈ Z, y ∈ Z+

1

2

}
,

其中上述 3 个图中的边均由 Euclid 距离最近的顶点连接而成. 可以看出 (Z2)∗ 是 Z2 的对偶图, 而

(Z2)⋄ 是将 Z2 旋转 45 度再平移所得. 称这 3 个图分别为本原图、对偶图和中间图. 将本原图中顶点

染为黑色, 对偶图中的顶点染为红色, 参见图 7. 如果中间图的面包含一个黑色顶点, 则将其按逆时针
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图 7 (网络版彩图) 三个格点图

定向; 如果中间图的面包含一个红色的顶点, 则将其按顺时针定向.

在复变函数中, 如果 f 为 C 上的全纯函数, 则对任意的单位向量 α, 有

∂iαf = i∂αf.

类似地, 对函数 f : (Z2)⋄ → C, 以及 x ∈ Z2 ∪ (Z2)∗, 按上北、下南、左西、右东给 x 所在的 (Z2)⋄

中的面 4 个顶点标记为 N、S、W 和 E (参见图 7).

定义

∂f(x) :=
1

2
[f(E)− f(W ) + i(f(N)− f(S))].

如果 ∂f(x) = 0, 则称 f 在 x 处为离散全纯的. 如果对任意的 x ∈ Z2 ∪ (Z2)∗, ∂f(x) = 0, 则称 f 为

(Z2)⋄ 上的离散全纯函数.

注 7.4 由于 (Z2)⋄ 的图结构与 Z2 ∪ (Z2)∗ 一样, 类似可以定义 Z2 ∪ (Z2)∗ 上的离散全纯函数.

同样对任意的 δ > 0, 可定义 δ(Z2)⋄ 上的离散全纯函数.

定理 7.3 [49] 如果 f, g : (Z2)⋄ → C 是离散全纯函数, 则

(1) 对任意的 a, b ∈ C, af + bg 为 (Z2)⋄ 上的离散全纯函数;

(2) 在一种新的算子 ∆̃ 下, f 为离散调和的;

(3) 如果 C 为 Z2 或者 (Z2)∗ 上的多边形, 对应的顶点按顺序记为 z0, . . . , zn = z0, 则∮
C
f(z)dz :=

n−1∑
i=0

f

(
zi + zi+1

2

)
(zi+1 − zi) = 0;

(4) 如果 fδ 为 δ(Z2)⋄ 上的离散全纯函数, 且内闭一致收敛到 f , 则 f 为连续全纯函数.

(1)是显然的. 任取 x ∈ δ(Z2)⋄,记 nw、ne、se和 sw 为 δ(Z2)⋄ 中与 x相邻的 4个顶点,而 n、e、s

和 w 为 δ(Z2)⋄ 中与 x 距离为 1 的 4 个顶点 (自然方向). 于是,

∆̃f(x) :=
1

4
([f(n)− f(x)] + [f(w)− f(x)] + [f(e)− f(x)] + [f(s)− f(x)])
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=
i

4
([f(ne)− f(nw)] + [f(nw)− f(sw)] + [f(se)− f(ne)] + [f(sw)− f(se)])

= 0.

这证明了 (2). 对于 (3),由离散全纯函数的定义可得,在 Z2 或者 (Z2)∗ 上的任意一个面 C = z0 ∼ z1 ∼
z2 ∼ z3 ∼ z4 = z0 上有

∮
C f(z)dz :=

∑3
i=0 f(

zi+zi+1

2 )(zi+1 − zi) = 0. 从而, 由于任意的多边形可表示为

有限个面的并, 因此, (3) 对任意的面成立. 由 (3) 知, 对任意的多边形 γ, 有
∮
γ
f(z)dz = 0, 从而, 由复

分析中的知识知 f 为全纯的.

除了离散全纯函数, Smirnov 还引入了旋 - 全纯函数 (spin-holomorphic function). 具体定义如下:

对中间图的任意一条边 e, 此时由于已经定向, 可将 e 看成一个复数. 记 l(e) 为经过原点和
√
ē 的直

线, 以 Pl(e) 表示直线 l(e) 上的投影映射: Pl(x) = αℜ(ᾱx) = 1
2 (x+ α2x̄), 其中 α 为直线 l 所对应的单

位向量.

定义 7.1 如果函数 f : (δZ2)⋄ → C 满足对任意的边 e = [xy] 有

Pl(e)f(x) = Pl(e)f(y),

则称 f 为旋 - 全纯函数或者 s- 全纯函数. 同样可定义 (δZ2)⋄ 的子图上的 s- 全纯函数.

命题 7.1 [49, 50] 任意 (δZ2)⋄ 上的 s- 全纯函数也是离散全纯的.

s-全纯函数的引入很大程度上是因为积分
∫ z

f2 有对应的离散化表示. s-全纯函数与三类边值问

题有着很大的联系, 同时像离散调和函数那样, 满足一定的条件下, 其收敛到连续情形的边值问题. 为

了直接介绍 s- 全纯函数在 SLE 中的应用, 我们此处省略这部分的说明, 具体可以参见文献 [49, 第 8.3

小节].

7.4 FK-Ising 模型

本小节主要介绍 FK-Ising 模型与 SLE 的关系. FK-Ising 模型是随机簇模型的一种特殊情形. 对

随机簇模型的详尽描述可参见文献 [51]. 假定 Ω 是一个 Jordan 区域, a ̸= b ∈ ∂Ω, 记 ∂ab 为 ∂Ω 上从

a 沿着逆时针方向到 b 的弧, ∂ba 为 ∂Ω 上从 a 沿着顺时针方向到 b 的弧. 定义 Ωδ = (Vδ, Eδ) 为 δZ2

的如下子图: Vδ = V1 ∪ V2, 其中 V1 = Ω ∩ δZ2, V2 为与 ∂ba 距离最近的并且不在 Ω 中的顶点, Eδ 为连

接 Vδ 中的顶点的边. 记 aδ 和 bδ 分别为距离 a 和 b 最近的并且不在 Ω 中的 δZ2 中的点. 当 δ 足够

小时, 可知 ∂Ωδ 为一条闭的简单折线, 并且 aδ, bδ ∈ ∂Ωδ. 记 ∂δ
ab 为 ∂Ωδ 上的从 aδ 按逆时针方向到 bδ

的边, ∂δ
ba 为 ∂Ωδ 上的从 aδ 按顺时针方向到 bδ 的边.

同样可定义对偶图 Ω∗
δ = (V ∗

δ , E
∗
δ ) 为 (δZ2)∗ 的如下子图: V ∗

δ = V ∗
1 ∪ V ∗

2 , 其中 V ∗
1 = Ω ∩ (δZ2)∗,

V ∗
2 为与 ∂ab 距离最近的并且不在 Ω 中的顶点, E∗

δ 为连接 V ∗
δ 中的顶点的边. 记 a∗δ 和 b∗δ 分别为距离

a 和 b 最近的并且不在 Ω 中的 (δZ2)∗ 中的点. 当 δ 足够小时, 可知 ∂Ω∗
δ 为一条闭的简单折线, 并且

a∗δ , b
∗
δ ∈ ∂Ω∗

δ . 记 (∂δ
ab)

∗ 为 ∂Ω∗
δ 上的从 a∗δ 按逆时针方向到 b∗δ 的边, (∂δ

ba)
∗ 为 ∂Ω∗

δ 上的从 a∗δ 按顺时针

方向到 b∗δ 的边.

同样可定义中间图 Ω⋄
δ = (V ⋄

δ , E
⋄
δ ), 其中 V ⋄

δ = Ω ∩ (δZ2)⋄, E⋄
δ 为连接 V ⋄

δ 中的顶点的边. 记 a⋄δ 和

b⋄δ 分别为距离 a和 b最近的并且不在 Ω中的 (δZ2)⋄ 中的点. 当 δ 足够小时, 可以得到存在 (δZ2)⋄ 中

的边 ea 指向 a⋄δ , 并且 aδ 和 a∗δ 分别位于以 ea 为边的 (δZ2)⋄ 的面中, 存在 (δZ2)⋄ 中的边 eb 从 b⋄δ 出

发, 并且 bδ 和 b∗δ 分别位于以 eb 为边的 (δZ2)⋄ 的面中. 以上 3 个图的构造通过图 8 可清晰看出.

采用以上记号, δ 足够小,定义 Ωδ = (Vδ, Eδ)上的以 (p, q)06p61,q>0 为参数的随机簇模型如下. 记

S := {ω : Eδ → {0, 1}, ω |∂δ
ba

= 1}.
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图 8 (网络版彩图) 原图和对偶图. 黑色、红色和蓝色的实线边对应的图分别为 Ωδ、Ω
∗
δ 和 Ω⋄

δ

对任意的 ω ∈ S, 记 o(ω) = #{e ∈ Eδ : ω(e) = 1}, c(ω) = #{e ∈ Eδ : ω(e) = 0}. 通常如果 ω(e) = 1, 则

称 e 是开的; 如果 ω(e) = 0, 则称 e 是闭的. (Vδ, {e ∈ Eδ : ω(e) = 1}) 为 Ωδ 的子图, 其连通分支数记

为 k(ω). 定义 S 上的如下概率测度为参数为 (p, q) 的随机簇模型:

P(ω) =
1

Zp,q
po(ω)(1− p)c(ω)qk(ω),

其中

Zp,q =
∑
ω∈S

po(ω)(1− p)c(ω)qk(ω).

同样定义

S∗ := {ω : E∗
δ → {0, 1}, ω |(∂δ

ab)
∗ = 1}.

在给定 ω ∈ S 之后, 对应地可定义 ω∗ ∈ S∗ 如下: 如果 e∗ ̸∈ (∂δ
ab)

∗, 定义 ω∗(e∗) = 1− ω(e), 其中 e 是

与 e∗ 对偶的边; 如果 e∗ ∈ (∂δ
ab)

∗, 定义 ω∗(e∗) = 1.

在给定 ω ∈ S 后, 存在唯一的由 E⋄
δ 中的定向线段组成的折线 γδ 连接 a⋄δ 和 b⋄δ , 并且将 {Vδ, {e ∈

Eδ : ω(e) = 1}} 中 ∂δ
ba 所在的连通分支和 V ∗

δ {e∗ ∈ E∗
δ : ω∗(e∗) = 1} 中 (∂δ

ab)
∗ 所在的连通分支分离开,

具体参见图 9, 图中蓝色的折线即为 γδ.

定义 7.2 任取 e ∈ E⋄
δ , 定义自旋函数如下:

Fδ(e) := E[1{e∈γδ}e
i 12Wγδ

(e,eb)],

其中 E 是对随机簇模型的概率 P 求期望, Wγδ
(e, eb) 是 e 沿着 γδ 到 eb 的环绕数 (winding number).

以下假定 q = 2, p =
√
q

1+
√
q , 此时称对应的随机簇模型为 FK-Ising 模型.

对任意的 v ∈ V ⋄
δ \∂Ω⋄

δ , 定义

Fδ(v) :=
1

2

∑
u∼v

Fδ([uv]),
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图 9 (网络版彩图) FK-Ising 模型

对任意的 v ∈ ∂Ω⋄
δ , 定义

Fδ(v) :=
2

2 +
√
2

∑
u∼v

Fδ([uv]),

其中 [uv] 表示以 u 和 v 为端点的边.

证明离散的模型收敛到 SLE 一般有两种方法, 一种是直接证明离散的随机曲线的驱动函数收敛

到 Brown 运动然后再加强为曲线的收敛, LERW 和一致生成树就是采用这种方法; 另外一种是, 先

说明离散的曲线是胎紧的 (即任意的随机曲线子列都有收敛的子列), 然后证明所有的极限都是同一

个 SLE, 此时只需借助一些特定的参数收敛就可证明所得到的极限即为 SLE, 临界渗流就是采用这种

方法.

Smirnov 正是基于构造的自旋函数的收敛, 利用上述第二种方法证明了 FK-Ising 模型收敛到

SLE(163 ). 我们将结果陈述如下:

定理 7.4 [49] 采用如上记号, 则有

(1) 1√
eb
Fδ 为 Ω⋄

δ 上的 s- 全纯函数;

(2) 当 δ → 0 时, 1√
eb
Fδ 在 Ω 上内闭一致收敛到

√
ϕ′, 其中 ϕ : Ω → R × (0, 1), ϕ(a) = −∞,

ϕ(b) = +∞;

(3) 同上一节的弱收敛的定义一样, 当 δ → 0 时, γδ 弱收敛到 Ω 上从 a 到 b 的 SLE(163 ).

注 7.5 Smirnov 同样在 Ising 模型中发展了同以上关于 FK-Ising 模型一样的方法, 从而证明了

临界 Ising 模型的临界曲线收敛到 SLE(3), 具体可参见文献 [49].

8 研究现状和待研究问题

目前作为一个交叉领域, SLE 是一个非常热门的前沿方向, Schramm [52] 以其广阔的视野在 2006

年的世界数学家大会上详细列出了与 SLE 相关的问题. 可以说, 目前有关 SLE 的研究的主要问题基

本还是包含在 Schramm [52] 列出的框架下. 这里主要总结其研究现状和一些主要的与之相关的问题.
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我们主要列举三类问题.

第一类问题是 Loewner 方程的研究. 由于给定驱动函数, Loewner 方程的解不一定由一条曲线生

成, 能否给出一个由曲线生成的充分必要条件? 如果由曲线生成, 能否给出一个由简单曲线生成的充

要条件. 这些问题目前都未解决, 难点在于对 Loewner 方程做出极其精细的估计. 驱动函数和生成曲

线的性质的研究主要可参见文献 [8,53–55]. 除此之外,基于 Loewner方程定义的 “Loewner energy”与

复分析中的 Teichmuller 理论也有着紧密的联系, 相关结果和问题参见文献 [55–58].

第二类问题是关于 Gauss自由场和 SLE的关系的研究. SLE作为 Gauss自由场的 “flow line”,可

由 Gauss 自由场所确定 (参见文献 [27, 59–61]), 同时又可以作为 Gauss 自由场的 “level set” (参见文

献 [62]), 因此可借助 Gauss 自由场来研究 SLE, 例如, 利用 Gauss 自由场可以确定 SLE 曲线上的割

点的维数 (参见文献 [63]). Miller 和 Sheffield 通过研究随机图上的随机模型定义了 QLE (quantum

Loewner evolution) 来描述生长模型的尺度极限, 并给出了与 Brown 图 (Brownian map) 的关系. 二人

与其合作者在这方面取得了许多结果和进展, 同时还有许多这方面的问题有待解决, 具体可参见这些

作者的文献, 在此不一一列出.

第三类问题是关于离散模型收敛到 SLE 的问题. 其中最著名的是自回避随机游动 (self avoiding

walk, SAW) 收敛到 SLE(83 ) 的问题, 具体可参见文献 [64]. 由于自回避随机游动严格依赖于整个路径,

这就造成了局部分析上的困难. 在第 6 节, 我们看到许多离散模型的尺度极限是 SLE, 但是这些模型

依赖于格子点的选取, 例如, 渗流模型选取的是三角形格子点, 而 FK-Ising 模型选取的是 Z2 (更一般

地, 等周图 (isoradial graph)上), 物理上的理论和模拟显示, 这些模型的尺度极限具有 “普适性”, 即不

依赖于格子点的选取, 但是目前数学上还没有任何一种严格的方法来证明普适性.

致谢 作者十分感谢审稿人仔细审阅并提出许多宝贵的建议.
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