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摘要 本文基于微分形式吴方法理论及算法给出无需确定对称 Lie代数本身而事先构造其同构像 (具

有同结构常数的 Lie 代数) 的机械化算法. 该算法有效提高构造 (偏) 微分方程 (组) 对称 Lie 代数的

效率, 并可应用于对称 Lie 代数各类性质的机械化分析和判定. 最后给出算例验证算法的有效性.
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1 引言

18世纪,挪威数学家 Lie建立了求解微分方程的连续变换群,即对称方法及理论 (参见文献 [1–3]),

不仅统一了求解线性 (偏) 微分方程的各类方法, 而且适用于非线性方程的求解. 在近几十年, 由于计

算机符号计算能力的提高, 该方法有了很大的发展. 例如, 在经典对称概念基础上, 人们提出了各类广

义对称概念和方法 (参见文献 [3,4]), 同时, 对称方法被广泛应用于数学、物理和力学等诸多科学领域,

已成为普适性的数学方法之一 (参见文献 [4]). 但应用对称方法的前提是, 确定给定微分方程的对称.

目前,确定各类对称的方法仍基于传统 Lie算法,其中涉及解析和符号求解超定线性偏微分方程组 (称

为确定组) 的问题. 一般来讲, 确定组是大规模超定偏微分方程组, 其求解难度大. 目前还没有很有效

的方法克服这个困难 (参见文献 [5]). 文献 [1–3]详细叙述了传统 Lie算法;文献 [4–6]分析和探讨了传

统 Lie 算法中存在的问题和解决思路; 文献 [7–9] 探索了不求解确定组而确定对称 Lie 代数性质的方

法; 文献 [6, 10–14] 进行了系列研究, 并提出了基于微分形式吴方法的确定对称方法, 在一定程度上提

高了计算 (偏) 微分方程 (组) 对称的效率; 文献 [4, 15] 综述了对称算法及实现的程序; 文献 [16] 提出

了借助 Lie 代数性质和一些简单对称 (如平移、伸缩对称等) 来降低求解确定方程组难度的一种方法.
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但在该方法中用到的所谓超定方程组的标准形式 (standard form), 其定义是形式化的, 算法实现缺乏

严格理论基础. 文献 [17] 给出了相关线性偏微分系统解的有限维分解研究.

吴方法是我国数学家吴文俊先生在 20 世纪 70 年代末提出的分析和构造多元多项式系统零点集

的特征列集理论和算法. 该方法的提出促进了数学机械化、代数几何、计算机学科、人工智能等领域

的发展. 同时, 其应用取得了举世瞩目的成果 (参见文献 [18–21]). 吴方法在微分问题上的推广应用是

人们正在致力探索的研究方向.我们系统研究了微分形式吴方法的推广 (参见文献 [6,10–14,22,23])及

其在对称问题中的应用 (参见文献 [24–29]). 我们知道吴方法中的核心概念特征列集具有良好的三角

化 (标准化)、可积对合 (或称被动的, passive) 结构, 其定义和计算有严格的理论基础, 且适用于广泛

领域. 从而基于特征列集方法设计实现有效降低求解确定组的难度, 进而提高计算微分方程对称效率

的算法, 具有理论意义和应用价值.

本文将用微分形式吴方法 (微分特征列集算法)给出无需求解确定组而事先确定微分方程对称 Lie

代数结构常数算法 (构造同构 Lie代数),进而给出一种降低求解确定组难度、提高计算 (偏)微分方程

对称效率的新方法. 同时提出的算法还可应用于微分方程对称 Lie 代数性质 (如单性、半单性、可解

性、幂零性等的判定, 子代数分类、Levi 分解、直和分解、优化系统的构造等) 的机械化计算和判定中

(参见文献 [30]).

本文余下内容安排如下. 第 2 节介绍微分方程对称基本概念和 Lie 算法. 第 3 节介绍微分形式吴

方法基本概念和结论. 第 4 节是本文的核心内容. 本节基于吴方法, 给出了不需要求解确定组的前提

下能够确定对称 Lie 代数结构常数的算法. 第 5 节给出示范性算例, 说明本文所提出算法的有效性和

其在确定对称中的简化作用. 第 6 节给出一些讨论.

本文中基础数域为实数域 R. 记 x = (x1, x2, . . . , xp) 为自变量向量, u = (u1, . . . , uq) 为未知函数

向量, 并记向量 z = (x, u) ∈ RN (N = p+ q) 和偏导数向量 ∂z = (∂x1 , . . . , ∂xp , ∂u1 , . . . , ∂uq ). 用 Z+ 表

示非负整数集. 对 α = (α1, α2, . . . , αp) ∈ Zp
+ 和 x0 = (x01, . . . , x

p
p) ∈ Rp, 记 α! = α1! · · ·αp!, |α| =

∑
i αi,

(x − x0)α =
∏p

i=1(xi − x0i )
αi , 记偏导数 ujα = ∂|α|uj/∂α1

x1
∂α2
x2

· · · ∂αp
xp 及全导数 Dα = Dα1

x1
Dα2

x2
· · ·Dαp

xp ,

其中 D
αj
xi 是关于 xi 的全导数. 另外, 对 k ∈ Z+, 记 u(k) = {ujα : 1 6 j 6 q, α ∈ Zp

+, |α| 6 k}, 记
∂U =

∪∞
k=0 u

(k); 用 R[x, ∂U ] 记数域 R 上的关于自变量 x 和因变量 u 的全体微分多项式; 用 ei 记第 i

个元素为 1、其余分量为 0 的 RN 的标准基向量.

本文算例中用了微分多项式的全导数阶化字典序 (total derivative graded lexicographic rank) [20, 31].

2 微分方程对称

本节给出本文中将涉及的微分方程对称及吴方法的一些相关概念和基本结论 (参见文献 [1–3]).

2.1 微分方程对称及其确定

设有实数域 R 上的 n 阶微分方程 (组)

∆ : ∆i(x, u(n)) = 0, i = 1, 2, . . . , q, (2.1)

其中 ∆i ∈ R[x, ∂U ]. 方程 (2.1) 的对称群是指单参数连续变换群x∗i = fi(x, u, ϵ) = xi + ϵξi(x, u) + o(ϵ2), i = 1, 2, . . . , p,

u∗j = gj(x, u, ϵ) = uj + ϵϕj(x, u) + o(ϵ2), j = 1, 2, . . . , q,
(2.2)
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使方程 (2.1) 在此变换下不变. 根据 Lie 群基本定理, 要确定对称 (2.2) 等价于确定其对应无穷小生成

元 (等价地也称为对称),

X = ξi(x, u)
∂

∂xi

+ ϕj(x, u)
∂

∂uj

= Φ · ∂z, (2.3)

即确定无穷小 (生成函数) Φ = (ξ1, . . . , ξp, ϕ1, . . . , ϕq). (2.3) 中 i (j) 从 1 到 p (q) 求和, 这里用到省略

和号的记法 (以下类似).

确定 (2.3) 的具体步骤如下:

步骤 1 构造 X 的 n阶延拓, X(n) = X+
∑q

i=1

∑
Aα

ζiα(x, u
(n)) ∂

∂ui
α

,其中求和集合 Aα = {α ∈ Zp
+,

1 6 |α| 6 n}, 且 ζiα(x, u
(n)) 由 ζiα(x, u

(n)) = Dα(ϕi −
∑p

j=1 ξ
jujei) +

∑p
j=1 ξ

jujei+α 给出.

步骤 2 产生确定方程组. 由 Lie 判别准则, 变换 (2.2) 或 (2.3) 成为方程 (2.1) 的对称的充要条件

是 X 满足无穷小方程组

X(n)(∆) |∆=0 = 0. (2.4)

令 (2.4) 中独立变量 ulα 的系数为 0, 即得 ξi 和 ϕj 满足的超定线性齐次偏微分方程组, 称为 (2.2)

或 (2.3) 的确定方程组 (determining equations).

步骤 3 确定对称 X. 解析求解由步骤 2 推出的确定方程组, 得到 ξi 和 ϕj , 进而确定 X.

注 2.1 由于步骤 3 中的解析求解过程是非构造的, 从而步骤 3 是确定对称 (2.3) 的难点, 也是

应用对称方法的一个瓶颈问题 (参见文献 [4, 5]).

2.2 对称 Lie 代数

设确定方程组 (2.4) 的解集为 S. 由确定组的线性齐次性知, S 构成线性空间, 且任意的解 Φ ∈ S
唯一对应对称算子 (2.3), 从而, (2.3) 的全体构成一个线性空间, 记为 L. 从而, 我们可以视 S 和 L 为
等同的.

注 2.2 在微分方程连续变换群 (对称) 理论中, 对称 (2.2) 或 (2.3) 中的生成函数 ξi 和 ϕj 是关

于其变量的解析函数 [1–3], 即可展开为幂级数表示. 从而, 解集 S 是解析函数解空间.

由 Lie 理论知, 对 L 的任意两个元素 X = Φi
X∂zi 和 Y = Φi

Y ∂zi , 定义如下 Lie 积:

[X,Y ] = XY − Y X = (X(Φi
Y )− Y (Φi

X))∂zi , (2.5)

则线性空间 L 构成 Lie 代数 [32], 称其为微分方程 (2.1) 的对称 Lie 代数. 从而, 对任意 X ∈ L 和
Y ∈ L, 其 Lie 积 [X,Y ] ∈ L. 因此, 我们有下面的结论:

引理 2.1 对 (2.5), 有向量 (X(Φi
Y )− Y (Φi

X), i = 1, 2, . . . , N) ∈ S.
Lie 代数的维数是它作为线性空间的空间维数 (参见文献 [32]).

注 2.3 本文仅考虑有限维的对称 Lie 代数.

3 微分形式吴方法的基本概念和结论

本节给出本文用到的微分形式吴方法 (微分特征列集算法) 的基本概念和结论.
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3.1 特征列集算法及零点分解定理

设 D 是自变量为 z = (z1, z2, . . . , zN )、因变量为 Φ = (Φ1,Φ2, . . . ,ΦM ) 的一个微分多项式组, 即

D ⊂ R[z, ∂Φ]. 记微分多项式组 D 在某扩域上 (如亚纯函数域或其函数子域) 的零点集为 Z(D); 记多

项式 (组) P 对多项式 Q 的吴 -Ritt 余式为 Prem(P/Q); 用 J 记特征集的初式和隔离子的乘积, 用 I

记 D 的可积多项式.

下面给出微分形式吴方法的概念和基本结论 (参见文献 [18–23,31]).

定理 3.1 (特征列集算法) 在给定的多项式序 ≺ 下, 对一个微分多项式组 D, 特征列集算法在

有限步内确定一个微分多项式组 C 满足
(i) C 是微分升列;

(ii) Prem(D/C) = 0;

(iii) Prem(I/C) = 0.

定义 3.1 (特征列集) 对微分多项式组 D, 满足定理 3.1(i)–3.1(iii) 的微分多项式组 C 称为 D 的
特征列集.

定理 3.2 (良序原理) 设 C 是多项式组 D 的特征列集, 则有如下基本性质:

(i) Z(C/J) ⊂ Z(D) ⊂ Z(C), Z(D/J) = Z(C/J);
(ii) Z(D) = Z(C/J) ∪ Z(D, J),

其中 J 是 C 的初式和隔离子的乘积.

定理 3.3 (零点分解) 在给定微分多项式序 ≺ 下, 对给定的微分多项式组 D, 有

Z(D) =
∪
k

Z(Ck/Jk),

其中 Ck 是 D 的 (不可约) 特征列集列, 且 Jk 是 Ck 的初式和隔离子的乘积.

由以上定理可知, 特征列集具有如下性质:

(1) 三角化结构. 定理 3.1(i) 说明 C 具有三角化结构.

(2)零点集不变性. 定理 3.1(ii)、3.2(i)和 3.2(ii)表示 D的零点集包含于 C 的零点集中,并当 J ̸= 0

时, Z(D) = Z(C), 即 D = 0 和 C = 0 是同解. 这意味着求解 D = 0 的问题可以转化为求解 C = 0 的问

题, 而后者往往容易处理.

(3) 可积对合性. 定理 3.1(iii) 说明特征列集 C = 0 是可积对合的或称 C 是被动的 (passive). 本性

质及零点集不变性说明特征列集包含了求解 D = 0 的全部信息.

(4) 不可约分解. 可约微分多项式组的零点集可通过零点分解定理化为系列不可约特征列集拟代

数簇的并.

3.2 不可约特征列集维数及母点定理

设 C 是不可约微分多项式特征列集, 记 C 中首导数 (首项中出现的主元导数) 全体为 P0 =

{DαΦp}, 主导数 (首导数的导数) 全体为 P = {Dβ(DαΦp) | DαΦp ∈ P0, 0 ≺ β ∈ ZN
+}, 则对应参数导

数全体为

Q = ∂Φ\{P0 ∪ P}. (3.1)

因此, 特征列集对应方程 C = 0 中的每个方程均可表示成以下形式:

Jα,s(D
αΦs)dα,s +低阶项 = 0, s 6 N, α ∈ ZN

+ , (3.2)
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其中 DαΦs ∈ P0, dα,s ∈ Z+, Jα,s ∈ R[z, ∂Φ] 是 C 的初式.

由于参数导数在确定 Z(C) 中起着自由参数作用, 因此, 我们有如下定义.

定义 3.2 (维数) 称参数导数集合 Q = ∂Φ\{P0 ∪ P} 中元素的个数为特征列集 C 的维数, 记

为 dim(C). 称 Q 中关于 Φs 的导数元素个数为方程 C = 0 的解分量 Φs 的维数, 记为 ns.

由此定义, 易知下面的定理:

定理 3.4 (有限维定理) 对不可约微分特征列集 C,其维数 dim(C)有限的充要条件是,对每一个

s = 1, 2, . . . , N 都存在 ksi ∈ Z+ (i = 1, 2, . . . , N), 使得 {Dks
i eiΦs : i = 1, 2, . . . , N} ⊂ P0 或等价地 ns

(s = 1, 2, . . . , N) 都有限.

证明 维数 dim(C) 有限的充要条件是参数导数集 Q 是有限的 (见 (3.1)). 若存在 s 使得对某 i

(1 6 i 6 N) 和任意 k ∈ Z+, 有 DkeiΦs ̸∈ P0, 则对 k′ > k, Dk′eiΦs 都成为参数导数, 即存在无限多个

参数导数或等价地至少有一个 ns 是无限的. 从而由反证法定理获证.

文献 [20] 给出如下定理.

定理 3.5 (母点定理) 设 C 是不可约微分特征列集且 d = dim(C)有限,则对给定初值点 z0 ∈ RN

上的参数导数值 (称初值) Q |z0 = a ∈ Rd,存在 C = 0的唯一形式幂 (Taylor)级数解 Φ = {Φ1, . . . ,ΦM},

Φs(x) =
∑

α∈ZN
+

csα
α!

(z − z0)
α, s = 1, 2, . . . ,M,

且其成为升列 C 的母点, 其中 α = (α1, . . . , αN ) ∈ ZN
+ , csα 为 R 的某扩域中 DαΦs 的初值点 z0 ∈ RN

上的值. 该值由参数导数值 a 唯一确定.

以上特征列集理论和算法,为微分方程对称计算提供了有效的算法理论基础 (参见文献 [6,10–14]).

4 确定对称 Lie 代数结构常数算法

根据 Lie 代数理论可知, 确定 Lie 代数等价于确定其结构常数 (参见文献 [32]). 从而, 下面给出基

于微分多项式组特征列集理论和算法确定微分方程 Lie 代数结构常数的一种算法, 即构造对称 Lie 代

数的同构代数算法.

4.1 算法理论

为统一记号,令 z = (z1, z2, . . . , zN ) = (x, u), 并记 (2.3)中的生成函数为 Φ = {Φ1,Φ2, . . . ,ΦN}, 其
中 Φi = ξi(z), Φp+j = ϕj(z), N = p+ q. 设 D = 0 是由 (2.4) 确定的微分方程 (2.1) 的对称确定组. 方

程左端 D 构成关于 Φ 的一个微分多项式组, 即 D ⊂ R[z, ∂Φ]. 设其特征列集 C 的维数为 d. 由于 C 的
线性性知 C 是不可约的. 从而, 在 (3.2) 中, 初式 Jα,s ∈ R[z] 仅依赖自变量 z, 且 dα,s ≡ 1. 当其初式乘

积 J(C) ̸= 0 时, 由吴方法的良序原理知, Z(D) = Z(C). 从而, 求解 D = 0 等价于求解 C = 0 (参见文

献 [6, 12–14]).

4.1.1 对称 Lie 代数的 RdRdRd 表示

对 D 的特征列集 C, 适当选取初值点 z0 ∈ RN , 令参数导数初值集为

V = {a ∈ Rd |初值问题 C = 0,Q |z0 = a 存在唯一解析函数解},

则有下面的定理:
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定理 4.1 (表示定理) 设 C 的维数为 d, 则对初式 J = ΠJα,s(z0) ̸= 0 的初值点 z0, V 是 d 维线

性空间且 V = Rd.

证明 由齐次线性方程组解的性质易证明 V 是线性空间. 另外, 显然有 V ⊂ Rd. 对任意 a ∈ Rd,

因为 C 是实数域上的线性微分多项式组, 所以, 由定理 3.5 知, 以 Q |z0 = a 作为初值的 C = 0 存在唯

一解析函数解. 因此, a ∈ V , 即 V = Rd.

4.1.2 一个同构定理

选初值点 z0 ∈ RN 使得 J(C) |z0 ̸= 0, 则由定理 3.5 知, 任意一个参数导数初值 a ∈ V 对应唯一解

Φ(a) ∈ S, 即对应 Lie 代数 L 的元素 Xa = Φ(a) · ∂z (见 (2.3)). 反之亦然. 因此, 我们得到 1-1 映射

ψ : V → L, ∀a ∈ V, ∃ψ(a) = Xa ∈ L. (4.1)

由 C = 0 的线性性和齐次性易证 ψ 是线性的. 再由第 2 节的 (2.5) 和引理 2.1 知, 对 L 中任意两元素
Xa 和 Xb, 存在 Xc ∈ L 使得 Xc = [Xa, Xb]. 从而, 由 (4.1) 知, Xc 对应 C = 0 的另一个解 Φ(c), 其中

c ∈ V 是 a 和 b 的函数, 记为 c = ϕ(a, b).

现在在 V 上引入 Lie 积.

定义 4.1 (Lie 积) 对任意 a, b ∈ V , 定义其 Lie 积 (记为 [a, b]) 为 [Xa, Xb] (= Xc) 对应的参数

导数初值 c = ϕ(a, b), 即 [a, b] = c = ϕ(a, b) = (ϕ1(a, b), . . . , ϕd(a, b)).

由此, 我们有如下定理.

定理 4.2 (同构定理) 在以上定义的 Lie积下, V 构成 Lie代数,并与 L同构 (有相同结构常数).

证明 显然, ψ 是空间同构. 故为证代数同构只需证明 ψ 保持 Lie 积. 设 [a, b] = c, 则 [Xa, Xb]

= Xc. 从而有 ψ([a, b]) = ψ(c) = Xc = [Xa, Xb] = [ψ(a), ψ(b)].

4.2 结构常数算法

基于定理 4.2, 下面先给出确定函数 c = ϕ(a, b) 的一个算法, 由此导出确定微分方程 Lie 代数结

构常数算法.

第 1 步 构造参数导数向量算子 D. 对任意 a, b ∈ V , 根据 (2.5), 有

Xϕ(a,b) = Ψ · ∂z, (4.2)

其中 Ψ = Φ(c) = (Ψ1,Ψ2, . . . ,ΨN ) ∈ S, 且

Ψk = Xa(Φ
k(b))−Xb(Φ

k(a)), k = 1, . . . , N. (4.3)

设 C 的参数导数集 Q 中出现的关于 Φi 的导数为 {Dαi
1Φi, . . . , Dαi

niΦi} (i = 1, 2, . . . , N), 用这些

导数定义一个向量算子 D (称参数导数向量算子), 其在任意可微向量函数 Θ = (Θ1, . . . ,ΘN ) 上的作

用为

D(Θ) = {Dα1
1Θ1, . . . , Dα1

n1Θ1, . . . , DαN
1 ΘN , . . . , DαN

nN ΘN}, (4.4)

即作用结果为 Θ 的参数导数集.

第 2 步 计算 c = ϕ(a, b). 为了确定 ϕ(a, b),需要由 (4.3)和 (4.4)确定 D(Ψ). 为此,令 Ca 为 C 中
的 Φ换成 Φ(a) ∈ S 后的关于 Φ(a)的微分升列. 显然, 由 (4.3)的右端知, D(Ψ)中含有 Ca 和 Cb 的首
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导数或主导数. 因此,把 D(Ψ)用升列 Ca 和 Cb 进行吴消元约化使其仅由参数导数表式. 从而,由 (4.1)

和 (4.2) 知,

ϕ(a, b) = D(Ψ) |Z(Ca,Cb). (4.5)

对 (4.5) 中的消元过程可由吴消元算法 [20]

J ·D(Ψ) = Prem(Prem(D(Ψ)/Ca)/Cb) (4.6)

实现, 其中 J = J(z) 是由 Ca 和 Cb 的初式的某些乘积构成的 R[z] 中的向量. 显然, (4.6) 的右端是

Φ(a) 和 Φ(b) 的初值 (参数导数值) 的表达式, 从而, (4.5) 和 (4.6) 给出非退化条件 J ̸= 0 下确定初值

c = ϕ(a, b) = [a, b] 的公式.

至此, 我们得到了计算 c = ϕ(a, b) 的算法. 下面推广其为确定结构常数的算法.

第 3 步 确定结构常数. 选定线性空间 V 的一组基 εi (i = 1, 2, . . . , d), 并在 (4.5) 中令 a = εi,

b = εj , 则经计算 Lie 积

ϕ(εi, εj) = [εi, εj ] = ckijεk, (4.7)

求得 ckij , 即 Lie 代数 L 在同构对应基 Xi (= Xεi) 下的结构常数 ckij .

注 4.1 以上过程中不涉及求解确定组的问题.

注 4.2 初值点的选取. 为了第 2 步中的条件成立, 我们根据初式 J = J(z) 的表达式适当选取

初值点 z0 ∈ RN 使得 J(z0) ̸= 0.

注 4.3 一般选择 V = Rd 的标准基 ei (第 i 分量为 1, 其余为 0) 为第 3 步中的基 εi.

综上, 我们得到无需求解确定组计算对称 Lie 代数结构常数算法.

算法: 在不求解确定组下计算给定 (偏) 微分方程 (组) 对称 Lie 代数结构.

输入: 一个 (偏) 微分方程 (组) ∆.

输出: 方程 ∆ 的对称 Lie 代数结构常数 ckij .

开始:

步骤 1 计算方程 ∆ 的对称确定组 D 和其特征集 C (用文献 [6, 12,14] 中的算法);

步骤 2 确定 C 的参数导数集、维数 d 和参数导数向量算子 (4.4) (用 (3.1));

步骤 3 计算 (4.3) 和 (4.6), 然后确定 (4.5);

步骤 4 在 (4.7) 中令 a = ei 和 b = ej , 得到在基 Xi = ψ(ei) 下的对称 Lie 代数结构常数 ckij .

结束.

5 算例

我们知道给定方程的一些特殊对称是容易确定的, 例如, 对时间、空间的平移和旋转等对称通过

观察可以得到或从方程表示的物理守恒律也可推知. 另一方面, 对确定方程组附加额外的条件也可获

得一些特殊对称. 所以, 第 4 节提出的算法结合给定方程特殊对称信息可实现有效降低求解确定组难

点, 进而提高确定对称效率的目的. 本节列举两个算例说明提出算法的有效性和广泛应用性.
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5.1 常微分方程的算例

确定微分方程

y′′ + 3yy′ + 4y3 = 0 (5.1)

的对称 X = τ(t, y)∂t + η(t, y)∂y 及其生成的对称 Lie 代数.

5.1.1 结构常数的确定

步骤 1 计算该方程对称确定方程组 D 对应微分多项式组在基本序 t ≺ y ≺ τ ≺ η 下的特征列集

C =



ηtt + 8y3τt + 6yηt − 4y3ηy + 12y2η,

ηyy − 2τty + 12yτy,

2ηty − τtt + 6η + 6yτt + 12y3τy,

τyy,

τtty − 6yτty + 2τt + 12y2τy + 2ηy,

τttt − 12y3τty + 6ηt + 12y2τt + 24y4τy + 12yη.

显然, 其初式均为非 0 常数, 故 Zero(D) = Zero(C).
步骤 2 由特征列集 C 可以看出其首导数集为 P0 = {ηtt, ηyy, ηty, τyy, τtty, τttt}. 从而, 参数导数

集为 Q = {η, ηt, ηy, τ, τt, τy, τtt, τty}. 故由定义 3.2 知 C 的维数为 d = 8.

由参数导数引入算子 D = (Dα1
1 , Dα1

2 , Dα1
3 , Dα2

1 , Dα2
2 , Dα2

3 , Dα2
4 , Dα2

5), 其中 α1
1 = {0, 0}, α1

2 =

{1, 0}, α1
3 = {0, 1}, α2

1 = {0, 0}, α2
2 = {1, 0}, α2

3 = {0, 1}, α2
4 = {2, 0}, α2

5 = {1, 1}, 其中第一和第二坐标
分别对应关于 t和 y的偏导数. 故向量算子 D的作用为 D(Ψ1,Ψ2) = (Ψ1,Ψ1

t ,Ψ
1
y,Ψ

2,Ψ2
t ,Ψ

2
y,Ψ

2
tt,Ψ

2
ty).

步骤 3 令 Φ = (Φ1,Φ2), 其中 Φ1 = η, Φ2 = τ . 选择初值点 z0 = (t0, y0) = (0, 0) (J(z0) ̸= 0) 及其

上的任意两个参数值

Q |z0 = (η, ηt, ηy, τ , τ t, τy, τ tt, τ ty) = (a1, . . . , a8) = a,

Q̃ |z0 = (η̃, η̃t, η̃y, τ̃ , τ̃t, τ̃y, τ̃tt, τ̃ty) = (b1, . . . , b8) = b,

并设 C = 0 对应的解分别为 Φ(a) = (η, τ) 和 Φ(b) = (η̃, τ̃).

先在初值点 z0上计算D(Φ),其结果用 {Ca, Cb}约化之后再用给定初值表示得 (4.5),即 c = ϕ(a, b)

= D(Φ) |Z(Ca,Cb), 其分量为

ϕ1(a, b) = Φ1 = a4b2 + a1b3 − a3b1 − a2b4,

ϕ2(a, b) = Φ1
t =

a1b7 − a7b1
2

+ a5b2 − a2b5 + a2b3 − a3b2,

ϕ3(a, b) = Φ1
y =

a4b7 − a7b4
2

+ 3(a1b4 − a4b1) + 2(a1b8 − a8b1) + a6b2 − a2b6,

ϕ4(a, b) = Φ2 = a4b5 + a1b6 − a6b1 − a5b4,

ϕ5(a, b) = Φ2
t = a1b8 − a8b1 + a2b6 − a6b2 + a4b7 − a7b4,

ϕ6(a, b) = Φ2
y = a3b6 − a6b3 + a4b8 − a8b4 + a6b5 − a5b6,

ϕ7(a, b) = Φ2
tt = 2(a3b1 − a1b3 + a5b1 − a1b5 + a2b8 − a8b2) + 6(a2b4 − a4b2) + (a5b7 − a7b5),

ϕ8(a, b) = Φ2
ty = 3(a6b1 − a1b6) + 2(a3b4 − a4b3) + a3b8 − a8b3 + 2(a5b4 − a4b5)−

a7b6 − a6b7
2

.

(5.2)
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步骤 4 取标准基 εi = ei (i = 1, 2, . . . , 8) 作为 Lie 代数 V = R8 的基, 则在 (5.2) 中令 a = ei,

b = ej (i ̸= j) 得到 Lie 积表 (见表 1) 及非零结构常数

c113 = 1, c713 = −2, c314 = 3, c715 = −2, c416 = 1, c816 = −3, c217 =
1

2
, c318 = −2,

c518 = −2, c223 = 1, c124 = −1, c724 = 6, c225 = −1, c326 = −1, c526 = 1, c228 = 2,

c834 = 2, c636 = 1, c838 = 1, c445 = 1, c845 = −2, c747 = 1, c656 = −1, c757 = 1, c867 =
1

2
.

根据同构性质知,对应 Lie代数 L = Span{X1, . . . , X8}有同样的 Lie积表和结构常数,其中 Xi = ψ(ei)

(见 (4.1)).

5.1.2 对称 Lie 代数的计算

下面用第 5.1.1 小节得到的 V 的 Lie 代数结构及由给定方程特殊对称, 确定微分方程 (5.1) 的完

整对称 Lie 代数.

容易观察到方程 (5.1) 不显含自变量, 因此, 该方程拥有平移对称群 t∗ = t + ϵ, u∗ = u, 即拥有对

称 ∂t ∈ Span{X1, . . . , X8}. 由 (5.2) 知, ∂t 对应 e4, 即 X4 = ∂t. 下面利用表 1 及该显见对称出发确定

其余全部对称.

首先, 对任意的 X = τ∂t + η∂y ∈ L, 有 [X,X4] = −τt∂t − ηt∂y. 从而取 X = Xi (i ̸= 4), 并由 Lie

积表将得到对应 Xi 的关于 τ 和 η 的额外条件. 我们把这些新条件加到原确定方程组 C 中得到扩充
的确定组. 对此,再用特征列集算法求解该扩充确定组确定对称 Xi. 例如,取 X = X6,由 [X6, X4] = 0

得到 τt = ηt = 0. 从而得到 X6 对应的扩充确定组 D′ = C ∪ {τt, ηt}. 对此再用特征列集算法得到特征
列集 C′ = {ηt, ξt, 3η−yη′y, η+2y3ξy}.在初值条件 D(η, τ) |z0 = e6 下求解 C′ = 0,得到 τ = y, η = −2y3,

即 X6 = y∂t − 2y3∂y.

我们用同样的过程得到其余基对称, 即

(1) 由 [X8, X4] = −X6 及上面得到的 X6 推出 X8 = ty∂t + y2(1− 2ty)∂y;

(2) 由 [X3, X4] = 2X8 ⇒ X3 = −t2y∂t + y(1− 2ty + 2t2y2)∂y;

(3) 由 [X5, X4] = 2X8 −X4 ⇒ X5 = t(1− ty)(∂t − 2y2∂y);

(4) 由 [X1, X4] = 3X3 ⇒ X1 = t3y∂t + (1− 2ty)(1− ty + t2y2)∂y;

(5) 由 [X7, X4] = −(X5 +X3/2) ⇒ X7 = (1/2)(1− ty)t(t∂t + y(1− 2ty)∂y);

(6) 由 [X2, X4] = 6X7 −X1 ⇒ X2 = (ty − 1)(t3∂t − t(1− 2ty + 2t2y2)∂y).

从而, 最终确定 L = Span(X1, X2, . . . , X8).

表 1 方程 (5.1) 的对称 Lie 积表

[ei, ej ] e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8

e1 0 e1 − 2e7 3 e3 -2 e7 e4 − 3e8 e2/2 2e3 + e5

e2 e2 6e7 − e1 -e2 e5 − e3 0 2e7

e3 2e8 0 e6 0 e8

e4 e4 − 2e8 0 e5 + e3/2 e6

e5 -e6 e7 0

e6 e8/2 0

e7 0
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注 5.1 相比直接求解原确定组, 以上给出的先由 Lie 积表得到附加条件、然后扩充确定组、再

用吴方法求解确定组的过程大大降低了求解的难度.

5.2 偏微分方程的算例

下面考虑 1 + 3 的非线性高维波动方程

utt = σuxx + δuyy + ρ(uuz)z (5.3)

的对称 Lie 代数, 其中 σ、δ 和 ρ 是非零常数.

5.3 对称 Lie 代数结构

我们计算得到对称 X = τ∂t+ ξ∂x+ ζ∂y +η∂z +ϕ∂u (其中 τ、ξ、ζ、η 和 ϕ均为自变量 (t, x, y, z, u)

的函数) 的确定方程组为由 58 个方程组成的系统. 对此用文献 [13] 中给定的算法, 在序 t ≺ x ≺ y ≺ z

≺ u ≺ τ ≺ ξ ≺ ζ ≺ η ≺ ϕ 下计算得到其特征列集

C = {ϕz, ϕyy, ϕxy, ϕxx, ϕty, ϕtx, ϕtt, ϕ− uϕu;σuτyy + 2ϕt, τu,

τz, τxy, δuτxx + 2ϕt, uτty + 2ϕy, uτtx + 2ϕx, uτtt + 2ϕt;

ξu, ξz, 2δϕx − σuξyy, τt − ξx, δτx − ξt; ζu, ζz, τt − ζy,

δζx + σξy, στy − ζt; ηy, ηx, ηt, ηu, uτt − uηz + 2ϕ},

其参数导数集为 Q = {ϕ, ϕt, ϕx, ϕy, τ, τt, τx, τy, ξ, ξy, ζ, η} 及初式 J = u. 故方程 (5.3) 有 d = 12 维的

对称 Lie 代数.

令 Φ = (Φ1,Φ2, . . . ,Φ5), 其中 Φ1 = ϕ, Φ2 = τ, Φ3 = ξ, Φ4 = ζ, Φ5 = η, 并记 αi
j = {k, l,m, n, p}

∈ Z5
+ 为 Φi 在 Q 中出现的第 j 个元素分别对 t、x、y、z 和 u 的 k、l、m、n 和 p 阶偏导数. 从而, 有

向量算子

D = (Dα1
1 , Dα1

2 , Dα1
3 , Dα1

4 , Dα2
1 , Dα2

2 , Dα2
3 , Dα2

4 , Dα3
1 , Dα3

2 , Dα4
1 , Dα5

1),

其中 α1
1 = α2

1 = α3
1 = α4

1 = α5
1 = {0, 0, 0, 0, 0}, α1

2 = α2
2 = {1, 0, 0, 0, 0}, α1

3 = α2
3 = {0, 1, 0, 0, 0},

α1
4 = α2

4 = {0, 0, 1, 0, 0}. 故任意向量函数 Ψ = {Ψ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4,Ψ5} 上的作用为

D(Ψ) = {Ψ1,Ψ1
t ,Ψ

1
x,Ψ

1
y,Ψ

2,Ψ2
t ,Ψ

2
x,Ψ

2
y,Ψ

3,Ψ3
y,Ψ

4,Ψ5}.

选择初值点 z0 = (0, 0, 0, 0, 1) ∈ R5 (J(z0) ̸= 0) 及其上的任意两个参数值

a = Q |z0 = (a1, a2, . . . , a12) 和 b = Q̃ |z0 = (b1, b2, . . . , b12).

设 C = 0 的对应解分别为

Φ(a) = (η, τ) 和 Φ(b) = (η̃, τ̃).

该初值点上计算 D(Φ),其结果用 {Ca, Cb}约化之后再用给定初值表示得 (4.5),即 c = ϕ(a, b) = (c1, c2,

. . . , c12) ∈ R12, 其中
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c1 = a5b2 + a9b3 + a11b4 − a2b5 − a3b9 − a4b11,

c2 = a7b3δ − a3b7δ + a8b4σ − a4b8σ + a6b2 − a2b6,

c3 = (a4b10 − a10b4)
σ

δ
+ a7b2 + a6b3 − a3b6 − a2b7,

c4 = a8b2 + a10b3 + a6b4 − a4b6 − a2b8 − a3b10,

c5 = −a6b5 + a5b6 + a9b7 + a11b8 − a7b9 − a8b11,

c6 = 2(−a5b2 − a9b3 − a11b4 + a2b5 + a3b9 + a4b11),

c7 =
2(a3b5 − a5b3)δ + (a8b10 − a10b8)σ − 2a9b2 + 2a2b9

δ
,

c8 =
2(a2b11 − a11b2)

σ
− 2a5b4 + 2a4b5 + a10b7 − a7b10,

c9 = (a5b7 − a7b5)δ + a9b6 − a6b9 + a11b10 − a10b11,

c10 = 2(a11b3 − a3b11)
δ

σ
+ (a8b7 − a7b8)δ − 2(a9b4 − a4b9),

c11 = (a10b9 − a9b10)
σ

δ
+ (a5b8 − a8b5)σ + a11b6 − a6b11,

c12 = a12(2b1 + b6)− (2a1 + a6)b12.

(5.4)

取标准基 εi = ei (i = 1, 2, . . . , 12) 作为 Lie 代数 V = R12 的基, 则在 (5.4) 中令 a = ei, b = ej

(i ̸= j) 得到 Lie 积表 (见表 2) 及结构常数, 其中 {e1, e2, e3, e4} 生成 Abel (可交换) 子代数, 且记

ε16 = 2e6 − e1, γ = σ/δ, d = 2/δ, s = 2/σ. 显然, 该 Lie 代数的非零结构常数为

c121,12 = −2; c625 = 2, c125 = c226 = c327 = c428 = −1, c729 = c82,11 =
2

δ
;

c735 = c639 = 2, c336 = c139 = c13,10 = −1, c237 = −δ, c103,11 = − 2

σ
;

c845 = c1049 = c64,11 = 2, c446 = c14,11 = −1, c248 = −σ, c34,10 =
σ

δ
;

c556 = 1, c957 = δ, c1158 = σ; c969 = c116,11 = c126,12 = −1; c1078 = −δ,

c579 = −1, c87,10 = −1; c78,10 =
σ

δ
, c58,11 = −1; c119,10 = −σ

δ
, c910,11 = −1.

表 2 方程 (5.3) 的对称 Lie 积表

[ei, ej ] e5 e6 e7 e8 e9 e10 e11 e12

e1 0 0 0 0 0 0 0 -2e12

e2 ε16 −e2 −e3 −e4 de7 0 se7 0

e3 2e7 −e3 −δe2 0 ε16 −e4 −2γe10 0

e4 2e8 −e4 0 −σe2 2e10 γe3 ε16 0

e5 e5 δe9 σe11 0 0 0 0

e6 0 0 −e9 0 −e11 −e12

e7 −δe10 −e5 −e8 0 0

e8 0 γe7 −e5 0

e9 −γe11 0 0

e10 −e9 0

e11 0
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5.4 对称 Lie 代数

显然, 从方程 (5.3) 的结构易看出该方程拥有的部分显见对称有: 分别关于坐标 t、x、y 和 z 的

平移对称 (它们分别对应 e5、e9、e11 和 e12, 即 X5 = ∂t, X9 = ∂x, X11 = ∂y, X12 = ∂z) 和同时关

于坐标 t、x、y 和 z 的伸缩对称 (它对应 e6, 即 X6 = t∂t + x∂y + z∂z). 下面确定其余未显见的对称

X1、X2、X3、X4、X7、X8 和 X10.

设待求的对称为 X = τ∂t + ξ∂x + ζ∂y + η∂z + ϕ∂u, 则取 X = X1, 由 Lie 积表知,

[X1, X5] = 0 ⇒ τt = ξt = ζt = ηt = ϕt = 0,

[X1, X9] = 0 ⇒ τx = ξx = ζx = ηx = ϕx = 0,

[X1, X11] = 0 ⇒ τy = ξy = ζy = ηy = ϕy = 0,

[X1, X12] = 0 ⇒ τz = ξz = ζz = ηt = ϕz = 0,

[X1, X6] = 0 ⇒



tτt − τ + xτx + yτy + zτz = 0,

ξ − tξt − xξx − yξy − zξz = 0,

ζ − tζt − xζx − yζy − zζz = 0,

η − tηt − xηx − yηy − zηz = 0,

tϕt + xϕx + yϕy + zϕz = 0.

把以上方程组的左端作为微分多项式加入 C中,并计算其特征列集得到X1对应的确定组 {ϕ−u, τ, ξ, ζ,
2z − η}, 即 τ = ξ = ζ = 0, η = 2z, ϕ = u. 从而, 直接得到

X1 = 2z∂z + u∂u. (5.5)

同样, 对 X = X2, 有

(1) 从 [X2, X1] = 0 得到微分多项式组 {uτu + 2zτz, uξu + 2zξz, uζu + 2zζz, 2η − uηu − 2zηz, uϕu

+2zϕz − ϕ};
(2) 从 [X2, X5] = 2X6 −X1 得到多项式组 {τt + 2t, ξt + 2x, ζt + 2y, ηt, u− ϕt};
(3) 从 [X2, X12] = 0 得到多项式组 {τz, ξz, ζz, ηz, ϕz}.
把以上微分多项式加入 C 中, 并计算其特征列集得到

{ϕ− tu, δστ + δσt2 + σx2 + δy2, ξ + 2tx, ζ + 2ty, η}.

由此直接得到 X2 = −(t2 + x2

δ + y2

σ )∂t − 2tx∂x − 2ty∂y + tu∂u.

依此类推, 我们得到

X3 = −2tx∂t − (σt2 + x2 − σδy2)∂x − 2xy∂y + xu∂u,

X4 = −2ty∂t − 2xy∂x − (δt2 − σδx2 + y2)∂y + yu∂u,

X7 = x∂t +
t

σ
∂x, X8 = y∂t +

t

δ
∂y, X10 = y∂x +

σ

δ
x∂y.

至此, 我们得到 L12 = Span{X1, X2, . . . , X12}.
注 5.2 在以上计算过程中, 只需要有限的显见对称 X5、X6、X9、X11 和 X12, 并反复应用特征

列集算法就直接 (无需求解确定组) 确定 (偏) 微分方程的对称 Lie 代数. 显然, 该算法大大提高了计

算对称的效率.
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6 讨论

本文基于微分形式吴方法, 首先建立了对称 Lie 代数与 Rd 向量空间的代数同构; 其次, 给出了确

定对称 Lie代数结构常数的算法. 对比传统 Lie算法,本算法确定对称之前就给出给定方程的对称 Lie

代数结构常数, 从而有效避免了求解确定组的难度, 也为用 Lie 代数研究和求解微分方程提供了新方

法. 同时, 给定算法具有以下几个创新点.

(1) 有效克服确定 (偏) 微分方程 (组) 对称的解析求解确定方程组的难点. 该算法不仅确定对称

Lie 代数结构常数, 还有效降低求解确定方程组的难度, 进而有效提高了确定 (偏) 微分方程完全对称

的效率. 通过给定算法, 由极少的简单对称出发可以确定已知方程的有限维对称 Lie 代数.

(2) 适用于确定广义对称. 给定算法可应用于计算微分方程的确定方程组为线性齐次的各类广义

对称, 如势对称、Bäcklund 对称、变分对称等.

(3) 适用于对称 Lie 代数性质的分析和判定. Lie 代数性质取决于结构常数, 因此, 本文给出的算

法适合于微分方程对称 Lie 代数性质的分析和讨论.

(4) 吴方法的新应用. 本文给出算法的理论基础是微分形式特征列集算法 (微分形式吴方法), 说

明了吴方法在研究解决此类问题的有效性, 并给出了吴方法的新的应用.
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A mechanical algorithm for constructing structural constants of
the Lie algebra of symmetry of differential equations based on
Wu’s method

Chaolu Temuer, Kangkang Wei, Yufeng Yao & Dao Su

Abstract Amechanical algorithm for constructing an isomorphism image (a Lie algebra with the same structural
constants) of the Lie algebra of symmetry of a differential equations without solving maximum symmetry of the
equations is given based on differential form Wu’s method. The algorithm increases the efficiency of computing
whole symmetry and can be applied to mechanical analysis and decision of various properties of the Lie algebra
of symmetry of a (partial) differential equation. The illustrative examples show the efficiency and extensive
applications of the given algorithm.
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