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摘要 do Carmo 和 Peng (1979) 证明了稳定版本的 Bernstein 定理: “R3 中完备可定向的稳定极小曲

面是平坦的”. 此后关于稳定极小超曲面的研究推动了数学多个分支的重要发展. 本文将简要介绍其

后 40 年有关 Euclid 空间稳定极小超曲面的研究进展以及近两年该研究的最新成果.
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1 引言

极小曲面源于对肥皂泡问题的研究, 空间一条简单闭曲线, 能否张成一张肥皂膜? Lagrange 最早

研究了该问题, 利用变分方法发现, 如果肥皂膜用一个函数的图像来表示, 则该函数需要满足一个非

线性二阶椭圆方程, 称为极小曲面方程. 相应的函数图像, 满足平均曲率等于 0, 也称为极小图.

一般维数的极小 (超) 曲面方程有如下形式: 设 f = f(x1, x2, . . . , xn), 方程

(1 + |∇f |2)
n∑

i=1

∂2f

∂x2
i

−
n∑

i,j=1

∂f

∂xi

∂f

∂xj

∂2f

∂xi∂xj
= 0

称为 n 维极小曲面方程. 如果 f 是极小曲面方程的一个解, 则 f 的图是 Rn+1 的极小 (超) 曲面.

Bernstein [2] 证明了当 n = 2 时, 如果一个极小曲面方程的解 f 可以定义在全平面 R2 上, 则 f 一定是

线性函数, 相应的极小曲面是平面. 所谓 Bernstein 问题是, 对于一般维数 n, 定义在 Rn 上的极小曲

面方程的解是否是线性的? 当 n 6 7 时, Bernstein 问题的回答是肯定的. Almgren [1] 证明了 n = 3, 4

的情形, Simons [16] 解决了当 n 6 7 时的 Bernstein 问题. Bombieri 等 [3] 则证明了当 n > 8 时, 极小曲

面方程存在定义在 Rn 上的非线性解.
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Bernstein 问题的解决引发了对极小曲面和极小超曲面的进一步研究. 从变分角度看, 极小曲面

(平均曲率等于 0) 是面积泛函的一阶变分驻点. 由于极小图相对于它的边界一定是面积最小的, 所以

对极小图而言, 面积泛函的二阶变分一定是非负的. 一般地, 如果一个极小超曲面面积泛函的二阶变

分非负, 则称它是稳定的. 因此从 Bernstein 问题自然诱发如下问题:

当 n 6 7 时, Rn+1 中的完备稳定极小超曲面是否平坦?

do Carmo 和 Peng [6] 证明了 n = 2 的情形 (参见同时期的另两个独立证明文献 [8, 11]). 但对于

3 6 n 6 7 时的稳定极小超曲面 Bernstein 问题, 多年来一直没有彻底解决, 直到 2021 年 Chodosh 和

Li [5] 给出了 n = 3 时相应问题的一个肯定回答.

本文回顾 40 多年来国内外数学家研究稳定极小超曲面 Bernstein 问题所作的努力和取得的结果,

并简要介绍 Chodosh 和 Li 关于 n = 3 的证明.

2 稳定极小超曲面的基本结果

设 x : M → Rn+1 是浸入超曲面, A是浸入的第二基本形式. 如果 M 是所有具紧支撑面积泛函一

阶变分的驻点, 则称 M 是极小超曲面, 这等价于浸入的平均曲率

H =
1

n
trA = 0.

称极小超曲面 M 是稳定的是指它的面积泛函的二阶变分非负, 这等价于∫
M

|A|2f2 6
∫
M

|∇f |2, ∀ f ∈ C∞
0 (M). (2.1)

设 M 是极小超曲面,设 π : M̃ → M 是万有覆盖,如果 M 不是单连通的,则 x ◦ π : M̃ → Rn+1 也

是极小浸入. 如果 M 是稳定的, 文献 [6] 证明了如下命题:

命题 1 设 x : M → Rn+1是稳定极小超曲面, π : M̃ → M 是M 的万有覆盖,则 x◦π : M̃ → Rn+1

也是稳定极小浸入.

如果 M 是 R3 中完备可定向的稳定极小曲面, 则利用单值化定理可以设 M 是单位圆盘 D 或者
复平面 C. 在此基础上, do Carmo 和 Peng [6] 给出了如下定理的一个简洁证明.

定理 1 [6] 设 x : M → R3 是稳定的完备极小浸入, 则 x(M) 是一个平面.

对于一般维数 n, 第二基本形式的模长 |A| 满足如下 Simons 型等式 [16]:

|A|∆|A|+ |∇|A||2 = −|A|4 + |∇A|2. (2.2)

利用 trA = 0、tr∇A = 0 以及 ∇A 的对称性可以证明 1) (参见文献 [7])

|∇A|2 > n+ 2

n
|∇|A||2 (2.3)

(当 n = 2 时上式实际上是等式). 由上两式可以得到

|A|∆|A|+ |A|4 > 2

n
|∇|A||2. (2.4)

进而 Schoen 等 [13] 得到了有关 |A| 的 Lp 估计如下:

1) 容易发现不等式 |∇A|2 > n+2
n

|∇|A||2 等价于不等式 |⟨∇A, A⟩|2 6 n
n+2

|∇A|2|A|2, 后者通称为改进的 Kato 不等式.
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定理 2 [13] 设 M 是 Rn+1 的稳定极小超曲面, 对于任意 p ∈ [4, 4 +
√
4/n), 成立∫

M

|A|pfp 6 C

∫
M

|∇f |p, ∀ f ∈ C∞
0 (M),

这里 C 是只与 n 和 p 有关的常数.

定理 2 中的 Lp 估计, 给出了 n 6 5 时极小图 Bernstein 问题的另一个证明. 事实上, 设 M 是一

个定义在全空间上的 n 维极小图, Bp(r) 是外围空间 Rn+1 以点 p 为中心、半径为 r 的距离球. 由于

M 上任意一个紧致区域关于它的边界都是面积最小的, 容易推导出存在常数 cn, 使得

Area(M ∩Bp(r)) 6 cnr
n.

在 |A| 的 Lp 估计式中选取适当的截断函数 f = f(r), 就可以推导出 |A| ≡ 0 (详见文献 [13]).

有关 (2.3) 的一个简单证明, 可以参见文献 [7], 该文献同时证明了如下定理:

定理 3 设 M 是 Rn+1 的完备稳定极小超曲面, 如果
∫
M

|A|2 < ∞, 则 M 是一个超平面.

进一步地, Shen 和 Zhu 证明了如下定理:

定理 4 [15] 设 M 是 Rn+1 的完备稳定极小超曲面, 如果
∫
M

|A|n < +∞, 则 M 是超平面.

另一个有趣的结果是 Cao 等 [4] 得到的.

定理 5 [4] 设 n > 3, 如果 M 是 Rn+1 的可定向、完备稳定极小超曲面, 则 M 仅有一个端.

定理 5 的证明依赖于 Schoen 和 Yau 的一个基本结果:

定理 6 [14] 设 M 是 Rn+1 的完备稳定极小超曲面, u 是 M 上的调和函数. 如果
∫
M

|∇u|2 < ∞,

则 u 是常数.

3 曲率估计

对于 2 维极小图, Heinz [9] 证明了如下曲率估计:

定理 7 [9] 设 z = u(x, y) 是定义在平面圆盘 {x2 + y2 < r2} 上的极小曲面方程的解, p0 = (0, 0,

u(0, 0)), 则 u 对应的极小图在点 p0 的 Gauss 曲率 K(p0) 满足 K(p0) 6 16
r2 . 如果 u 是定义在全平面上

的极小曲面方程的解, 则令 r → ∞ 就得到经典 Bernstein 定理的另一个证明.

事实上, 关于稳定极小曲面也有类似的 Heinz 曲率估计 (参见文献 [12]).

命题 2 设 BO(1) 是 R3 中以原点 O 为中心、半径为 1 的球体. 如果 M ⊂ BO(1) 是稳定极小曲

面, 且 ∂M ⊂ ∂BO(1), 设 O ∈ M , 则 |A|(O) 6 C, 这里 C > 0 为常数.

以上命题的内蕴形式如下:

命题 3 [12] 如果 M 是 R3 中紧致带边可定向稳定极小曲面, 则

sup
p∈M

|A(p)|d(p, ∂M) < C,

这里 d 是 M 的距离, C > 0 为常数.

上述命题与定理 1 等价. 当 n > 3 时, 通过建立 Heinz 型曲率估计证明稳定极小超曲面唯一性,

是可行的途径之一. 因此, 为便于理解高维的情形, 这里简要说明命题 3 与定理 1 的等价性.

从命题 3 推导出定理 1 是简单的. 设 M 是 R3 的可定向完备稳定极小曲面, 任取点 p0 ∈ M . 设

{ri} 是发散到 +∞ 的数列, 考虑以 p0 为中心的伸缩变换

M → Mi =
1

ri
M,
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Mi 依然是稳定极小的. 对 Mi 上以 p0 为中心、1 为半径的测地球面, 应用命题 3, 则有

|Ai(p0)| = ri|A(p0)| 6 C,

这里 Ai 是 Mi 的第二基本形式. 令 i → ∞, 则有 |A(p0)| = 0.

可以利用反证法和极小曲面的光滑收敛定理, 从定理 1 证明命题 3. 设存在一列紧致带边的稳定

极小曲面 {Mi}, 它们的第二基本形式记为 Ai, 满足

sup
p∈Mi

|Ai(p)|di(p, ∂Mi) → +∞, i → ∞.

设上述最大值在点 pi ∈ Mi 取到, 记

λi = di(pi, ∂Mi) > 0, µi = |Ai(pi)|,

则 λiµi → +∞ (i → ∞). 用 Mi 上以 pi 为中心、
λi

2 为半径的测地球代替 Mi, 仍然记为 Mi, 则

sup
p∈Mi

|Ai(p)| 6 2µi 且 |Ai(pi)| = µi.

平移 Mi 使得 pi = O ∈ R3, 并将 Mi 放大为 M̃i = µiMi, 则 M̃i 满足

(1) sup |Ãi| 6 2, |Ãi|(O) = 1;

(2) M̃i 是一个半径为
1
2λiµi 的测地球.

利用极小曲面的 C∞ 收敛定理 [10],可知 {M̃i}有一个子列收敛到 R3 的一个完备可定向极小曲面

M∞, 并且稳定性在光滑收敛下保持. 因此由定理 1 可得 M∞ = R2, 这与 |A∞|(O) = limi→∞ |Ai|(O)

= 1 矛盾.

需要指出的是,在上述证明中,只需要 “R3 中第二基本形式有界的完备可定向稳定极小曲面平坦”

这一结论, 就可以得到命题 1 的曲率估计. 这一事实对于 n > 3 的情形也成立.

4 R4 中的稳定极小超曲面

本节简要介绍 Chodosh 和 Li [5] 关于 “R4 稳定可定向完备极小超曲面是平面” 的证明. 正如上节

最后指出的一样, 他们首先证明了如下定理:

定理 8 设 M 是 R4 的可定向完备稳定极小超曲面, 并且 M 的第二基本形式有界, 则 M 是平

坦的.

随后利用反证法和极小超曲面的光滑紧性定理 (参见文献 [10, 15]), 可以得到类似于命题 1 的曲

率估计.

定理 9 存在常数 C > 0 满足: 如果 M 是 R4 的可定向稳定极小超曲面, 则

sup
p∈M

|A|(p)d(p, ∂M) 6 C,

这里 A 是 M 的第二基本形式, d 是 M 的距离函数.

下面简要介绍定理 8 的证明. 假设 M 是 R4 的可定向完备稳定极小超曲面, A 是它的第二基本

形式, sup |A| < +∞, 并设 M 是单连通的.

利用曲率有界和稳定性假设, Chodosh 和 Li 首先证明了 M 上存在 Green 函数满足如下性质:
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命题 4 (参见文献 [5, 命题 9]) 固定点 p ∈ M , 存在一个 M\{p} 上的调和函数 u 满足

(1) u > 0, 且 d(x) = d(x, p) → ∞ 时 u(x) → 0;

(2) 当 t (> 0) 是 u 的正则值时, Σt := u−1(t) 是一个连通闭曲面.

如果 M = R3, 则 u(x) = 1/|x − p|. 文献 [5] 正是利用 u 替代前人所用的距离函数并构造截断函

数来证明定理 8. 为此需要估计沿 u 的等值面 Σt 定义的函数

F (t) =

∫
Σt

|∇u|2 (4.1)

的渐近性质. 注意到当 M = R3 时 F (t) = 4πt2. Chodosh 和 Li [5] 通过分析 Σt 的几何和精细的计算,

得到了最优估计.

命题 5 当 t → 0 时, F (t) = O(t2).

这个结论, 结合第二基本形式 A 的 L3 估计 (参见文献 [5, 命题 27]): 存在常数 C > 0, 使得∫
M

|A|3f3 6 C

∫
M

|∇f |3, ∀ f ∈ C∞
0 (M), (4.2)

通过选取适当的截断函数 f , 就可以证明 |A| ≡ 0.

最后简要说明命题 5 的证明. 为方便起见, 设 |∇u| ̸= 0 (否则有时需要选取适当的辅助函数), 则

n⃗ = ∇u
|∇u| 是 Σt ⊂ M 的单位法向量场. 那么 Σt ⊂ M 的第二基本形式为

At = |∇u|−1D2u|Σt ,

这里 D2u 是函数 u 的 Hessian. Σt ⊂ M 的平均曲率为

Ht = trAt = −|∇u|−1D2u(n⃗, n⃗).

利用 Σt ⊂ M 的 Gauss 方程以及 M 的维数等于 3, 记 KM 是 M 的截曲率, Kt 是 Σt 的 Gauss 曲率,

RM = −1
2 |A|2 是 M 的数量曲率, 直接计算可得

RicM (n⃗, n⃗) =
1

2
RM −KM (TΣt)

=
1

2
RM −Kt +

1

2
(|Ht|2 − |At|2)

= −1

2
|A|2 −Kt −

1

2
|∇u|−2|D2u|2 + |∇u|−2|∇|∇u||2. (4.3)

由于 M 的曲率有界, 所以利用 Yau [17] 的 Harnack 不等式可以得到 F (t) 的一个先验估计

F (t) = O(t), t → 0. (4.4)

但是无法利用这个先验估计, 通过直接计算函数 F (t)/t 的导数得到命题 5. 文献 [5] 采用了一个 “正

则化” 手段, 巧妙地克服了这一困难. 下面分 3 步介绍这一方法.

第 1 步 函数 F 的导数

F ′(t) =

∫
Σt

⟨∇|∇u|, n⃗⟩,

设 1 < α < 2, 则

t−αF ′(t) + αt−α−1F (t) =

∫
Σt

u−α⟨∇|∇u|, n⃗⟩ − |∇u|⟨∇u−α, n⃗⟩.
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利用第二 Green 公式和余面积公式, 当 0 < t < 1 时, 有

t−αF ′(t) + αt−α−1F (t)− F ′(1)− αF (1) = −
∫
Ω1,t

u−α∆|∇u| − |∇u|∆u−α

= −
∫ 1

t

ds

∫
Σs

|∇u|−1(u−α∆|∇u| − |∇u|∆u−α),

这里 Ω1,t = {x ∈ M | t 6 u(x) 6 1}.
因为 u 是调和函数, 利用 Bochner 公式和 (4.3), 可得

∆|∇u| = |∇u|−1

[
1

2
|D2u|2 − |∇u|2

(
1

2
|A|2 +Ks

)]
,

所以

t−αF ′(t) + αt−α−1F (t)− F ′(1)− αF (1)

= −
∫ 1

t

dss−α

∫
Σs

(
1

2
|∇u|−2|D2u|2 − 1

2
|A|2 −Ks

)
+

∫ 1

t

α(α+ 1)s−α−2F (s)ds. (4.5)

第 2 步 记 C(α) = |F ′(1) + αF (1)|, A(s) =
∫
Σs

|A|2. 因为 Σs 是连通闭曲面, 所以∫
Σs

Ks 6 4π,

同时, 调和函数 u 同样满足改进的 Kato 不等式

|D2u|2 > 3

2
|∇|∇u||2,

由此利用 Cauchy-Schwarz 不等式可得

F ′(s)2 =

(∫
Σs

⟨∇|∇u|, n⃗⟩
)2

6 F (s) ·
∫
Σs

|∇u|−2⟨∇|∇u|, n⃗⟩2

6 F (s)

∫
Σs

|∇u|−2|∇|∇u||2 6 2

3
F (s)

∫
Σs

|∇u|−2|D2u|2.

所以由 (4.5) 确定推导出

t−αF ′(t) + αt−α−1F (t)− C(α) 6 1

2

∫ 1

t

s−αA(s)ds+
4π

α− 1
t−α+1

+

∫ 1

t

(
− 3

4
s−αF (s)−1F ′(s)2 + α(α+ 1)s−α−2F (s)

)
ds. (4.6)

为估计上式中的第二项, 引入待定参数 λ > 0, 利用

2λs−1F ′(s)F (s) 6 F ′(s)2 + λ2s−2F (s)2,

可得

−3

4
s−αF (s)−1F ′(s)2 6 −3

2
λs−α−1F ′(s) +

3

4
λ2s−α−2F (s),

代入 (4.6), 并对 F ′(s) 分部积分, 则有

t−αF ′(t) + αtα−1F (t)− C(α) 6 1

2

∫ 1

t

sαA(s)ds+
4π

α− 1
t−α+1 +

3

2
λt−α−1F (t)
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+

∫ 1

t

(
3

4
λ2 − 3

2
λ(α+ 1) + α(α+ 1)

)
s−α−2F (s)ds. (4.7)

第 3 步 令

λ = λ(α) = (α+ 1)−
√
α+ 1

√
1− α

3
,

则
3

4
λ2 − 3

2
λ(α+ 1) + α(α+ 1) = 0.

由 (4.7) 确定推导出

t−αF (t) +

(
α− 3

2
λ

)
tα−1F (t) 6 C(α) +

1

2

∫ 1

t

sαA(s)ds+
4π

α− 1
t−α+1. (4.8)

由此可得
d

dt
(tα−

3
2λF (t)) 6 C(α)t2α−

3
2λ +

1

2
t2α−

3
2λ

∫ 1

t

sαA(s)ds+
4π

α− 1
tα−

3
2λ+1.

设 0 < δ < t, 在 [δ, t] 上对上式积分得

tα−
3
2λF (t)− δα−

3
2λF (δ) 6 C(α)

2α− 3
2λ+ 1

t2α−
3
2λ+1 +

4π

(α− 1)(α− 3
2λ+ 2)

tα−
3
2λ+2

+
1

2

∫ t

δ

dτ τ2α−
3
2λ

∫ 1

τ

s−αA(s)ds, (4.9)

而且上式的最后一项通过交换积分顺序, 有估计∫ t

δ

∫ 1

τ

τ2α−
3
2λs−αA(s)dsdτ =

(∫ t

δ

∫ t

τ

+

∫ t

δ

∫ 1

t

)
τ2α−

3
2λs−αA(s)dsdτ

=

∫ t

δ

ds

∫ s

δ

τ2α−
3
2λs−αA(s)dτ +

∫ t

δ

τ2α−
3
2λdτ

∫ 1

t

s−αA(s)ds

6 1

2α− 3
2λ+ 1

(∫ t

δ

sα−
3
2λ+1A(s)ds+ t2α−

3
2λ+1

∫ 1

t

s−αA(s)ds

)

6 1

2α− 3
2λ+ 1

(∫ t

δ

A(s)ds+ t2α−
3
2λ+1

∫ 1

t

s−αA(s)ds

)
.

注意到当 α < 2 时, α− 3
2λ+ 1 > 0, 结合 (4.4) 可以推导出当 δ → 0+ 时,

δα−
3
2λF (δ) = δα−

3
2λ+1O(1) → 0.

在 (4.9) 中令 δ → 0+, 再令 α → 2−, 则 λ = λ(α) → 2, 由此得到

t−1F (t) 6 Ct2 + 4πt+
1

4

∫ t

0

A(s)ds+
t2

4

∫ 1

t

s−2A(s)ds. (4.10)

利用稳定性条件, 文献 [5, 推论 16] 同时证明了∫ t

0

A(s)ds+ t2
∫ 1

t

s−2A(s)ds 6 O(t) +
4

3

∫ 1

t

s−4F (s)ds,
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最后得到

F (t) 6 O(t2) +
t3

3

∫ 1

t

s−4F (s)ds. (4.11)

由此不难得出 F (t) = O(t2) (t → 0+).
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Stable minimal hypersurfaces in Euclidean space

Qing Chen & Xiaowei Xu

Abstract do Carmo and Peng (1979) proved that the complete oriented stable minimal surface in R3 is flat.
Since then the study of a stable minimal hypersurface in Euclidean space has promoted the development of many
branches of mathematics. We briefly survey the research of minimal stable hypersurfaces in Euclidean space in
the past forty years and the latest results.
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