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摘要 本文研究一类涉及分数阶 Hardy-Schrödinger 算子和 Hardy-Sobolev 临界指数的方程组. 在适

当的条件下,本文获得该方程组基态解的存在性和相关性结果.为克服紧性缺失,本文考虑一个定义在

有界区域上的次临界辅助问题, 并证得该辅助问题对应的紧嵌入性结论.
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1 引言

本文考虑如下涉及分数阶 Hardy-Schrödinger 算子和 Hardy-Sobolev 临界指数的方程组:

(−∆)su− λ
u

|x|2s
= µ

|u|2∗s(t)−2u

|x|t
+

αγ

2∗s(t)

|u|α−2u|v|β

|x|t
,

(−∆)sv − λ
v

|x|2s
= ν

|v|2∗s(t)−2v

|x|t
+

βγ

2∗s(t)

|u|α|v|β−2v

|x|t
,

u, v ∈ Ds(RN ),

(1.1)

其中 0 < s < 1, 0 < t < 2s < N, α, β > 1, α + β = 2∗s(t) := 2(N−t)
N−2s , µ, ν, γ > 0, 0 6 λ < ΛN,s :=

4sΓ2(N+2s
4 )/Γ2(N−2s

4 ), Ds(RN ) 是分数阶 Sobolev 空间, 定义见第 2 节. 需要指出的是这里的 2∗s(t) 是

分数阶 Hardy-Sobolev 临界指数, γ > 0 对于方程组 (1.1) 解的非平凡性是必要的, λ > 0 用来得到方

程组 (1.1) 解的径向对称性, λ < ΛN,s 用来保证分数阶 Hardy-Schrödinger 算子 (−∆)s − λ
|x|2s 是正的.
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近年来, 分数阶 Laplace 算子和相应的非局部问题得到了广泛应用, 如不规则扩散、梯度位势理

论、极小曲面、非一致椭圆问题、最优化、相变、准地衡流和水波等 (参见文献 [1] 及其参考文献). 因

此, 研究分数阶问题变得越来越重要, 也得到了许多重要结果, 例如, Chen 等 [2] 研究了如下问题:

(−∆)su = u2
∗
s−1, x ∈ RN , (1.2)

其中 2∗s := 2N
N−2s 是分数阶 Sobolev 临界指数, (−∆)s 是经由 Fourier 变换定义的分数阶 Laplace 算子.

利用积分形式的移动平面法, 在 N > 1 和 0 < s < N
2 时, 他们证明了方程 (1.2) 的每一个正解 u 关于

某点 x0 ∈ RN 径向对称递减, 且解的形式为 u(x) = c( k
k2+|x−x0|2 )

(N−2s)/2, 其中 c = c(N, s) 和 k 是正

的常数. 这样, Lieb [3] 提出的一个公开问题得以解决. Dipierro 等 [4] 利用变分法和非局部的移动平面

法等工具研究了如下带有 Hardy-Leray 位势的分数阶临界问题:

(−∆)su− λ
u

|x|2s
= u2

∗
s−1, x ∈ RN , (1.3)

证明了当 0 < s < 1, N > 2s, 0 6 λ < ΛN,s 时, 方程 (1.3) 正解的存在性和渐近性. Ghoussoub 和

Shakerian [5] 考虑了如下分数阶双临界问题:

(−∆)su− λ
u

|x|2s
= |u|2

∗
s−2u+

|u|2∗s(t)−2u

|x|t
, x ∈ RN , (1.4)

证明了当 0 < s < 1, 0 < t < 2s < N , 0 6 λ < ΛN,s 时, 方程 (1.4) 的每个正解都关于原点径向对称递

减且当 |x| → +∞ 时趋于 0. Mallick [6] 研究了源于 Hardy-Sobolev-Maz’ya 不等式的如下分数阶问题:

2

CN,s
(−∆)su− λ

u

|x′|2s
=
u2

∗
s(t)−1

|x′|t
, x ∈ RN , (1.5)

其中 CN,s = 22sπ−N
2 Γ(N+2s

2 )|Γ(−s)|−1, 0 < s < 1, 0 6 t < 2s, 2 6 k 6 N−1, x = (x′, x′′) ∈ Rk×RN−k,

0 6 λ 6 2π
N
2

Γ2( k+2s
4 )|Γ(−s)|

Γ2( k−2s
4 )Γ(N+2s

2 )
, 并在适当的条件下, 推导出方程 (1.5) 正解的存在性、对称性和渐近性.

对于经典 Laplace 算子方程的相关结果, 参见文献 [7–10].

受以上结果的启发, 本文研究分数阶临界方程组 (1.1) 并获得如下主要结果.

定理 1.1 方程组 (1.1) 有正的基态解 (U0, V0), 且 U0 和 V0 径向对称递减.

定理 1.2 设 (u, v) 是方程组 (1.1) 的正基态解, 那么 u 是 S 的达到元且存在 ru,v > 0 使得

v = ru,vu, f(ru,v) = infr∈[0,+∞) f(r), 其中 S 和 f(r) 由 (2.6) 和 (5.1) 给出.

定理 1.3 设 U 是 S 的达到元. 若 1 < α, β < 2, 则存在 r0 > 0 使得 f(r0) = infr∈[0,+∞) f(r) 且

(u, v) = (C0U,C0r0U) 是方程组 (1.1) 的基态解, 其中 S、f(r) 和 C0 由 (2.6)、(5.1) 和 (5.4) 给出.

注 1.1 若将定理 1.2 和 1.3 中的 f(r) 替换成 h(r) := 1+r2

(µr2
∗
s (t)+ν+γrα)

2
2∗s (t)

, 则可得到类似的结果,

区别仅在于 u = ru,vv 和 (u, v) = (C0r0U,C0U), 其中

C0 = S
1

2∗s (t)−2

s (µr
2∗s(t)
0 + ν + γrα0 )

− 1
2∗s (t)

(∫
RN

|U |2∗s(t)

|x|t
dx

)− 1
2∗s (t)

.

本文的主要困难在于方程组 (1.1)定义在全空间 RN 中且所有非线性项均是分数阶 Hardy-Sobolev

临界指数增长的,这些都造成了紧性缺失.为克服此困难,考虑一个定义在有界区域且非线性项是次临

界增长的辅助问题 (详见 (3.5)), 关于该辅助问题证得一个紧嵌入性结论 (参见引理 3.3), 这对得到基
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态解的存在性至关重要. 通过对辅助问题的基态解进行伸缩和取极限, 得到原问题 (1.1) 的解. 在某种

意义下, 我们推广了文献 [11] 的结果, 在该文献中, Guo 等研究了如下分数阶临界问题:
(−∆)su = µ|u|2∗s−2u+

αγ

2∗s
|u|α−2u|v|β , 在 RN 内,

(−∆)sv = ν|v|2∗s−2v +
βγ

2∗s
|u|α|v|β−2v, 在 RN 内,

u, v ∈ Ds(RN ),

(1.6)

其中 0 < s < 1, µ, ν > 0, α + β = 2∗s, D
s(RN ) 是分数阶 Sobolev 空间, 定义见第 2 节. 他们证明了当

1 < α, β < 2 和 γ > 0 时, 方程组 (1.6) 有正的基态解 (u, v) 且 u 和 v 径向对称递减. 本文把上述结果

推广到带有分数阶 Hardy-Schrödinger 算子和分数阶 Hardy-Sobolev 临界指数的情形, 在无需 α, β < 2

这个限制条件的情形下得到了基态解的存在性 (参见定理 1.1). 同时在 α, β < 2 时, 通过 S (定义见

(2.6)) 的达到元和命题 5.1 给出的一个重要关系, 我们构造出方程组 (1.1) 的基态解 (参见定理 1.3).

本文余下内容结构安排如下: 第 2 节列出一些关于分数阶 Sobolev 空间、分数阶 Laplace 算子和

分数阶不等式的相关结果; 第 3 节提出一个辅助问题并建立该问题基态解的存在性; 第 4 节通过对区

域的伸缩来证明定理 1.1; 第 5 节给出定理 1.2 和 1.3 的证明.

2 预备知识

考虑由 Gagliardo 半范定义的 Hilbert 空间 Ds(RN ), 其中

Ds(RN ) :=

{
u ∈ L2∗s (RN ) :

|u(x)− u(y)|
|x− y|N2 +s

∈ L2(R2N )

}
,

范数 ∥u∥2Ds :=
CN,s

2

∫
R2N

|u(x)−u(y)|2
|x−y|N+2s dxdy 由内积

⟨u, v⟩Ds :=
CN,s

2

∫
R2N

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dxdy

所诱导, 其中 CN,s 是常数, 其表达式为

CN,s =

(∫
RN

1− cos ζ1
|ζ|N+2s

dζ

)−1

=
22ssΓ(N+2s

2 )

π
N
2 Γ(1− s)

. (2.1)

基于 Parseval-Plancherel 公式 [1], 可证得如下引理.

引理 2.1 若 s ∈ (0, 1), 则对任意的 u ∈ Ds(RN ), 有

∥u∥2Ds =

∫
RN

|ξ|2s|Fu(ξ)|2dξ 和 ⟨u, v⟩Ds =

∫
RN

|ξ|2sFu(ξ)Fv(ξ)dξ.

进而, Ds(RN ) 的等价定义为 Ds(RN ) = {u ∈ L2∗s (RN ) : |ξ|sFu(ξ) ∈ L2(RN )}. 对于 u ∈ Ds(RN ),

定义分数阶 Laplace 算子 (−∆)
s
2 为 (−∆)

s
2u(x) := F−1(|ξ|sFu(ξ)), 其中 F 和 F−1 分别表示 Fourier

变换及其逆变换. 因此, 对于 u ∈ Ds(RN ), 再由 Parseval-Plancherel 公式, 有

∥u∥2Ds =

∫
RN

|(−∆)
s
2u|2dx 和 ⟨u, v⟩Ds =

∫
RN

(−∆)
s
2u(−∆)

s
2 vdx.
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当 u 有足够的正则性时, 我们可以得到分数阶 Laplace 算子的点态表达, 即

(−∆)su(x) = CN,s P.V.

∫
RN

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy = CN,s lim

ε→0+

∫
Bc

ε(x)

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy

=
CN,s

2

∫
RN

2u(x)− u(x+ y)− u(x− y)

|y|N+2s
dy,

其中 P.V. 是 Cauchy 主值, CN,s 由 (2.1) 给出. 对于 u ∈ Ds(RN ), 如下分数阶不等式成立:(∫
RN

|u|2
∗
sdx

)2/2∗s

6 C∥u∥2Ds (参见文献 [12, 13]), (2.2)∫
RN

|u|2

|x|2s
dx 6 C∥u∥2Ds (参见文献 [14, 15]), (2.3)(∫

RN

|u|2∗s(t)

|x|t
dx

)2/2∗s(t)

6 C∥u∥2Ds (参见文献 [5, 16]). (2.4)

通常, (2.2)、(2.3) 和 (2.4) 分别被称为分数阶 Sobolev 不等式、分数阶 Hardy 不等式和分数阶 Hardy-

Sobolev不等式. 不等式 (2.3)的最佳常数是 Λ−1
N,s. 若 λ < ΛN,s,则 (∥ · ∥2Ds −λ

∫
RN

|·|2
|x|2s dx)

1/2 是 ∥ · ∥Ds

在空间 Ds(RN ) 中的一个等价范数, 且对于 u ∈ Ds(RN ), 有

C

(∫
RN

|u|2∗s(t)

|x|t
dx

)2/2∗s(t)

6 ∥u∥2Ds − λ

∫
RN

|u|2

|x|2s
dx (参见文献 [5]). (2.5)

记不等式 (2.5) 的最佳常数为

S := inf
u∈Ds(RN )

u ̸=0

∥u∥2Ds − λ
∫
RN

|u|2
|x|2s dx

(
∫
RN

|u|2∗s (t)

|x|t dx)
2

2∗s (t)

. (2.6)

定义 Ds := Ds(RN ) ×Ds(RN ), 赋予范数 ∥(u, v)∥2Ds := ∥u∥2Ds − λ
∫
RN

u2

|x|2s dx + ∥v∥2Ds − λ
∫
RN

v2

|x|2s dx.

称 (u, v) ∈ Ds 为方程组 (1.1) 的一个弱解, 如果对于任意的 (ϕ, ψ) ∈ Ds, 有

⟨u, ϕ⟩Ds + ⟨v, ψ⟩Ds − λ

∫
RN

uϕ+ vψ

|x|2s
dx

=

∫
RN

[
µ
|u|2∗s(t)−2uϕ

|x|t
+

αγ

2∗s(t)

|u|α−2uϕ|v|β

|x|t
+ ν

|v|2∗s(t)−2vψ

|x|t
+

βγ

2∗s(t)

|u|α|v|β−2vψ

|x|t

]
dx.

方程组 (1.1) 的能量泛函 E : Ds → R 为

E(u, v) =
1

2
∥(u, v)∥2Ds −

1

2∗s(t)

∫
RN

(
µ
|u|2∗s(t)

|x|t
+ ν

|v|2∗s(t)

|x|t
+ γ

|u|α|v|β

|x|t

)
dx.

我们知道方程组 (1.1) 的解对应于泛函 E 的临界点. 方程组 (1.1) 的基态解 (u0, v0) ∈ Ds 是指满足

E(u0, v0) = inf(u,v)∈N E(u, v) =: A 的解, 其中 A 是基态能量且

N :=

{
(u, v) ∈ Ds \ {(0, 0)} : ∥(u, v)∥2Ds =

∫
RN

(
µ
|u|2∗s(t)

|x|t
+ ν

|v|2∗s(t)

|x|t
+ γ

|u|α|v|β

|x|t

)
dx

}
是 Nehari 流形. 由 Young 不等式和 (2.5) 可知 A > 0. 为简便起见, 记

F (u, v) :=
∥(u, v)∥2Ds

(
∫
RN (µ |u|2∗s (t)

|x|t + ν |v|2∗s (t)

|x|t + γ |u|α|v|β
|x|t )dx)

2
2∗s (t)

.
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方程组 (1.1) 的基态解依赖于极小值 Ss := inf(u,v)∈D̄s F (u, v) (参见引理 2.2), 其中

D̄s :=

{
(u, v) ∈ Ds :

∫
RN

(
µ
|u|2∗s(t)

|x|t
+ ν

|v|2∗s(t)

|x|t
+ γ

|u|α|v|β

|x|t

)
dx > 0

}
.

显然, 当 µ, ν, γ > 0 时, 有 D̄s = Ds \ {(0, 0)}. 这样,

Ss = inf
(u,v)∈Ds

(u,v)̸=(0,0)

F (u, v). (2.7)

而且, 我们可以证明当 γ 6 0 时, Ss 由半平凡元达到, 这也是我们考虑 γ > 0 情形的原因.

现在建立方程组 (1.1) 基态解的存在性与 Ss 的可达性之间的关系.

引理 2.2 方程组 (1.1) 在 Ds 中有正的基态解当且仅当 Ss 在 Ds 中有正的达到元.

证明 对于任意的 (u, v) ∈ Ds \ {(0, 0)}, 显然存在唯一的

ku,v =

(
∥(u, v)∥2Ds∫

RN (µ |u|2∗s (t)

|x|t + ν |v|2∗s (t)

|x|t + γ |u|α|v|β
|x|t )dx

) 1
2∗s (t)−2

,

使得 (ku,vu, ku,vv) ∈ N . 于是,

Ss = inf
(u,v)∈Ds

(u,v)̸=(0,0)

F (ku,vu, ku,vv) = inf
(u,v)∈N

F (u, v) = inf
(u,v)∈N

∥(u, v)∥
2(2∗s (t)−2)

2∗s (t)

Ds .

因为 A = 2s−t
2(N−t) inf(u,v)∈N ∥(u, v)∥2Ds , 所以, Ss 可达当且仅当 A 可达. 一方面, 如果方程组 (1.1) 有一

个正的基态解 (u, v) ∈ Ds, 那么 A 被 (u, v)达到. 因此, 对于任意的 c ̸= 0, Ss 被 (cu, cv) 达到. 另一方

面, 如果 Ss 被 (u, v) ∈ Ds 达到, 其中 u > 0 且 v > 0, 那么 A 被 (ū, v̄) 达到, 其中

(ū, v̄) = S
1

2∗s (t)−2

s

(∫
RN

(
µ
|u|2∗s(t)

|x|t
+ ν

|v|2∗s(t)

|x|t
+ γ

|u|α|v|β

|x|t

)
dx

)− 1
2∗s (t)

(u, v).

现只需证明 (ū, v̄) 是方程组 (1.1) 的解. 由 Ekeland 变分原理 (参见文献 [17, 定理 8.5]) 可知, 存在

{(un, vn)} ⊂ N 使得当 n→ ∞时, E(un, vn) → E(ū, v̄)于 R, E′(un, vn) → 0于 (Ds)′, (un, vn) → (ū, v̄)

于 Ds. 因此, 在 (Ds)′ 中, E′(ū, v̄) = 0, 即 (ū, v̄) 是方程组 (1.1) 的正解. 证毕.

3 辅助问题

对于 R > 0, 考虑

(−∆)su− λ
u

|x|2s
= µ

|u|2∗s(t)−2u

|x|t
+

αγ

2∗s(t)

|u|α−2u|v|β

|x|t
, x ∈ BR,

(−∆)sv − λ
v

|x|2s
= ν

|v|2∗s(t)−2v

|x|t
+

βγ

2∗s(t)

|u|α|v|β−2v

|x|t
, x ∈ BR,

u, v ∈ Ds(BR),

(3.1)

其中 BR := {x ∈ RN : |x| < R}, Ds(BR) := {u ∈ Ds(RN ) : u = 0 几乎处处于 Bc
R}. 记 Ds(BR) :=

Ds(BR)×Ds(BR). 定义相应的 Nehari 流形和基态能量为

N (R) :=

{
(u, v) ∈ Ds(BR) \ {(0, 0)} : ∥u∥2Ds,BR

+ ∥v∥2Ds,BR
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=

∫
BR

(
µ
|u|2∗s(t)

|x|t
+ ν

|v|2∗s(t)

|x|t
+ γ

|u|α|v|β

|x|t

)
dx

}
, (3.2)

A(R) := inf
(u,v)∈N (R)

E(u, v), (3.3)

其中

∥u∥2Ds,BR
:= ∥u∥2Ds − λ

∫
BR

u2

|x|2s
dx. (3.4)

记 ∥(u, v)∥2Ds,BR
:= ∥u∥2Ds,BR

+ ∥v∥2Ds,BR
. 关于辅助问题 (3.3) 的基态能量, 有如下结果.

引理 3.1 A(R) ≡ A, ∀R > 0.

证明 设 R1 < R2, 则 N (R1) ⊂ N (R2) 蕴含着 A(R2) 6 A(R1). 对于任意的 (u, v) ∈ N (R2), 记

(u1(x), v1(x)) :=

((
R2

R1

)N−2s
2

u

(
R2

R1
x

)
,

(
R2

R1

)N−2s
2

v

(
R2

R1
x

))
,

则 (u1, v1) ∈ N (R1), 且 A(R1) 6 E(u1, v1) = E(u, v) (∀ (u, v) ∈ N (R2)) 蕴含着 A(R1) 6 A(R2). 因此,

A(R1) = A(R2). 设 (un, vn) ∈ N 是 A 的极小化序列, 并使得对于某个 Rn > 0, 有 un, vn ∈ Ds(BRn).

于是, (un, vn) ∈ N (Rn), 进而,

A = lim
n→∞

E(un, vn) > lim
n→∞

A(Rn) = A(R).

结合 A 6 A(R), 证毕.

对于 ε ∈ (0,min{t, 2s− t}), 考虑
(−∆)su− λ

u

|x|2s
= qε(x)

(
µ|u|2∗s(t)−2u+

αγ

2∗s(t)
|u|α−2u|v|β

)
, x ∈ BR,

(−∆)sv − λ
v

|x|2s
= qε(x)

(
ν|v|2∗s(t)−2v +

βγ

2∗s(t)
|u|α|v|β−2v

)
, x ∈ BR,

u, v ∈ Ds(BR),

(3.5)

其中

qε(x) :=


1

|x|t−ε
, 若 |x| < 1,

1

|x|t+ε
, 若 |x| > 1.

定义相应的能量泛函、Nehari 流形和基态能量分别为

Eε(u, v) :=
1

2
(∥u∥2Ds,BR

+ ∥v∥2Ds,BR
)− 1

2∗s(t)

∫
BR

qε(x)(µ|u|2
∗
s(t) + ν|v|2

∗
s(t) + γ|u|α|v|β)dx,

Nε(R) :=

{
(u, v) ∈ Ds(BR) \ {(0, 0)} : Gε(u, v) := ∥u∥2Ds,BR

+ ∥v∥2Ds,BR

−
∫
BR

qε(x)(µ|u|2
∗
s(t) + ν|v|2

∗
s(t) + γ|u|α|v|β)dx = 0

}
, (3.6)

Aε(R) := inf
(u,v)∈Nε(R)

Eε(u, v). (3.7)
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由 qε(x) 6 1
|x|t 和 (2.5), 有

Aε(R) > C > 0, (3.8)

其中 C 与 ε 和 R 无关. 关于 (3.7), 我们有如下引理, 这对于得到方程组 (3.5) 的非平凡解至关重要.

引理 3.2 Aε(R) < min{inf(u,0)∈Nε(R)Eε(u, 0), inf(0,v)∈Nε(R)Eε(0, v)}.

证明 因为 2 < 2∗s(t) < 2∗s, 由对称递减重排不等式和极小化方法知以下两个方程:

(−∆)su− λ
u

|x|2s
= µqε(x)|u|2

∗
s(t)−2u, u ∈ Ds(BR),

(−∆)sv − λ
v

|x|2s
= νqε(x)|v|2

∗
s(t)−2v, v ∈ Ds(BR)

分别有基态解 u0 和 v0, 即

Eε(u0, 0) = a := inf
(u,0)∈Nε(R)

Eε(u, 0), Eε(0, v0) = b := inf
(0,v)∈Nε(R)

Eε(0, v).

对任意的 τ ∈ R, 可证存在唯一的 k(τ) > 0 使得 (
√
k(τ)u0,

√
k(τ)τ2v0) ∈ Nε(R). 事实上,

k(τ)
2∗s (t)−2

2 =
∥u0∥2Ds,BR

+ τ2∥v0∥2Ds,BR∫
BR

qε(x)(µ|u0|2∗s(t) + |τ |2∗s(t)ν|v0|2∗s(t) + |τ |βγ|u0|α|v0|β)dx

=
pa+ pbτ2

pa+ pb|τ |2∗s(t) + |τ |β
∫
BR

γ|u0|α|v0|βdx
,

其中 p =
2·2∗s(t)
2∗s(t)−2 . 注意到 k(0) = 1, 有

lim
τ→0

k′(τ)

|τ |β−2τ
= −

β
∫
BR

γ|u0|α|v0|βdx
2∗s(t)a

,

当 τ → 0 时, 有

k′(τ) = −
β
∫
BR

γ|u0|α|v0|βdx
2∗s(t)a

|τ |β−2τ(1 + o(1)),

k(τ) = 1−
∫
BR

γ|u0|α|v0|βdx
2∗s(t)a

|τ |β(1 + o(1)),

k(τ)
2∗s (t)

2 = 1−
∫
BR

γ|u0|α|v0|βdx
2a

|τ |β(1 + o(1)).

注意到 1
2 − 1

p = 1
2∗s(t)

, 当 |τ | 足够小时, 有

Aε(R) 6 Eε(
√
k(τ)u0,

√
k(τ)τ2v0)

=

(
1

2
− 1

2∗s(t)

)(
pa+ pb|τ |2

∗
s(t) + |τ |β

∫
BR

γ|u0|α|v0|βdx
)
k(τ)

2∗s (t)

2

= a−
(
1

2
− 1

p

)
|τ |β

∫
BR

γ|u0|α|v0|βdx+ o(|τ |β) < a = inf
(u,0)∈Nε(R)

Eε(u, 0).

类似地, Aε(R) < inf(0,v)∈Nε(R)Eε(0, v). 证毕.
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由 (2.6) 和 (3.4) 知,

S = inf
u∈Ds(RN )

u ̸=0

∥u∥2Ds,RN

(
∫
RN

|u|2∗s (t)

|x|t dx)
2

2∗s (t)

.

根据文献 [5, 定理 1.1] 可知, S 被一个正的径向对称递减且当 |x| → +∞ 时趋于 0 的 ũ(x) 达到. 定义

uµ :=

(
S

µ

) 1
2∗s (t)−2 ũ

(
∫
RN

ũ2∗s (t)

|x|t dx)
1/2∗s(t)

,

类似于文献 [11, 引理 2.12] 可推得 uµ 是方程 (−∆)su− λ u
|x|2s = µ |u|2

∗
s (t)−2u
|x|t (x ∈ RN ) 的正基态解. 因

此, 类似于引理 3.2 的证明, 有

A < min
{

inf
(u,0)∈N

E(u, 0), inf
(0,v)∈N

E(0, v)
}
. (3.9)

现在建立紧嵌入性结论.

引理 3.3 对于 ε ∈ (0,min{t, 2s− t}), 嵌入 Ds(BR) ↪→↪→ L2∗s(t)(BR, qε(x)dx) 是紧的.

证明 设 {un} 是 Ds(BR) 中的有界序列. 在子列意义下, 不妨设当 n → ∞ 时, un ⇀ u0 于

Ds(BR), 且 un → u0 几乎处处于 BR. 往证当 n→ ∞ 时, un → u0 于 L2∗s(t)(BR, qε(x)dx). 可令 R > 1.

注意到 2 < 2∗s(t) < 2∗s(t− ε) < 2∗s, 当 n→ ∞ 时, 有∫
BR

|un − u0|2
∗
s(t)qε(x)dx =

∫
B1

|un − u0|2
∗
s(t)

|x|t−ε
dx+

∫
BR\B1

|un − u0|2
∗
s(t)

|x|t+ε
dx

6
∫
BR

|un − u0|2
∗
s(t)

|x|t−ε
dx+

∫
BR

|un − u0|2
∗
s(t)dx→ 0,

其中, 当 n 足够大时, 有∫
BR

|un − u0|2
∗
s(t)

|x|t−ε
dx =

∫
Bϵ

|un − u0|2
∗
s(t)

|x|t−ε
dx+

∫
BR\Bϵ

|un − u0|2
∗
s(t)

|x|t−ε
dx

6
(∫

Bϵ

|un − u0|2
∗
sdx

) 2∗s (t)

2∗s
(∫

Bϵ

1

|x|
(t−ε)N

t

dx

) t
N

+ ϵε−t

∫
BR

|un − u0|2
∗
s(t)dx

6 Cϵε + ϵ,

这里取 ϵ > 0 任意小. 证毕.

接下来证明这部分的主要结果.

命题 3.1 方程组 (3.5) 有一个正的基态解 (uε, vε), 且 uε 和 vε 径向对称递减.

证明 对 (u, v) ∈ Nε(R), 记其径向对称递减重排为 (u∗, v∗). 文献 [18, 定理 1.1] 和 [19, 定理 3.4]

保证

∥u∗∥2Ds + ∥v∗∥2Ds 6 ∥u∥2Ds + ∥v∥2Ds

= λ

∫
BR

|u|2 + |v|2

|x|2s
dx+

∫
BR

qε(x)(µ|u|2
∗
s(t) + ν|v|2

∗
s(t) + γ|u|α|v|β)dx

6 λ

∫
BR

|u∗|2 + |v∗|2

|x|2s
dx+

∫
BR

qε(x)(µ|u∗|2
∗
s(t) + ν|v∗|2

∗
s(t) + γ|u∗|α|v∗|β)dx,
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即 ∥(u∗, v∗)∥2Ds,BR
6

∫
BR

qε(x)(µ|u∗|2
∗
s(t) + ν|v∗|2∗s(t) + γ|u∗|α|v∗|β)dx.于是,存在 r∗ ∈ (0, 1]使得 (r∗u∗,

r∗v∗) ∈ Nε(R). 因此,

Aε(R) 6 Eε(r
∗u∗, r∗v∗) =

[
1

2
− 1

2∗s(t)

]
(r∗)2∥(u∗, v∗)∥2Ds,BR

6 2s− t

2(N − t)
∥(u, v)∥2Ds,BR

= Eε(u, v),

这意味着可以选取 Aε(R) 的一个极小化序列 (un, vn) ∈ Nε(R) 使得 (un, vn) = (u∗n, v
∗
n), 且当 n → ∞

时, Eε(un, vn) → Aε(R). 于是, un 和 vn 在 Ds(BR) 中有界. 在子列意义下, 可设当 n → ∞ 时,

un ⇀ uε, vn ⇀ vε 于 Ds(BR). 显然, uε 和 vε 径向对称递减. 由引理 3.3 知,∫
BR

qε(x)(µ|uε|2
∗
s(t) + ν|vε|2

∗
s(t) + γ|uε|α|vε|β)dx

= lim
n→∞

∫
BR

qε(x)(µ|un|2
∗
s(t) + ν|vn|2

∗
s(t) + γ|un|α|vn|β)dx

=
2(N − t)

2s− t
lim
n→∞

Eε(un, vn) =
2(N − t)

2s− t
Aε(R),

结合 Aε(R) > 0 有 (uε, vε) ̸= (0, 0). 因为 ∥(uε, vε)∥Ds,BR
6 limn→∞ ∥(un, vn)∥Ds,BR

, 所以,

∥(uε, vε)∥2Ds,BR
6

∫
BR

qε(x)(µ|uε|2
∗
s(t) + ν|vε|2

∗
s(t) + γ|uε|α|vε|β)dx.

于是, 存在 rε ∈ (0, 1] 使得 (rεuε, rεvε) ∈ Nε(R). 因此,

Aε(R) 6 Eε(rεuε, rεvε) =

[
1

2
− 1

2∗s(t)

]
(rε)

2∥(uε, vε)∥2Ds,BR

6 2s− t

2(N − t)
lim

n→∞
∥(un, vn)∥2Ds,BR

= lim
n→∞

Eε(un, vn) = Aε(R),

这蕴含着 rε = 1, (uε, vε) ∈ Nε(R), Eε(uε, vε) = Aε(R), ∥(uε, vε)∥Ds,BR
= limn→∞ ∥(un, vn)∥Ds,BR

.

故当 n → ∞ 时, un → uε, vn → vε 于 Ds(BR). 进而存在 Lagrange 乘子 L ∈ R 使得 E′
ε(uε, vε)

+LG′
ε(uε, vε) = 0, 其中 Gε 由 (3.6) 给出. 由 E′

ε(uε, vε)(uε, vε) = Gε(uε, vε) = 0 和

G′
ε(uε, vε)(uε, vε) = −(2∗s(t)− 2)

∫
BR

qε(x)(µ|uε|2
∗
s(t) + ν|vε|2

∗
s(t) + γ|uε|α|vε|β)dx < 0

可得 L = 0, 于是, E′
ε(uε, vε) = 0, 即 (uε, vε) 是方程组 (3.5) 的解. 由 Aε(R) = Eε(uε, vε) 和引理 3.2

知 uε ̸≡ 0 和 vε ̸≡ 0. 令 u−ε = max{−uε, 0}, v−ε = max{−vε, 0}. 用 (u−ε , v
−
ε ) 作为方程组 (3.5) 的实验

函数, 可得

0 6
∫
BR

[
λ
(u−ε )

2

|x|2s
+ µqε(x)(u

−
ε )

2∗s(t) +
αγ

2∗s(t)
qε(x)(u

−
ε )

α|vε|β
]
dx

+

∫
BR

[
λ
(v−ε )

2

|x|2s
+ νqε(x)(v

−
ε )

2∗s(t) +
βγ

2∗s(t)
qε(x)|uε|α(v−ε )β

]
dx

=
CN,s

2

[ ∫
R2N

(uε(x)− uε(y))(u
−
ε (x)− u−ε (y))

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
R2N

(vε(x)− vε(y))(v
−
ε (x)− v−ε (y))

|x− y|N+2s
dxdy

]
=
CN,s

2

[ ∫
{uε>0}×{uε<0}

(u+ε (x) + u−ε (y))(−u−ε (y))
|x− y|N+2s

dxdy

+

∫
{uε<0}×{uε>0}

(−u−ε (x)− u+ε (y))u
−
ε (x)

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
{uε<0}×{uε<0}

−(u−ε (x)− u−ε (y))
2

|x− y|N+2s
dxdy

]
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+
CN,s

2

[ ∫
{vε>0}×{vε<0}

(v+ε (x) + v−ε (y))(−v−ε (y))
|x− y|N+2s

dxdy

+

∫
{vε<0}×{vε>0}

(−v−ε (x)− v+ε (y))v
−
ε (x)

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
{vε<0}×{vε<0}

−(v−ε (x)− v−ε (y))
2

|x− y|N+2s
dxdy

]
6 0.

故 u−ε = v−ε = 0, 即 uε 和 vε 非负. 由文献 [20, 21] 中的正则性理论和文献 [21, 命题 2.17] 知 uε 和 vε

在 BR 中恒正. 证毕.

对每个 (u, v) ∈ N (R), 由 (3.2) 和 (3.6) 知, 存在 rε > 0 使得 limε→0 rε = 1 且 (rεu, rεv) ∈ Nε(R).

于是,

lim sup
ε→0

Aε(R) 6 lim sup
ε→0

Eε(rεu, rεv) = E(u, v), ∀ (u, v) ∈ N (R),

这里用了控制收敛定理. 因此, 由引理 3.1 有

lim sup
ε→0

Aε(R) 6 A(R) = A. (3.10)

由命题 3.1, 可设 (uε, vε) 是方程组 (3.5) 的正基态解, 并且是径向对称递减的. 根据 (3.8), 得

Aε(R) =
2s− t

2(N − t)
∥(uε, vε)∥2Ds,BR

> C > 0. (3.11)

由 (3.10) 知, uε 和 vε 在 Ds(BR) 中有界. 在子列意义下可设当 ε→ 0 时,

uε ⇀ u0, vε ⇀ v0 于 Ds(BR). (3.12)

于是, (u0, v0) 是方程组 (3.1) 的解.

反设 ∥uε∥∞ + ∥vε∥∞ 有界. 根据控制收敛定理, 有

lim
ε→0

∫
BR

qε(x)u
2∗s(t)
ε dx =

∫
BR

u
2∗s(t)
0

|x|t
dx,

lim
ε→0

∫
BR

qε(x)v
2∗s(t)
ε dx =

∫
BR

v
2∗s(t)
0

|x|t
dx,

lim
ε→0

∫
BR

qε(x)u
α
ε v

β
ε dx =

∫
BR

uα0 v
β
0

|x|t
dx.

结合 E′
ε(uε, vε) = E′(u0, v0) = 0,类似于 3.1的证明并注意到 (3.10),可知当 ε→ 0时, uε → u0, vε → v0

于 Ds(BR). (3.11) 和 (3.12) 蕴含着 (u0, v0) ̸= (0, 0), u0 > 0, v0 > 0. 不失一般性, 设 u0 ̸≡ 0, 根据文

献 [21, 命题 2.17] 知, 在 BR 中, u0 > 0. 由分数阶 Pohozaev 恒等式 (参见文献 [11, 引理 2.5]) 可得到

如下矛盾:

0 <
Γ(1 + s)2

N − 2s

∫
∂BR

[(
u0
δs

)2

+

(
v0
δs

)2]
(x · n⃗)dσ

=

∫
BR

(
µ
u
2∗s(t)
0

|x|t
+ ν

v
2∗s(t)
0

|x|t
+ γ

uα0 v
β
0

|x|t
+ λ

u20 + v20
|x|2s

)
dx− ∥u0∥2Ds − ∥v0∥2Ds = 0,

其中 δ(x) = dist(x, ∂BR), n⃗ 是 ∂BR 的单位外法向量. 于是当 ε→ 0 时, 在子列意义下,

∥uε∥∞ + ∥vε∥∞ → ∞.

令 Mε := max{uε(0), vε(0)}. 显然, uε(0) = maxBR
uε(x), vε(0) = maxBR

vε(x) 且 limε→0Mε = +∞.
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4 定理 1.1 的证明

定义

Uε(x) :=

M−1
ε uε(M

−θε
ε x), x ∈ BMθε

ε
,

0, x ∈ Bc
Mθε

ε
,

Vε(x) :=

M−1
ε vε(M

−θε
ε x), x ∈ BMθε

ε
,

0, x ∈ Bc
Mθε

ε
,

其中 θε :=
2∗s(t)−2
2s−(t−ε) , 则

max{Uε(0), Vε(0)} = max
{

max
x∈B

M
θε
ε

Uε(x), max
x∈B

M
θε
ε

Vε(x)
}
= 1 (4.1)

且 (Uε, Vε) 是方程组 

(−∆)sUε − λ
Uε

|x|2s
= µ

U
2∗s(t)−1
ε

|x|t−ε
+

αγ

2∗s(t)

Uα−1
ε V β

ε

|x|t−ε
,

(−∆)sVε − λ
Vε
|x|2s

= ν
V

2∗s(t)−1
ε

|x|t−ε
+

βγ

2∗s(t)

Uα
ε V

β−1
ε

|x|t−ε
,

Uε, Vε ∈ Ds(BMθε
ε
)

的解. 由 (Uε, Vε) 在 Ds(BMθε
ε
) 中有界和文献 [22, 定理 1.4] 可知, (Uε, Vε) 关于 ε 一致 Hölder 连续.

据 Arzela-Ascoli 定理, 在子列意义下, 当 ε → 0 时, (Uε, Vε) 在 RN 的每个紧子集上都一致收敛于

(U0, V0) ∈ Ds(RN ). 进而 (U0, V0) 是方程组 (1.1) 的解, 且 U0 > 0 和 V0 > 0 径向对称递减. 注意到

(4.1), 有 (U0, V0) ̸= (0, 0) 和 (U0, V0) ∈ N . 根据 (3.10) 和范数的弱下半连续性, 得

A 6 E(U0, V0) =
2s− t

2(N − t)
∥(U0, V0)∥2Ds 6 2s− t

2(N − t)
lim inf
ε→0

∥(Uε, Vε)∥2Ds,B
M

θε
ε

=
2s− t

2(N − t)
lim inf
ε→0

∥(uε, vε)∥2Ds,B1
= lim inf

ε→0
Aε(1) 6 A,

因此, E(U0, V0) = A. 由 (3.9) 知 U0 ̸≡ 0 和 V0 ̸≡ 0. 根据文献 [21, 命题 2.17] 有 U0 > 0 和 V0 > 0, 即

(U0, V0) 是方程组 (1.1) 的正基态解. 定理 1.1 证毕.

5 定理 1.2 和 1.3 的证明

对于 r > 0, 定义

f(r) :=
1 + r2

(µ+ νr2
∗
s(t) + γrβ)

2
2∗s (t)

, (5.1)

则 f(+∞) := limr→+∞ f(r) = ν−2/2∗s(t), 而且对任意的 v ∈ Ds(RN ) \ {0}, 有

F (v, rv) =
1 + r2

(µ+ νr2
∗
s(t) + γrβ)

2
2∗s (t)

·
∥v∥2Ds − λ

∫
RN

|v|2
|x|2s dx

(
∫
RN

|v|2∗s (t)

|x|t dx)
2

2∗s (t)

= f(r) ·
∥v∥2Ds,RN

(
∫
RN

|v|2∗s (t)

|x|t dx)
2

2∗s (t)

. (5.2)

下面的命题对于证明定理 1.2 和 1.3 至关重要.

命题 5.1 Ss = S infr∈[0,+∞) f(r), 其中 Ss、S 和 f(r) 分别由 (2.7)、(2.6) 和 (5.1) 给出.
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证明 由 (2.7) 和 (5.2) 有

Ss 6 inf
v∈Ds(RN )

v ̸=0

inf
r∈[0,+∞)

F (v, rv) = S inf
r∈[0,+∞)

f(r).

对于反向不等式 (即 Ss > S infr∈[0,+∞) f(r)) 的证明, 分 3 种情形. 设 {(un, vn)} 是 Ss 的极小化序列.

因为对于 r > 0有 F (ru, rv) = F (u, v), 故可设 Ss = F (un, vn) + o(1)且
∫
RN ( |un|2

∗
s (t)

|x|t + |vn|2
∗
s (t)

|x|t )dx ≡ 1.

情形 1 lim infn→∞
∫
RN

|un|2
∗
s (t)

|x|t dx = 0. 由 {vn} 在 L2∗s(t)(RN , dx
|x|t ) 中有界和 Hölder 不等式可知,

在子列意义下有∫
RN

(
µ
|un|2

∗
s(t)

|x|t
+ ν

|vn|2
∗
s(t)

|x|t
+ γ

|un|α|vn|β

|x|t

)
dx = ν

∫
RN

|vn|2
∗
s(t)

|x|t
dx+ o(1).

于是,

F (un, vn) >
∥vn∥2Ds,RN

(
∫
RN (µ |un|2

∗
s (t)

|x|t + ν |vn|2
∗
s (t)

|x|t + γ |un|α|vn|β
|x|t )dx)

2
2∗s (t)

=
∥vn∥2Ds,RN

(
∫
RN ν

|vn|2
∗
s (t)

|x|t dx+ o(1))
2

2∗s (t)

,

因此, limn→∞ F (un, vn) > limn→∞ F (0, vn). 故 (0, vn) 也是 Ss 的极小化序列. 进而,

Ss > ν
− 2

2∗s (t)S = S lim
r→+∞

f(r) > S inf
r∈[0,+∞)

f(r).

情形 2 lim infn→∞
∫
RN

|vn|2
∗
s (t)

|x|t dx = 0. 类似于情形 1, 可得

Ss > µ
− 2

2∗s (t)S = Sf(0) > S inf
r∈[0,+∞)

f(r).

情形 3 在子列意义下, limn→∞
∫
RN

|un|2
∗
s (t)

|x|t dx = δ > 0 且 limn→∞
∫
RN

|vn|2
∗
s (t)

|x|t dx = 1 − δ > 0. 取

rn > 0 满足
∫
RN

|vn|2
∗
s (t)

|x|t dx =
∫
RN

|rnun|2
∗
s (t)

|x|t dx, 则 {rn} 有界且远离 0, 在子列意义下, 可设当 n → ∞

时, rn → r0 = ( 1−δ
δ )1/2

∗
s(t). 记 wn = 1

rn
vn, 有

∫
RN

|un|2
∗
s (t)

|x|t dx =
∫
RN

|wn|2
∗
s (t)

|x|t dx. 根据 Young 不等式, 有∫
RN

|un|α|wn|β

|x|t
dx 6 α

2∗s(t)

∫
RN

|un|2
∗
s(t)

|x|t
dx+

β

2∗s(t)

∫
RN

|wn|2
∗
s(t)

|x|t
dx

=

∫
RN

|un|2
∗
s(t)

|x|t
dx =

∫
RN

|wn|2
∗
s(t)

|x|t
dx,

当且仅当 |un| = |wn| 时取等号. 于是,

F (un, vn) = F (un, rnwn)

=
∥un∥2Ds,RN + r2n∥wn∥2Ds,RN

(
∫
RN (µ |un|2

∗
s (t)

|x|t + ν |wn|2
∗
s (t)

|x|t r
2∗s(t)
n + γ |un|α|wn|β

|x|t rβn)dx)
2

2∗s (t)

>
∥un∥2Ds,RN

(µ+ νr
2∗s(t)
n + γrβn)

2
2∗s (t) (

∫
RN

|un|2
∗
s (t)

|x|t dx)
2

2∗s (t)

+
r2n∥wn∥2Ds,RN

(µ+ νr
2∗s(t)
n + γrβn)

2
2∗s (t) (

∫
RN

|wn|2
∗
s (t)

|x|t dx)
2

2∗s (t)

> S
1 + r2n

(µ+ νr
2∗s(t)
n + γrβn)

2
2∗s (t)

= Sf(rn),

这蕴含着 Ss > Sf(r0) > S infr∈[0,+∞) f(r). 因此, Ss = S infr∈[0,+∞) f(r). 证毕.
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定理 1.2 的证明 设 (u, v) 是方程组 (1.1) 的正基态解. 存在 ru,v > 0 使得∫
RN

|v|2∗s(t)

|x|t
dx =

∫
RN

|ru,vu|2
∗
s(t)

|x|t
dx.

令 w = 1
ru,v

v, 则有
∫
RN

|u|2
∗
s (t)

|x|t dx =
∫
RN

|w|2
∗
s (t)

|x|t dx. 类似于命题 5.1 证明中的情形 3, 并应用命题 5.1、

引理 2.2 和 (5.2), 得

S inf
r∈[0,+∞)

f(r) = Ss = F (u, v) = F (u, ru,vw) > f(ru,v)S > S inf
r∈[0,+∞)

f(r).

于是, f(ru,v) = infr∈[0,+∞) f(r). 根据 Young 不等式取等号的条件知 u = w, 进而 v = ru,vu. 注意到

(5.2), 有 S = ∥u∥2Ds,RN · (
∫
RN

|u|2
∗
s (t)

|x|t dx)
− 2

2∗s (t) . 定理 1.2 证毕.

定理 1.3 的证明 由 (5.1) 得

f ′(r) =
2rβ−1g(r)

(µ+ νr2
∗
s(t) + γrβ)

6
2∗s (t)

−1
,

其中 g(r) := µr2−β − νrα + αγ
2∗s(t)

r2 − βγ
2∗s(t)

. 因为 1 < α, β < 2, 所以, limr→0+ g(r) < 0 且 limr→+∞ g(r)

> 0, 故存在正实数 r0 使得

f(r0) = inf
r∈[0,+∞)

f(r). (5.3)

设 U 是 S 的达到元. 根据命题 5.1, 以及 (5.2) 和 (5.3), 得

Ss = S inf
r∈[0,+∞)

f(r) = f(r0)∥U∥2Ds,RN ·
(∫

RN

|U |2∗s(t)

|x|t
dx

)− 2
2∗s (t)

= F (U, r0U),

这意味着 Ss 被 (U, r0U) 达到. 由引理 2.2 知, (u, v) = (C0U,C0r0U) 是方程组 (1.1) 的基态解, 其中

C0 := S
1

2∗s (t)−2

s (µ+ νr
2∗s(t)
0 + γrβ0 )

− 1
2∗s (t)

(∫
RN

|U |2∗s(t)

|x|t
dx

)− 1
2∗s (t)

. (5.4)

定理 1.3 证毕.
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