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摘要 令 Mn × R 是 n + 1 维 Lorentz 流形, 其中 Mn 为 Ricci 曲率非负、曲率张量及其一阶协变导

数有界且含有一个极点的 n (n > 2) 维完备 Riemann 流形, R 是 1 维 Euclid 空间, Ω 是 Mn ×R 中的
有界类空凸超曲面. 本文考虑 Mn ×R中定义在 Ω上的类空图超曲面沿着具有退化 Neumann边值条

件的一类各向异性逆平均曲率流的演化过程, 证明该流的长时间存在性. 此外, 通过适当的伸缩变换

后可以得到, 当 t→ ∞ 时, 演化类空图超曲面光滑地收敛为定义在 Ω 上的一个常值函数的图曲面.

关键词 各向异性逆平均曲率流 类空超曲面 Lorentz 流形 Neumann 边值条件

MSC (2020) 主题分类 53E10, 35K10

1 引言

Gerhardt [13] 和 Urbas [27] 首先考虑了 n+ 1 (n > 2) 维 Euclid 空间 Rn+1 中的一个紧致的、星形

的 C2,γ 超曲面 Wn
0 沿着几何流

∂

∂t
X =

1

F
ν (1.1)

的演化过程, 其中, F 是关于演化超曲面 Wn
t := X(Sn, t) = Xt(Sn) 的主曲率的正凹函数且具有对称

性、单调性和一次齐次性, ν 是 Wn
t 的单位外法向量, Sn 表示 Rn+1 中的 n 维单位球面. 他们分别证

明了几何流的长时间存在性, 并且证明了, 经过适当的伸缩变换后, 几何流指数收敛到一个指定半径

的球面. 此时, 这种流称为逆曲率流. 特别地, 若 F = H, 其中 H 为演化超曲面 Wn
t 的平均曲率, 则流

的方程退化为 ∂
∂tX = 1

H ν, 此时该流称为逆平均曲率流; 若 F = K1/n, 其中 K 为演化超曲面 Wn
t 的

Gauss 曲率, 则流的方程变为 ∂
∂tX = 1

K1/n ν, 此时该流称为逆 Gauss 曲率流.

http://doi.org/10.1360/SSM-2022-0072
www.scichina.com
mathcn.scichina.com
mailto:echo-gaoya@outlook.com,~jiner120@163.com


高雅等: Lorentz 流形 Mn × R 中带边类空图超曲面的一类各向异性逆平均曲率流

逆曲率流在数学和理论物理研究中有着许多重要的应用. 通过定义逆平均曲率流的弱解, Huisken

和 Ilmanen [17] 及 Ilmanen [18] 利用逆平均曲率流工具证明了 Riemann-Penrose 不等式, 该不等式为彻

底解决广义相对论中著名的 Penrose 猜想提供了可能性. 利用逆平均曲率流, Brendle 等 [1] 得到了 n

(n > 3) 维 ADSS (anti-de Sitter-Schwarzschild) 流形中平均凸的星形超曲面上的最优 Minkowski 不等

式. 值得一提的是, Chen 和 Mao [3] 将 Brendle 等关于 ADSS 空间中逆平均曲率流长时间存在性、渐

近行为的结论极大地拓展到了一般的逆曲率流 (1.1) 的情形. 此外, 利用逆曲率流, 空间形式 (甚至

warping 函数满足一定假设条件的 warped 乘积流形) 中的 Alexandrov-Fenchel 型及其他类型的几何

不等式也可以被证明出来 (参见文献 [10, 11,19,20,23]).

可见, 研究逆曲率流是十分有意义的. 众所周知, 经典的逆平均曲率流 (或逆 Gauss 曲率流) 是尺

度不变的. 自然地, 我们会问: “非尺度不变的逆曲率流是否有类似的结论呢?”

在此之前, 本文作者及其合作者已经研究了部分非尺度不变的逆曲率流. 例如, Mao 和 Tu [24] 研

究了 Rn+1 中定义在 Sn 的一片凸区域上的、与给定的开对称 (凸)锥正交的星形图超曲面沿着一类各

向异性逆平均曲率流 (非尺度不变)的演化过程, 证明了流的长时间存在性, 并且经过适当的伸缩变换

后, 该流的解所对应的演化超曲面收敛为某一球面上的一片凸区域.

在此基础上, 进一步地, 我们想要研究如下问题:

• 在 Lorentz 流形中, 非尺度不变的逆曲率流是否有类似的结论呢?

在回答这个问题之前, 先研究这个问题的动机和意义.

• Halldorsson [15] 给出了平面 R2 中浸入曲线收缩流所有自相似解的分类. 作为该工作的延续, 在

Lorentz-Minkowski 平面 R2
1 (特殊的低维 Lorentz 流形) 中的伸缩变换和等距变换意义下, Halldorsson

在文献 [16]中给出了 R2
1 中类空曲线在平均曲率流下进行演化时所有可能的自相似解的分类. 而对于

R2 和 R2
1 中的平均曲率流, 两者之间有一些显著的差异: (1) 在 R2 中, 不难知道, 沿着平均曲率流演

化的简单闭曲线的长度是非增的, 这也是 R2 中平均曲率流被称为曲线收缩流的原因. 然而, 在 R2
1 中,

由于曲线的曲率在类光点爆破, 所以此时不考虑简单闭曲线的平均曲率流. 我们可以在 R2
1 中定义具

有有限 Minkowski 长度 (但没有端点) 的类空曲线或类时曲线的平均曲率流. 对于 R2
1 中在平均曲率

流下演化的类空曲线, 演化的类空曲线的长度可能减少也有可能增加. (2) Halldorsson [16] 展示了 R2
1

中一些曲线的例子, 它们最初是不相交的, 但在平均曲率流下演化的过程中会相交. 除此之外, 还给出

了 R2
1 中平均曲率流方程的解不唯一的例子. 这些行为与 R2 中平均曲率流的自相似解的分类问题中

出现的 (曲线的) 行为完全不同, 因为在 R2 中曲线曲率是有界的.

• Rn+1 中著名的 Bernstein 定理 (即完全非参数化极小超曲面是超平面) 只适用于 n 6 7 的情形

(详细证明可参见文献 [26]); Calabi [2] (对于 n 6 4) 和 Cheng 和 Yau [4] (对于所有的 n) 证明了在平坦

的 n + 1 维 Lorentz-Minkowski 空间 Rn+1
1 中, 完备极大类空超曲面是全测地的. 特别地, 在 Rn+1

1 中

的完全 (非参数化的) 极大类空超曲面只能是类空超平面.

通过以上两个例子可以看出, 研究 Riemann 几何中的经典结果是否可以拓展到伪 Riemann 几何

中是有意义的. 同时, 在某些方面, Riemann 几何设定下的问题与伪 Riemann 几何设定下的类似问题

之间存在本质的区别. 于是, 基于前期的研究基础, 本文通信作者与合作者进一步研究了伪 Riemann

几何中非尺度不变的逆平均曲率流: 在 Lorentz-Minkowski平面 R2
1 中, Gao等 [6] 研究了 (定义在双曲

线的一段上的)类空图曲线沿着具有退化的 Neumann边值条件的各向异性的 (非尺度不变)逆平均曲

率流的演化过程, 并证明了流的长时间存在性, 且经过适当的伸缩变换后, 演化类空曲线收敛为一条

(半径是唯一确定的) 双曲线上的一段. 在 Rn+1
1 (n > 2) 中, 该结论的高维情形已被 Gao 和 Mao [9] 彻

底地解决.
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在以上工作的基础上, 本文进一步地探究了 n+ 1 维 Lorentz 流形 Mn × R 中的各向异性逆平均
曲率流, 具体如下:

令 Mn 为 Ricci 曲率非负、曲率张量及其一阶协变导数有界且含有一个极点 (具体定义可见

注 1.3) 的 n (n > 2) 维完备 Riemann 流形, {ωi}i=1,2,...,n 是 Mn 上的局部坐标, 则 Mn 上的度量

σ̃ 可表示为 σ̃ = σ̃ijdω
i ⊗ dωj . 这里使用了 Einstein 指标求和惯例—上标和下标同时出现某指标时, 需

要对该指标进行求和. 如果没有特殊说明, 下文中将默认使用这一惯例.

令 N :=Mn × R 是具有形如

⟨·, ·⟩L := σ̃ijdω
i ⊗ dωj − dω0 ⊗ dω0, i, j = 1, . . . , n (1.2)

的度量的 n + 1 (n > 2) 维 Lorentz 流形. 令 Ω 是 Mn × R 中的有界类空凸超曲面, 并且对于任意

x ∈ Ω, 有 ⟨x, x⟩L = −1 (该处记号的具体解释可见注 1.3). 本文探究定义在 Ω 上的类空图沿着各向异

性、Neumann 边值条件退化的逆平均曲率流的演化过程, 得到如下的主要结论:

定理 1.1 令 α < 0, Σn := {(x, s(x)) | x ∈ ∂Ω, s(x) > 0} 是 Mn × R 中可定向的 C2,α- 类时超曲

面, 且 Σn 上的类空法向量满足 µΣn(x) = µΣn(x, s(x)). 令 X0 : Ω → Mn × R 使得 Ω0 := X0(Ω) 是一

个紧致严格平均凸的 C2,γ- 类空超曲面, 并且可以写成区域 Ω 上的图, 其中 0 < γ < 1. 进一步地假设

Ω0 = graphΩu0 是定义在区域 Ω 上正函数 u0 : Ω → R 的类空图, 并且 Ω0 满足

∂Ω0 ⊂ Σn, ⟨µ ◦X0, ν0 ◦X0⟩L |∂Ω = 0,

其中, ν0 是 Ω0 的过去指向的类时单位法向量, µ 是定义在 Σn ∩ ∂Ω = ∂Ω 上的类空法向量. 则

(1) 存在由唯一确定的嵌入映射

X ∈ C2+γ,1+ γ
2 (Ω× [0,∞),Mn × R) ∩ C∞(Ω× (0,∞),Mn × R),

X(∂Ω, t) ⊂ Σn, 当 t > 0 时

所给出的一族严格平均凸的类空超曲面 Ωt, 满足如下方程:
∂

∂t
X =

1

|X|αH
ν, 在 Ω× (0,∞) 中,

⟨µ ◦X, ν ◦X⟩L = 0, 在 ∂Ω× (0,∞) 上,

X(·, 0) = Ω0, 在 Ω 中,

(1.3)

其中, H 是演化超曲面 Ωt := X(Ω, t) = Xt(Ω) 的平均曲率, ν 是 Ωt 上过去指向的类时单位法向量,

|X| := |⟨X,X⟩L|1/2 是 X(·, t) 上由 Lorentz 度量 ⟨·, ·⟩L 诱导的范数.

(2) Ωt 均是定义在 Ω 上的图, 即

Ωt = graphΩu(·, t),

此时, X(Ω, t) = {x, u(x, t) | x ∈ Ω, t ∈ [0,∞)}.
(3) 通过适当的伸缩变换后, 演化类空超曲面收敛于某常值函数所对应的图超曲面.

注 1.1 (1) 本文所需要的区域 Ω 是 Lorentz 流形 Mn ×R 中的 “单位” (由于 Ω 是类空的, 所以

这里的 “单位” 指的是: 对于任意 x ∈ Ω, 都有 ⟨x, x⟩L = −1) 有界类空凸超曲面. 由于本文中探究的
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流是非尺度不变的, 所以这里的 “单位” 是必要的, “非尺度不变” 的含义是: 若存在嵌入映射 X(λx, t)

使得演化超曲面可写成如下图函数的形式:

X(λx, t) = (λx, u(λx, t)), x ∈ Ω,

则此时 u(λx, t) 不再是方程 (1.3) 的解. 引理 3.3 (梯度估计) 的证明中运用了区域 Ω 的凸性, 故区域

凸性假设也是必要的.

(2)若 α = 0,则方程 (1.3)退化成尺度不变的逆平均曲率流. 此时,本文先验估计的思路对于尺度

不变的流仍然适用, 但具体的证明过程需要进行相应的调整. 例如, 若 α = 0, 则引理 3.1 (C0 估计) 中

的 (3.1) 需调整为

φ(t) = − t

n
+ c,

此时仍可以得到解的 C0 估计 (参见文献 [9, 注 1.1]).

注 1.2 (1) 由于区域 Ω 是 “单位” 的, 所以有 hΩijh
Ω
kl = gΩijg

Ω
kl, 其中 gΩ 和 hΩ 分别是区域 Ω 上

的第一和第二基本形式. 因此, n 维完备 Riemann 流形 Mn 上 Ricci 曲率的正定性与区域 Ω 上 Ricci

曲率的正定性等价.

(2)引理 3.3 (梯度估计)中运用极值原理得到了解的梯度估计,而要满足极值原理所需的条件,区

域 Ω 的 Ricci 曲率必须是非负的, 所以 Mn 上 Ricci 曲率非负的假设是必要的.

注 1.3 由于 Riemann流形Mn含有一个极点,即在该点处的切空间通过指数映射同流形Mn是

微分同胚的 (该定义参见文献 [14,21]),于是在流形Mn上,可以建立整体的坐标.不妨令 {∂̃i, 1 6 i 6 n}
是 Mn 上由整体坐标诱导的基底, 进一步假设 ∂̃r 是 R 的基底, 则 {∂̃1, . . . , ∂̃n, ∂̃r} 是 Mn × R 上的
基底.

因此, 由于存在 Mn × R 上的整体坐标, 对于任意 x ∈ Ω ⊂ Mn × R, x 可以表示为基底的唯一的
线性组合, 不妨记为 x = xi∂̃i + xr∂̃r, 则 ⟨x, x⟩L = ⟨xi∂̃i + xr∂̃r, x

j ∂̃j + xr∂̃r⟩L.
余下内容结构如下: 第 2 节利用类空图的假设将流的发展方程转化为关于图函数的单个二阶抛

物型偏微分方程. 第 3 节给出演化方程解的 C0 估计、时间导数估计和梯度估计的详细证明. 第 4 节

给出解的高阶导数估计, 并推导出演化方程解的长时间存在性. 在第 5 节, 经过适当伸缩变换后, 将准

确地刻画流的收敛性.

2 标量方程

本节首先简要介绍 Lorentz 流形 N 中一些相关的概念.

定义 2.1 令 q ∈ N , 对于任意的 ζ ∈ TqN ,

• 如果 ⟨ζ, ζ⟩L > 0, 则 ζ 称为类空向量;

• 如果 ⟨ζ, ζ⟩L = 0, 则 ζ 称为类光向量;

• 如果 ⟨ζ, ζ⟩L < 0, 则 ζ 称为类时向量.

定义 2.2 令 V 为 N 中的 n 维图超曲面.

• 若 V 上每点处的切向量均为类空向量, 则 V 为类空图超曲面, 且 V 的法向量为类时向量;

• 若 V 上每点处的切向量均为类时向量, 则 V 为类时图超曲面, 且 V 的法向量为类空向量.

下面给出后续证明中需要用到的公式.
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引理 2.1 令 p := X(x, t),假设 Ω上的点可以用局部坐标 ξ1, . . . , ξn表示,即 x = x(ξ1, . . . , ξn). 令

∂i是 Ω上对应的标架, σij = gΩ(∂i, ∂j)是 Ω上的 Riemann度量. 进一步地,记 ui := Diu、uij := DjDiu

和 uijk := DkDjDiu 为 u 关于度量 gΩ 的协变导数, 其中 D 是 Ω 上的协变导数. 令 ∇ 是 Ωt 上关于

度量 g := u2gΩ − dr2 的协变导数, 其中度量 g := u2gΩ − dr2 由 Mn ×R 中的 Lorentz 度量 ⟨·, ·⟩L 所诱
导. 由此, 可以得到下列结论:

(1) Ωt 上的切向量为 Xi = ∂i + ui∂r, 对应的过去指向的类时单位法向量为

ν = −1

v

(
∂r +

1

u2
uj∂j

)
,

其中, uj := σijui, v :=
√
1− u−2|Du|2, Du 为 u 的梯度.

(2) Ωt 上的度量分量为 gij = u2σij − uiuj , 其逆为

gij =
1

u2

(
σij +

uiuj

u2v2

)
.

(3) Ωt 上的第二基本型为

hij =
1

v

(
uij + uσij −

2

u
uiuj

)
,

进一步地,

hij = gikhjk =

[
1

uv
δij +

1

uv

(
σik +

φiφk

v2

)
φjk

]
.

于是可以得到平均曲率

H =
n∑

i=1

hii =
1

uv

(
n+

(
σij +

φiφj

v2

)
φij

)
,

其中 φ = log u.

(4) 令 p = X(x, t) ∈ Σn, 其中 x ∈ ∂Ω, µ̂(p) 是 Σn 在 p 点处的类空法向量. 在 x 点处, 令

µ = µi(xp)∂i(x), 其中 ∂i 是 TxΩt 上的基底. 则 ⟨µ̂(p), ν(p)⟩L = 0 ⇔ µi(x)ui(x, t) = 0.

这里省略引理 2.1 的证明过程, 详细过程可参见文献 [7, 引理 3.1] 的证明. Lorentz 流形中常用的

更多公式和事实可参见文献 [8].

因为 C2,γ- 类空超曲面 Ω0 可以写成 Ω 上的图, 所以存在函数 u0 ∈ C2,γ(Ω) 使得映射 X0 : Ω →
Mn × R 可表示为 x 7→ G0 := (x, u0(x)). 对于某一时刻 t, 由嵌入映射 X(·, t) : Ω →Mn × R 给出的超
曲面 Ωt 可以表示为 Ω 上的图, 于是对函数 u : Ω× [0, T ) → R 有 X(x, t) = (x, u(x, t)).

运用与文献 [5] 中相同的方法 (也可参见文献 [12, 13,25]), 方程 (1.3) 可以退化为如下同时具有初

值和 Neumann 边值条件的标量方程:
∂u

∂t
= − v

uαH
, 在 Ω× (0,∞) 中,

∇µu = 0, 在 ∂Ω× (0,∞) 上,

u(·, 0) = u0, 在 Ω 中.

(2.1)
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由引理 2.1 和 φ(x, t) = log u(x, t) 可知, 平均曲率可以写为

H =
n∑

i=1

hii =
e−φ

v

(
n+

(
σij +

φiφj

v2

)
φij

)
.

因此, (2.1) 中的演化方程可以写为

∂

∂t
φ = −e−αφ(1− |Dφ|2) 1

[n+ (σij + φiφj

v2 )φij ]
=: Q(φ,Dφ,D2φ).

方程 (1.3) 可以进一步地退化为如下具有初值和 Neumann 边值条件的标量方程:
∂φ

∂t
= Q(φ,Dφ,D2φ), 在 Ω× (0, T ) 中,

∇µφ = 0, 在 ∂Ω× (0, T ) 上,

φ(·, 0) = φ0, 在 Ω 中.

(2.2)

因为 Ω0 是严格平均凸的, 所以 (n+ (σij +
φi

0φ
j
0

v2 )φ0,ij) 在 Ω 中是正定的. 因此, 对于初始类空图超曲

面 Ω0,

∂Q

∂φij

∣∣∣∣
φ0

=
1

u2+αH2

(
σij +

φi
0φ

j
0

v2

)
在 Ω 中是正定的. 基于以上事实, 运用文献 [12,13,25] 中的方法, 可以得到抛物型偏微分方程 (1.3) 的

短时间存在性和唯一性.

引理 2.2 对于如定理 1.1 中所定义的初始超曲面 X0(Ω) = Ω0, 存在时间 T > 0 和抛物型偏微

分方程 (2.2) 唯一的解 φ ∈ C2+γ,1+ γ
2 (Ω × [0, T ]) ∩ C∞(Ω × (0, T ]), 其中 φ(x, t) = log u(x, t), 且矩阵

(n+ (σij + φiφj

v2 )φij) 在 Ω 中正定.

因此, 存在唯一的映射 τ : Ω× [0, T ] → Ω 使得 τ(∂Ω, t) = ∂Ω. 由

X̂ : Ω× [0, T ) →Mn × R : (x, t) 7→ X(τ(x, t), t)

定义的映射 X̂ 具有与定理 1.1 中定义映射相同的正则性, 并且 X̂ 是方程 (1.3) 的唯一解.

令 T ∗ 是使得方程 (2.2) 存在解 u ∈ C2+γ,1+ γ
2 (Ω× [0, T ∗))∩C∞(Ω× (0, T ∗)) 的最大时间. 接下来

给出区间 [0, T ] 上解的先验估计, 其中 T < T ∗.

3 C0、φ̇ 和梯度估计

引理 3.1 (C0 估计) 令 φ 是方程 (2.2) 的解, α < 0, 对于正常数 c1 和 c2, 有

c1 6 u(x, t)Θ−1(t, c) 6 c2, ∀x ∈ Ω, t ∈ [0, T ],

其中 Θ(t, c) := {−α
n t+ eαc} 1

α , 并且

inf
Ω
φ(·, 0) 6 c 6 sup

Ω
φ(·, 0).
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证明 令 φ(x, t) = φ(t) (与 x 无关) 是方程 (2.2) 的解, 且 φ(0) = c. 在这种情形下, (2.2) 的第一

个方程退化为如下的常微分方程:

d

dt
φ = − 1

n
e−αφ.

因此,

φ(t) =
1

α
ln

(
− α

n
t+ eαc

)
, α < 0. (3.1)

通过极值原理, 得到

1

α
ln

(
− α

n
t+ eαφ1

)
6 φ(x, t) 6 1

α
ln

(
− α

n
t+ eαφ2

)
, (3.2)

其中, φ1 := infΩ φ(·, 0), φ2 := supΩ φ(·, 0). 引理由 φ = log u 得到.

引理 3.2 (φ̇ 估计) 令 φ 是方程 (2.2) 的解, Σn 是定理 1.1 中所定义的超曲面. 对于 α < 0, 有

min

{
inf
Ω
(φ̇(·, 0) ·Θ(0)α),− 1

n

}
6 φ̇(x, t)Θ(t)α 6 max

{
sup
Ω

(φ̇(·, 0) ·Θ(0)α),− 1

n

}
.

证明 令M(x, t) = φ̇(x, t)Θ(t)α. 对 (2.2) 中的第一个演化方程两边求导数, 得到
∂M
∂t

= QijDijM+QkDkM− αΘ−α

(
1

n
+M

)
M, 在 Ω× (0, T ) 中,

∇µM = 0, 在 ∂Ω× (0, T ) 上,

M(·, 0) = φ̇0 ·Θ(0)α, 在 Ω 中,

(3.3)

其中 Qij := ∂Q
∂φij

, Qk := ∂Q
∂φk

. 再由极值原理即可得到估计.

引理 3.3 (梯度估计) 令 φ 是方程 (2.2) 的解, Σn 是定理 1.1 中所定义的超曲面. 对 α < 0, 有

|Dφ| 6 sup
Ω

|Dφ(·, 0)| < 1, ∀x ∈ Ω, t ∈ [0, T ]. (3.4)

证明 令 ψ = |Dφ|2
2 . 对 ψ 求导数, 有

∂ψ

∂t
=

∂

∂t
φmφ

m = φ̇mφ
m = Qmφ

m.

运用 (2.2) 中 φ 的演化方程, 有

∂ψ

∂t
= Qijφijmφ

m +Qkφkmφ
m − αQ|Dφ|2.

交换协变导数顺序, 可得

ψij = Dj(φmiφ
m) = φmijφ

m + φmiφ
m
j = (φijm +Rl

imjφl)φ
m + φmiφ

m
j .

因此, 可以将 φijmφ
m 表示为 φijmφ

m = ψij −Rl
imjφlφ

m − φmiφ
m
j . 由于矩阵 Qij 正定以及区域 Ω 是

Ricci 非负的, 所以有

∂ψ

∂t
= Qijψij +Qkψk −QijRl

imjφlφ
m −Qijφmiφ

m
j − αQ|Dφ|2 6 Qijψij +Qkψk. (3.5)
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因为 Ω 是凸的, 所以运用与文献 [25, 第 1308 页, 引理 5] 的证明中相似的讨论, 有

∇µψ = −
n−1∑
i,j=1

h∂Ωij ∇eiφ∇ejφ 6 0, 在 ∂Ω× (0, T ) 上,

其中, e1, . . . , en−1 ∈ Tx∂Ω 是 x ∈ ∂Ω 处切空间的标准正交标架. 为了方便计算, 令 en := µ, h∂Ωij 是边

界 ∂Ω ⊂ Σn 上的第二基本型. 所以,
∂ψ

∂t
6 Qijψij +Qkψk, 在 Ω× (0, T ) 中,

∇µψ 6 0, 在 ∂Ω× (0, T ) 上,

ψ(·, 0) = |Dφ(·, 0)|2

2
, 在 Ω 中.

运用极值原理, 有 |Dφ| 6 supΩ |Dφ(·, 0)|. 因为 G0 = {(x, u(x, 0)) | x ∈ Ω} 是 Mn × R 中的类空图,

所以

|Dφ| 6 sup
Ω

|Dφ(·, 0)| < 1, ∀x ∈ Ω, t ∈ [0, T ].

证毕.

注 3.1 根据引理 3.3 中的梯度估计, 可知演化图 Gt := {(x, u(x, t)) | x ∈ Ω, 0 6 t 6 T} 是类
空的.

结合梯度估计和时间导数估计, 有如下结论:

推论 3.1 如果 φ 满足方程 (2.2), 则有

0 < c3 6 HΘ 6 c4 < +∞, (3.6)

其中 c3 和 c4 是与 φ 无关的正常数.

4 Hölder 估计及解的长时间存在性

令 Φ = 1
|X|αH , w = ⟨X, ν⟩L, Ψ = Φ

w . 可以得到如下的演化方程.

引理 4.1 由定理 1.1 的假设有

∂

∂t
gij = −2Φhij ,

∂

∂t
gij = 2Φhij ,

∂

∂t
ν = ∇Φ,

∂thij − ΦH−1∆hij = −ΦH−1|A|2hij −
2Φ

H2
HiHj − 2αΦu−1H−1uiHj + αΦu−1uij

− α(α+ 1)Φu−2uiuj − ΦH−1(R̄l
0lj,i + R̄k

0ji,k +HR̄0ji0 + hijR̄
l
0l0)

− ΦH−1(R̄l
pljh

p
i + R̄l

plih
p
j + R̄pjikh

kp + R̄pjilh
lp)

以及

∂Ψ

∂t
= divg(u

−αH−2∇Ψ)− 2H−2u−αΨ−1|∇Ψ|2

+ αΨ2 + αΨ2u−1∇iu⟨X,Xi⟩L − αu−α−1H−2∇iu∇iΨ

−Ψ2H−1R̄i
0ik⟨X,Xk⟩L +Ψ2H−2wgij(R̄l

0lj,i + R̄k
0ji,k +HR̄0ji0 + hijR̄

l
0l0)
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+Ψ2H−2wgij(R̄l
pljh

p
i + R̄l

plih
p
j + R̄pjikh

kp + R̄pjilh
lp) + Ψ2H−1wR̄i

0i0, (4.1)

其中 R̄ 是 Mn × R 中的曲率张量.

证明 根据第二基本型的定义,容易得到前三个演化方程,这里省略具体的证明过程. 运用 Gauss

公式, 有 ∂thij = −∇2
ijΦ− Φhikh

k
j − ΦR̄0i0j . 直接计算得

∇2
ijΦ = Φ

(
− 1

H
Hij +

2HiHj

H2

)
+ 2αΦu−1H−1uiHj − αΦu−1uij + α(α+ 1)Φu−2uiuj .

运用 Codazzi 方程、Gauss 公式和 Ricci 恒等式, 可以得到

∆hij = Hij −Hhikh
k
j + hij |A|2 + R̄l

0lj,i + R̄k
0ji,k +HR̄0ji0 + hijR̄

l
0l0

+ R̄l
pljh

p
i + R̄l

plih
p
j + R̄pjikh

kp + R̄pjilh
lp,

所以

∇2
ijΦ = −ΦH−1∆hij − Φhikh

k
j +ΦH−1|A|2hij +

2HiHjΦ

H2

+ 2αΦu−1H−1uiHj − αΦu−1uij + α(α+ 1)Φu−2uiuj

+ΦH−1(R̄l
0lj,i + R̄k

0ji,k +HR̄0ji0 + hijR̄
l
0l0)

+ ΦH−1(R̄l
pljh

p
i + R̄l

plih
p
j + R̄pjikh

kp + R̄pjilh
lp).

因此,

∂thij − ΦH−1∆hij = −ΦH−1|A|2hij −
2Φ

H2
HiHj − ΦR̄0i0j

− 2αΦu−1H−1uiHj − α(α+ 1)Φu−2uiuj + αΦu−1uij

− ΦH−1(R̄l
0lj,i + R̄k

0ji,k +HR̄0ji0 + hijR̄
l
0l0)

− ΦH−1(R̄l
pljh

p
i + R̄l

plih
p
j + R̄pjikh

kp + R̄pjilh
lp).

而对平均曲率 H, 有

∂tH = ∂tg
ijhij + gij∂thij

= u−αH−2∆H − 2u−αH−3|∇H|2 + u−αH−1|A|2

− 2αu−α−1H−2∇iu∇iH + αu−α−1H−1∆u− u−αH−1R̄i
0i0

− α(α+ 1)u−α−2H−1|∇u|2 − u−αH−2gij(R̄l
0lj,i + R̄k

0ji,k)

− u−αH−2gij(HR̄0ji0 + hijR̄
l
0l0 + R̄l

pljh
p
i + R̄l

plih
p
j + R̄pjikh

kp + R̄pjilh
lp).

进一步地, ∂tw = −Φ− αΦu−1∇iu⟨X,Xi⟩L − ΦH−1∇iH⟨X,Xi⟩L. 运用 Weingarten 公式, 有

wi = −hki ⟨X,Xk⟩L,

wij = −hki,j⟨X,Xk⟩L − hij + hki hkj⟨X, ν⟩L = −(hij,k + R̄0ikj)⟨X,Xk⟩L − hij + hki hkjw.

因此,

∆w = −H −∇iH⟨X,Xi⟩L − R̄i
0ik⟨X,Xk⟩L + |A|2w,
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∂tw = u−αH−2∆w − u−αH−2w|A|2 − αu−α−1H−1∇iu⟨X,Xi⟩L + u−αH−2R̄i
0ik⟨X,Xk⟩L.

因此,

∂Ψ

∂t
= α

1

u1+α

1

Hw

1

uα−1Hw
− 1

uαH2

1

w
∂tH − 1

uαH

1

w2
∂tw

= αu−2αH−2w−2 + α(α+ 1)u−2α−2H−3w−1|∇u|2 + 2u−2αH−5w−1|∇H|2

+ 2αu−2α−1H−4w−1∇iu∇iH − αu−2α−1H−3w−1∆u− u−2αH−4w−1∆H

− u−2αH−3w−2∆w + αu−2α−1H−2w−2∇iu⟨X,Xi⟩L − u−2αH−3w−2R̄i
0ik⟨X,Xk⟩L

+ u−2αH−4w−1gij(R̄l
0lj,i + R̄k

0ji,k +HR̄0ji0 + hijR̄
l
0l0) + u−2αH−3w−1R̄i

0i0

+ u−2αH−4w−1gij(R̄l
pljh

p
i + R̄l

plih
p
j + R̄pjikh

kp + R̄pjilh
lp).

为了证明 (4.1), 对 Ψ 求协变导数, 有

∇iΨ = −αu−α−1H−1w−1∇iu− u−αH−2w−1∇iH − u−αH−1w−2∇iw,

∇2
ijΨ = α(α+ 1)u−α−2H−1w−1∇iu∇ju+ αu−α−1H−2w−1∇iu∇jH + αu−α−1H−1w−2∇iu∇jw

− αu−α−1H−1w−1∇2
iju+ αu−α−1H−2w−1∇iH∇ju+ 2u−αH−3w−1∇iH∇jH

+ u−αH−2w−2∇iH∇jw − u−αH−2w−1∇2
ijH + αu−α−1H−1w−2∇iw∇ju

+ u−αH−2w−2∇iw∇jH + 2u−αH−1w−3∇iw∇jw − u−αH−1w−2∇2
ijw.

所以,

u−αH−2∆Ψ = α(α+ 1)u−2α−2H−3w−1|∇u|2 + 2u−2αH−5w−1|∇H|2 + 2u−2αH−3w−3|∇w|2

+ 2αu−2α−1H−4w−1∇iu∇iH + 2αu−2α−1H−3w−2∇iu∇iw + 2u−2αH−4w−2∇iH∇iw

− αu−2α−1H−3w−1∆u− u−2αH−4w−1∆H − u−2αH−3w−2∆w.

从而有

div(u−αH−2∇Ψ)

= −αu−α−1H−2∇iΨ∇iu− 2u−αH−3∇iΨ∇iH + u−αH−2∆Ψ

= (2α2 + α)u−2α−2H−3w−1|∇u|2 + 5αu−2α−1H−4w−1∇iu∇iH + 3αu−2α−1H−3w−2∇iu∇iw

+ 4u−2αH−5w−1|∇H|2 + 4u−2αH−4w−2∇iw∇iH + 2u−2αH−3w−3|∇w|2

− αu−2α−1H−3w−1∆u− u−2αH−4w−1∆H − u−2αH−3w−2∆w,

并且

2H−1w|∇Ψ|2 = 2α2u−2α−2H−3w−1|∇u|2 + 2u−2αH−5w−1|∇H|2 + 2u−2αH−3w−3|∇w|2

+ 4αu−2α−1H−4w−1∇iu∇iH + 4αu−2α−1H−3w−2∇iu∇iw

+ 4u−2αH−4w−2∇iH∇iw.

综上, 有

∂Ψ

∂t
− div(u−αH−2∇Ψ) + 2H−1w|∇Ψ|2
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= αu−2αH−2w−2 + αu−2α−1H−2w−2∇iu⟨X,Xi⟩L + α2u−2α−2H−3w−1|∇u|2

+ αu−2α−1H−4w−1∇iu∇iH + αu−2α−1H−3w−2∇iu∇iw −Ψ2H−1R̄i
0ik⟨X,Xk⟩L

+Ψ2H−2wgij(R̄l
0lj,i + R̄k

0ji,k +HR̄0ji0 + hijR̄
l
0l0) + Ψ2H−1wR̄i

0i0

+Ψ2H−2wgij(R̄l
pljh

p
i + R̄l

plih
p
j + R̄pjikh

kp + R̄pjilh
lp)

= αΨ2 + αΨ2u−1∇iu⟨X,Xi⟩L − αu−α−1H−2∇iu∇iΨ−Ψ2H−1R̄i
0ik⟨X,Xk⟩L

+Ψ2H−2wgij(R̄l
0lj,i + R̄k

0ji,k +HR̄0ji0 + hijR̄
l
0l0) + Ψ2H−1wR̄i

0i0

+Ψ2H−2wgij(R̄l
pljh

p
i + R̄l

plih
p
j + R̄pjikh

kp + R̄pjilh
lp).

证毕.

接下来, 定义缩放后的流 1) X̃ = XΘ−1, 因此, ũ = uΘ−1, φ̃ = φ − logΘ, 缩放后的平均曲率为

H̃ = HΘ, 缩放后的标量方程为 ∂
∂t ũ = − v

ũαH̃
Θ−α + 1

n ũΘ
−α. 通过关系 dt

ds = Θα, 定义 t = t(s) 使得

t(0) = 0 和 t(S) = T , 则 ũ 满足
∂

∂s
ũ = − v

ũαH̃
+
ũ

n
, 在 Ω× (0, S) 中,

∇µũ = 0, 在 ∂Ω× (0, S) 上,

ũ(·, 0) = ũ0, 在 Ω 中.

(4.2)

引理 4.2 令 X 是方程 (1.3) 的解, X̃ = XΘ−1 是方程缩放后的解, 则

Dũ = DuΘ−1, Dφ̃ = Dφ,
∂ũ

∂s
=
∂u

∂t
Θα−1 +

1

n
uΘ−1,

g̃ij = Θ−2gij , g̃ij = Θ2gij , h̃ij = hijΘ
−1.

证明 引理 4.2 中的式子通过直接的计算即可得出.

引理 4.3 令 u 是方程 (2.2) 的解, φ(x, t) = log u(x, t), Σn 是定理 1.1 中所定义的超曲面. 则存

在 0 < β < 1 和 C > 0 使得放缩函数 ũ(x, s) := u(x, t(s))Θ−1(t(s)) 满足

[Dũ]β +

[
∂ũ

∂s

]
β

+ [H̃]β 6 C(∥u0∥C2+γ,1+
γ
2 (Mn)

, n, β,Ω), (4.3)

其中 [f ]β := [f ]x,β + [f ]s, β2
是 f 在 Ω× [0, S] 中与 x 和 s 相关的 Hölder 系数的和.

证明 利用前文中计算的演化方程, 由 Mn 的曲率张量及其一阶协变导数有界以及文献 [9, 引

理 4.3] 的证明中相同的方法, 即可证得引理成立.

接下来推导出如下的高阶导数估计.

引理 4.4 令 u 是方程 (2.2) 的解, 且 φ(x, t) = log u(x, t), Σn 是定理 1.1 中所定义的超曲面. 则

对于任意的 s0 ∈ (0, S), 存在 0 < β < 1 和 C > 0 使得

∥ũ∥
C2+β,1+

β
2 (Ω×[0,S])

6 C(∥u0∥C2+γ,1+
γ
2 (Ω)

, n, β,Ω). (4.4)

1) 这里 X̃(x̃, ũ) = X(x, u)Θ−1 的意思是, ũ = uΘ−1, x = x̃, ∂̃i = ∂iΘ
−1,其中 ∂̃i 是 x̃对应的标架. 对于一般的 Riemann

流形, 我们并不能确定其是否可以被缩放, 所以并没有对 x ∈ Ω 进行缩放. 事实上, 本文后续计算都是在 ũ 的单个数量
方程中进行的.
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同时, 对于所有的 k ∈ N, 都有

∥ũ∥
C2k+β,k+

β
2 (Ω×[s0,S])

6 C(∥u0(·, s0)∥
C2k+β,k+

β
2 (Ω)

, n, β,Ω). (4.5)

证明 由引理 2.1 有

uvH = n+

(
σij +

φiφj

v2

)
φij = n+ u2∆gφ.

因为 u2∆gφ = ũ2∆g̃φ̃ = −|∇̃ũ|2 + ũ∆g̃ũ, 所以

∂ũ

∂s
=
∂u

∂t
Θα−1 +

1

n
ũ =

uvH

u1+αH2
Θα−1 − 2v

uαH
Θα−1 +

1

n
ũ =

∆g̃ũ

ũαH̃2
− 2v

ũαH̃
+

1

n
ũ+

n− |∇̃ũ|2

ũ1+αH̃2
.

可知上式为 Hölder 系数连续的一致抛物型方程. 因此, 由线性方程理论 (具体可参见文献 [22, 第 4

章]) 即可得出不等式 (4.4).

令 φ̃ = log ũ, 缩放后的演化方程 (4.2) 如下:

∂φ̃

∂s
= −e−αφ̃ v2

[n+ (σij + φ̃iφ̃j

v2 )φ̃ij ]
+

1

n
,

其中 v =
√
1− |Dφ̃|2.

进一步地,可以对方程 (4.2)中的第一式两边求导数,得到关于 Diũ的演化方程,利用与前文相同

的方法, 也可以得出关于 Diũ的 C2+β,1+ β
2 -估计,即可得到 ũ的 C3+β, 3+β

2 -估计.重复如上步骤, 即可

得到 ũ 对于任意 k ∈ N 的高阶导数估计.

定理 4.1 在定理 1.1 的假设下, 可以得到 T ∗ = +∞.

定理 4.1 的证明与文献 [25, 引理 8] 的证明非常相似, 这里省略具体的证明过程.

5 渐近行为

由定理 4.1 知, 流是长时间存在的, 则缩放后的方程 (2.2) 满足
∂

∂s
φ̃ = Q̃(φ̃,Dφ̃,D2φ̃), 在 Ω× (0,∞) 中,

∇µφ̃ = 0, 在 ∂Ω× (0,∞) 上,

φ̃(·, 0) = φ̃0, 在 Ω 中,

(5.1)

其中,

Q̃(φ̃,Dφ̃,D2φ̃) := −e−αφ̃ v2

[n+ (σij + φ̃iφ̃j

v2 )φ̃ij ]
+

1

n
,

并且 φ̃ = log ũ. 应用与引理 3.3 中的 C1- 估计类似的做法, 可以推导出 ũ(·, s) 的估计如下:

引理 5.1 令 u 是方程 (2.1) 的解, 则有

|Dũ(x, s)| 6 sup
Ω

|Dũ(·, 0)|e−λs, (5.2)

其中 λ 是正常数.
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证明 令 ψ̃ = |Dφ̃|2
2 . 与引理 3.3 中的讨论类似, 通过 C2 估计, 可以找到一个正常数, 使得

∂ψ̃

∂s
6 Q̃ijψ̃ij + Q̃kψ̃k − λψ̃, 在 Ω× (0,∞) 中,

Dµψ̃ 6 0, 在 ∂Ω× (0,∞) 上,

ψ̃(·, 0) = |Dφ̃(·, 0)|2

2
, 在 Ω 中.

运用极大值原理和 Hopf引理,可以得到 φ̃的梯度估计,而由 φ̃和 ũ的关系,即可得到不等式 (5.2).

引理 5.2 令 u 是方程 (2.1) 的解, 则当 s→ +∞ 时, ũ(·, s) 收敛于某实数.

证明 令 f(t) := Hn(Ωt), 其中 Hn(Ωt) 表示 Ωt 上的 n 维 Hausdorff 测度, 即 Ωt 的面积. 根据与

文献 [9, 引理 5.2] 的证明类似的讨论, 可以得到缩放后的超曲面 Ω̃s = ΩtΘ
−1 满足如下不等式:

Hn(Ω0)

enφ2
6 Hn(Ω̃s) 6

Hn(Ω0)

enφ1
,

其中, φ1 = infMn φ(·, 0), φ2 = supMn φ(·, 0). 由不等式可以看出 Ω̃s 的面积有界且界与 s 无关. 结合

(4.4)、引理 5.1 和 Arzelà-Ascoli 定理知, 对于 s, ũ(·, s) 是列紧的, 并且当 s → +∞ 时, |Dũ(·, s)| → 0.

则 ũ(·, s) 一定会收敛到一个常值函数 r∞ 且 r∞ 满足

1

eφ2

(
Hn(Ω0)

Hn(Ω)

) 1
n

6 r∞ 6 1

eφ1

(
Hn(Ω0)

Hn(Ω)

) 1
n

,

即

1

sup
Ω
u0

(
Hn(Ω0)

Hn(Ω)

) 1
n

6 r∞ 6 1

inf
Ω
u0

(
Hn(Ω0)

Hn(Ω)

) 1
n

. (5.3)

引理得证.

所以, 可以进一步地得到如下结论:

定理 5.1 缩放后的流 dX̃
ds = 1

|X̃|αH̃
ν + 1

nX̃ 长时间存在, 其解收敛到某一个固定的常数 r∞, 且

r∞ 满足 (5.3).
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An anisotropic inverse mean curvature flow for spacelike graphic
hypersurfaces with boundary in the Lorentz manifold Mn ×R
Ya Gao & Jing Mao

Abstract In this paper, we consider the evolution of spacelike graphic hypersurfaces defined over a spacelike
hypersurface Ω (with convex boundary), in the (n+1)-dimensional Lorentz manifold Mn×R along an anisotropic
inverse mean curvature flow with the vanishing Neumann boundary condition, whereMn denotes an n-dimensional
(n > 2) complete Riemannian manifold with nonnegative Ricci curvature and possesses a pole, the curvature
tensor and its first covariant derivative are bounded, and R is the one-dimensional Euclidean space. We prove
that this flow exists for all the time. Moreover, after suitable rescaling, we show that the evolving spacelike
graphic hypersurfaces converge smoothly to a constant function defined over Ω, as time tends to infinity.

Keywords anisotropic inverse mean curvature flow, spacelike hypersurface, Lorentz manifold, Neumann

boundary condition
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