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摘    要   作为多智能体对抗博弈问题的重要分支, 追逃博弈 (Pursuit-evasion, PE)问题在控制和机器人领域得到广泛应

用, 受到众多研究者的密切关注. 追逃博弈问题主要聚焦于追逐者和逃跑者双方为实现各自目标而展开的动态博弈: 追逐者

试图在最短时间内抓到逃跑者, 逃跑者的目标则是避免被捕获. 本文概述追逃博弈问题的相关研究进展, 从空间环境、信息

获取等五个方面介绍追逃博弈问题的各类设定; 简述理论求解、数值求解等四种当下主流的追逃博弈问题求解方法. 通过对

现有研究的总结和分析, 给出几点研究建议, 对未来追逃博弈问题的发展具有一定指导意义.
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Abstract   As an important branch of multi-agent adversarial games, pursuit-evasion (PE) games have found wide-
spread applications in the fields of control and robotics, attracting considerable attention from researchers. PE
games primarily focus on the dynamic games between pursuer and evader, each striving to achieve their respective
objectives: The pursuer aims to capture the evader as quickly as possible, while the evader＇s goal is to avoid cap-
ture. This article provides an overview of the research progress in PE games, and introduces various settings of PE
games across five key dimensions, including spatial environment, information acquisition, and so on. It briefly de-
scribes four mainstream methods for solving PE games, including theoretical approaches, numerical approaches, and
so on. By summarizing and analyzing existing researches, this article offers several research suggestions, which are
expected to provide significant guidance for future developments in PE games.
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随着系统与控制科学的飞速发展, 智能群体控

制与博弈问题逐渐成为研究热点, 其中追逃博弈

(Pursuit-evasion, PE)问题 (以下简称为追逃博弈) 受
到广泛关注, 积累了丰硕的成果. 追逃博弈中的参

与者主要分为追逐者与逃跑者, 二者为实现各自目

标而展开博弈. 追逐者的主要目标是尽快捕获逃跑

者, 或者将其驱赶至特定区域内; 而逃跑者则致力

于避免被追逐者捕获, 或尽可能延长被捕获的时间.

追逃博弈源于自然界. 捕食者追逐猎物的过程

就是最自然的追逃博弈. 在非洲草原上, 猎豹追逐

羚羊, 这是典型的一追一逃问题; 美国黄石公园里,
狼群围捕野牛群, 属于多追逐者−多逃跑者问题. 在
海洋里, 鲨鱼攻击鱼群, 对应的是一追多逃问题; 虎
鲸群猎捕冰上的海豹, 这是多追逐者−单逃跑者问

题. 捕猎双方目标相反, 捕食者往往要在最小代价

下抓到猎物, 比如消耗最少的体力、从某个安全角

度抓捕等, 而猎物要保证自己不被抓到, 或是不被

捉到的同时跑到某一安全区域.
有关动物追逃行为的研究发现, 一些捕食者/

猎物会采取一些先天的或是后天习得的策略[1−2]: 比
如羚羊可以迅速改变其逃跑方向, 而大多数捕食者

转向需要一定的转弯半径[3]; 狮群围捕角马时各自

分工, 有些负责收缩包围圈, 有些负责从角马群中

分割出落单的个体[4]. 追逃博弈的基本情形设定、追

逃策略设计、双方胜利目标等均受到动物追逃行为

的启发[5]. 例如, Li[6−7] 受动物追逃行为启发, 研究速
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度更快的追逐者与转弯更灵活的逃跑者之间的追逃

博弈, 并设计了仿生追逃策略.
追逃博弈被广泛应用于人类社会. 在导航上,

追逃策略可用于规划行驶路线以保证安全车距; 在
治安管理上, 需要合理的抓捕策略来实现对犯罪嫌

疑人的追捕; 在机器人和智能控制领域上, 无人机

(无人车、无人艇)集群执行任务时, 常常涉及追逃

情境下的策略; 在战斗机空战 (Dogfight)中, 追击

敌机、围捕目标等都可以用到追逃博弈中的策略.
目前, 追逃博弈发展出多个分支方向, 也随之

产生了各种求解方法. Weintraub等[8] 从追逃双方

数量对比、两追一问题以及目标防御问题入手来分

析追逃博弈, Mu等[9] 则从群体智能的视角来讨论

追逃博弈. 但这些工作都侧重于从某个角度切入来

介绍追逃博弈, 缺少对追逃博弈系统全面的论述.
本文综合国内外有关追逃博弈的大量文献, 对

追逃博弈的发展历史、研究现状进行介绍, 分别从

个体动态模型、个体数量变化、空间环境、信息获取、

状态空间五个角度介绍追逃博弈的各种设定, 并详

细叙述理论求解法、数值求解法、积分强化学习法

和几何法这四种求解方法, 分析每种方法的优势

与缺点. 进一步地, 本文探讨追逃博弈的应用场景,
并且对代表性的追逃博弈文献做了分类总结 (详见

附录 A中的表 A1). 基于这些讨论, 本文给出几点

研究建议, 对于今后追逃博弈的研究具有一定的指

导意义. 

1    追逃博弈研究简史

追逃博弈历史悠久, 在图 1中总结了追逃博弈

研究的概况. 追逃博弈始于上世纪中叶, Isaacs[10] 在

给兰德公司提交的报告里首次提到了“微分对策”这
一概念, 并且首次利用微分对策的方法来建模分析

杀人司机问题 (Homicidal chauffeur problem)、各
向同性火箭问题 (Isotropic rocket problem)等一系

列经典的追逃博弈问题, 给出了理论解. 利用微分

对策求解追逃问题, 通常首先根据问题设定建立动

力学模型, 然后确定优化目标 (追逃问题中一般以

抓捕时间为目标, 也可将能量、距离等实际因素考

虑在内, 形成一个综合的目标), 最后进行求解得到

追逃双方的最优策略. 进一步地, Isaacs[10] 还提出

了 HJI (Hamilton-Jacobi-Isaacs)方程, 用于确定最

优策略和值函数应该满足的条件. 这些研究成果收

录在其著作 Differential Games[10] 里. 此外, Isaacs[10]

也给出了一些微分对策的基本概念, 如分散曲面

(Dispersal surface)、值函数 (Value function)、界栅

(Barrier)、可用部分 (Useable part)等. Isaacs的工

作奠定了追逃博弈的理论基础, 影响深远. 基于 Isa-
acs[10] 的工作, Starr和 Ho[11−12] 也做了一系列研究.

我国的微分对策和追逃博弈研究始于上世纪八

十年代, 自动控制专家张嗣瀛院士最早对此开展了

研究. 在他的著作 《微分对策》[13] 里, 详细地介绍了

Isaacs[10] 的研究成果, 首次将定量微分对策 (Game
of degree)、定性微分对策 (Game of kind)和奇异

曲面 (Singular surface)等引入国内, 讨论了追逃博

弈的具体应用, 对国内追逃博弈的研究具有重要的

指导意义. 此后, 我国学者不断发掘追逃博弈的研

究价值, 拓宽其应用方向[14−15]. 

2    追逃博弈中的个体动态模型

建立合适的动态模型是研究追逃博弈的第一
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图 1    追逃博弈研究概况

Fig. 1    Research overview of PE games
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步, 因此本文首先从动态模型的分类来讨论追逃博

弈. 动态模型是用于描述智能体系统的输入、运动

状态等之间关系的数学模型. 在追逃博弈中, 动态

模型主要有一阶积分器模型、二阶积分器模型和独

轮车模型等. 其他条件相同时, 动态模型结构越简

洁, 相应的最优策略求解复杂度越低. 此外, 若双方

遵循的动态模型不一致, 其策略求解难度往往高于

双方遵循相同动态模型的情况. 接下来将分别介绍

一阶积分器模型、二阶积分器模型、独轮车模型和

航天器模型的研究情况. 

2.1    一阶积分器模型

一阶积分器模型是追逃博弈中最简单、最常见

的动态模型. 追逃博弈的早期研究中设定的大都是

一阶积分器模型[12, 21]. 在此模型下, 多为速度大小恒

定、方向任意改变, 也称之为简单动态模型. 目前,
一阶积分器模型仍被广泛应用[22−24].

在讨论一些特殊设定时, 研究者们为了剥离非

关键复杂因素、专注探索核心创新点, 往往会选择

采用简单动态模型. 例如, Oyler等[22] 在考虑障碍物

对等时线的形状变化影响时, 由于一阶模型的简单

运动特性, 其等时线形状更为规则, 便于分析; 再比

如 Garcia等[23] 研究的三维空间中的追逃博弈, 当
空间维数增加时, 一阶积分器模型仍然为追逃双方

动态模型的首选. 最基本的一阶积分器模型一般定

义为

ẋ = v (1)

x v其中,   为智能体的位置坐标向量,   为速度向量.
以二维平面上的追逃博弈为例, 可进一步将一阶积

分器模型细化为 {
ẋ = v cos θ

ẏ = v sin θ
(2)

x = (x, y)T v θ其中,   为平面坐标,   为速度大小,   为

智能体前进方向. 在最优策略下, 追逃双方均以最

大速度移动[10], 所以速度值一般取常数, 因此, 整个

动态模型的输入仅为运动方向, 控制简单. 在一阶

积分器模型下, 可将整个问题区域分为三部分: 追
逐者先到达的区域、逃跑者先到达的区域以及双方

同时到达的区域. 其中双方同时到达的区域不仅是

前两个区域的分界线, 而且在该区域中会产生一些

重要的概念, 如优势区域[25]、阿波罗尼斯圆[26] (Apol-
lonius circle, 以下简称阿氏圆)及 Voronoi分割[27]

等. 在第 7.4节中, 我们将详细解释这些概念在追逃

博弈中的应用.
一阶积分器模型被研究者们用来研究各类追逃

博弈. 除了传统的追逃博弈[28], Shishika和 Kumar[29]

研究了多入侵者多防御者的边界防御问题; Liang等[30]

分阶段考虑了 TAD (Target-attacker-defender)问
题的最佳策略; Yan等[31] 研究了一个有界凸区域里

的 Reach-avoid问题. 尽管追逃博弈问题的研究领

域持续涌现新颖的理论与方法, 一阶积分器模型凭

借其无可比拟的简洁性和广泛的适用性, 在这一研

究领域中始终占据举足轻重的地位. 

2.2    二阶积分器模型

在一阶积分器模型下智能体可以随意改变方

向, 这是不符合实际的. 因此, 可以加上对加速度的

控制. 沿此思路, 二阶积分器模型应运而生. 基本的

二阶积分器模型为 {
ẋ = v

v̇ = u
(3)

x, v u v其中,   定义同前文,   为对速度  的控制, 模型

中第二个方程控制速度是可微的, 因此其运动路线

一定是光滑的. 二阶积分器模型最早由 Isaacs[10] 提
出, 在研究各向同性火箭问题时, Isaacs[10] 又进一步

提出了带有阻尼的二阶积分器模型{
ẋ = v

v̇ = −µv + u
(4)

µ > 0其中, 称  为阻尼系数, 用来限制速度大小. 相
比普通二阶模型, 此模型中速度与加速度间的相互

作用更为复杂, 可以将二阶模型扩展到更多应用场

景中.
二阶积分器模型得到了广泛的使用[32−33]. Isaacs[10]

把追逐者建模为二阶积分器模型, 逃跑者建模为一

阶积分器模型, 讨论一追一逃问题. Bakolas[34] 研究

了二阶积分器下多智能体的追逃博弈, 提出一种类

似于 Voronoi分割法的数值方法来求解, Selvaku-
mar和 Bakolas[35] 对此做了跟进研究. Coon和 Pan-
agou[36] 把所有的智能体都建模为纯二阶积分器模

型, 以此来研究 TAD问题, 但是文中仅给出了仿真

结果, 并未给出理论解. 这也是目前二阶积分器模

型研究中普遍存在的问题: 多数停留在情境设定的

创新、利用仿真结果检验最优性这些层面, 缺乏严谨的

理论分析和数学证明. 例如, Chipade和 Panagou[37−38]

讨论了二阶积分器下的多智能体防御、围捕问题,
然而他们使用动态规划的方法求解, 最后得到的是

数值解, 也没有给出严格的理论解. 针对带有阻尼

的二阶积分器, Wang等[5] 提出一套包含对齐、避碰、

追逃规则在内的智能体控制系统, 并进行了仿真讨

论以验证其有效性, 然而文中同样缺少深入的理论
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分析. Li等[39] 率先给出了二阶积分器模型下一追一

逃问题的理论解, 通过严格的微分对策方法推导出

了最优策略, 这是具有开拓性的工作, 可见二阶积

分器模型蕴含着巨大的研究潜力, 等待我们去发掘. 

2.3    独轮车模型

追逃博弈中常常将智能体描述为汽车、无人机

等常见的物体, 这些物体都有转弯半径, 而一阶、二

阶模型没有考虑到这一点, 因此有人对独轮车模型

的追逃问题开展了研究. 在二维平面上, 独轮车模

型的微分方程通常表述为
ẋ = v cos θ

ẏ = v sin θ

θ̇ = ω

(5)

(x, y) v θ

ω

其中,   为智能体的平面坐标,   为线速度, 
为运动方向,   为角速度. 在独轮车模型里, 线速度、

运动方向和角速度这三个参数都是可变的, 从而精

确模拟汽车等物体在平面上的运动.
当独轮车模型的智能体只能前向运动且速度恒

定时, 就得到了 Dubins模型[40]. 最早将 Dubins模
型引入追逃博弈分析的是 Isaacs, 他在研究杀人司

机问题时, 将追逐者建模为 Dubins模型, 逃跑者建

模为一阶积分器模型. 基于此框架, Patsko和 Tur-
ova[41] 回顾了杀人司机问题的研究历程, 总结了各

类动态模型; Pachter和 Coates[42] 给出了经典杀人

司机问题的完整解. 将逃跑者建模为 Dubins模型,
令追逐者为一阶模型, 就得到了杀人司机的对偶问

题、自杀行人问题, Exarchos等[43] 首次提出这一构

思. 进一步地, Nath和 Ghose[24, 44] 将一追一逃问题

中的追逃双方都建模为 Dubins模型, 而且令双方

不了解彼此的转弯半径, 在此情况下寻找逃跑者最

佳策略. Kokolakis和 Vamvoudakis [40] 将平面的

Dubins模型拓展到了三维飞行器上, 研究了自主无

人机集群跟踪问题, 文中所有智能体都采用了 Du-
bins模型, 难以直接得到理论解, 所以文中利用强

化学习的方法拟合值函数来求解.
对于一般的独轮车模型, 控制系统本身的复杂

性使得相关研究更为困难. 对此, 一些研究者做出

了尝试. Sani等[45]运用非线性模型预测控制 (NMPC)
技术研究独轮车模型下存在障碍物的一追一逃问题;
同样利用 NMPC, Manoharan等[46] 考虑了 TAD问

题中追逃各方均为独轮车模型的情况. 

2.4    航天器模型

近年来, 航空航天技术快速发展, 推动了追逃

博弈研究向这一领域延伸. 但是传统的一阶、二阶

积分器模型无法适配宇宙空间, 因此, 结合航天器

所处环境与自身特点的航天器模型顺势而生, 用于

解决航天器间的追逃问题.

o ox

oy

oz ox oy

航天器一般定义在 LVLH坐标系中[47]. 如图 2
所示, 该坐标系的原点位于参考航天器的质心 , 
轴沿参考航天器的矢径方向,   轴沿参考航天器运

动的迹向,   轴为轨道面的法线方向并与 ,   构

成右手坐标系.

 
 

地球

o (参考航天器)

x

y

z

轨道

 

图 2    LVLH坐标系

Fig. 2    LVLH coordinate system
 

在此坐标系下, 当参考轨道为圆轨道时, 并且

航天器与参考航天器之间的距离相对于参考轨道的

半径为小量时, 基本的航天器相对运动模型如下

ẋ = Ax+Bu (6)

x = (x, y, z, ẋ, ẏ, ż)T

u = (ax, ay, az)
T

A B

其中,   为航天器在 LVLH坐标

系中的位置和速度矢量.   为推力

加速度,  ,   分别为系数矩阵, 将此式展开, 可得
ẍ− 2βẏ − 3β2x = ax

ÿ + 2βẋ = ay

z̈ + β2z = az

(7)

β =
√

G/r3 G r其中,  ,   为引力常数,   为轨道半径. 式

(7)即航天领域著名的 C-W方程[48]. 研究者们探讨

了一系列基于航天器模型的追逃博弈. Zhang等[49]

利用神经网络研究了航天器模型下的自由轨道 (Free-
time orbit)追逃博弈, 给出了一个最佳引导策略. Ven-
igalla和 Scheeres[50] 采用可达集 (Reachable-sets)
的方法分析了航天飞船的追逃博弈. Li等[51] 分析了

近似圆形轨道上的两航天飞船追逃博弈, 将其中的

24维两点边界值问题降维成一个 4维非线性方程

组, 并提出了混合数值算法来求其鞍点解.
除了以上几种模型, 还有基于生物启发的动态

模型[5]、基于无人艇的动态模型[52] 等. 随着追逃博弈

不断向实际应用靠近, 动态模型也在不断改进, 这
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些异构的动态模型为追逃博弈的研究提供了丰富的

理论框架, 对应更多的现实场景, 以求更好地适应

当下研究需要. 

3    追逃博弈的个体数量

确定了个体的动态模型以后, 还需要明确追逃

博弈中个体的数量. 在追逃博弈的研究中, 参与者

个数对于求解方法的选择及问题复杂度具有显著影

响, 参与者越多, 问题复杂度越高. 具体而言, 我们将

聚焦于一对一、多对一和多对多追逃博弈三种情境. 

3.1    一对一追逃博弈

追逃博弈的早期研究大都设定为单追逐者−单
逃跑者. Isaacs、Ho等研究的杀人司机问题、两车问

题就是一追一逃问题[53], 经典的“狮子和人”问题也

是设定在一追一逃情形下的[21]. 一追一逃的策略可

以拓展到多个个体的追逃博弈中, 而多追多逃有时

也可化简为若干个一追一逃来考虑. 一追一逃问题

常常建模为一个目标函数取最大最小值的问题, 追
逐者旨在找到最优策略使目标函数取最大值 (最小

值), 以最大程度地接近其目标状态; 而逃跑者则力

求通过反制策略使该函数取最小值 (最大值), 以最

有效地远离不利局面[54], 这里由于值函数的设置不

同, 双方对最值的追求可能正好相反.
在一追一逃这一基本框架下, 研究者们从追逃

双方自身特性出发开展了研究. 有的研究者从追逃

双方速度大小关系入手, 一些令追逐者与逃跑者速

度一致[55], 一些令追逐者更快[6, 56], 还有一些令逃跑

者更快[57]. 此外, 一追一逃的简洁性使得智能体能

更灵活地选择动态模型. 例如 Isaacs[10] 把车建模为

Dubins模型, 把人建模为一阶积分器模型. 显然行

人灵活度更高, 但车辆速度更快, 这符合实际. 受此

启发, Exarchos和 Tsiotras[57] 考虑了追逐者更灵活、

逃跑者更快的情况. 此外, 研究者们也对一追一逃

在各种复杂环境约束下的情境展开了探究. 譬如,
Oyler 等[56] 研究了存在障碍物的二维平面上的一追

一逃博弈; Das等[58] 把一攻一防一逃的 TAD问题加

以改造, 将防守者限制在一条线段上运动; Liang等[59]

则考虑了将防守者限制在一定区域内的 TAD问题. 

3.2    多对一追逃博弈

多对一追逃博弈是指多个追逐者与一个逃跑者

或多个逃跑者与单一追逐者的追逃博弈. 与一对一

追逃相比, 多对一追逃博弈需要考虑多个智能体之

间的合作, 分别对每一个智能体的策略进行设计.
当追逐者有多个时, 最简单的情形是两追一逃

N N ≥ 2问题[60]. 而对于  追 1逃问题 ( ), 由于追逐者

数量上占据绝对优势, 为平衡局势, 常设定逃跑者

速度更快或更加灵活, 或是限定追逐者的运动范围.
例如, Chen等[61] 设定了一群追逐者抓一个高速逃

跑者的问题, 从追逐者的数量和初始分布位置这两

个角度探讨抓捕成功的必要条件. 另一方面, 逃跑

者在面对多个追逐者的围堵时, 如何找到一套反制

策略, 也是目前的一个研究方向. Ramana和 Koth-
ari[28] 洞察到, 即使在面对看似完全封闭的围捕队形

时, 逃跑者仍能通过改进策略诱导围捕者的行动,
在敌方防线中制造出漏洞, 开辟逃生通道.

当存在多个逃跑者时, 一追两逃是最基本的情

况. 由于追逐者只有一个, 两逃跑者相互配合可以

显著地提高博弈优势; 若两逃跑者各自为政, 则很

难实现利益最大化. Yan等[62] 就一追两逃的情况给

出了两逃跑者合作的策略: 一个逃跑者吸引追逐者

远离目标区域, 另一个逃跑者向目标区域前进, 从
而最大程度接近目标区域甚至是进入目标区域. 在
这里, 逃跑者们可以通过牺牲其中某个个体, 来确

保另一个逃跑者能成功逃脱或是延长其生存时间,
实现群体目标. 这种合作的策略同样适用于逃跑者

数量更多的一追多逃问题. 例如, Liu等[63] 考虑了一

个更快的追逐者抓捕一队逃跑者的问题, 逃跑者互

相合作, 向多个方向分散逃跑, 延迟最终抓捕时间,
将整体利益最大化. 此外, 在一追多逃问题中, 抓捕

顺序也是值得考虑的因素. 追逐者试图找到一个最

优的抓捕序列使总抓捕时间最小[64].
多对一的追逃博弈还可用于研究某些动物集群

行为. 例如, Scott和 Leonard[65] 通过研究单个一阶

积分器模型的追逐者与多个独轮车模型的逃跑者间

的博弈发现, 生物形成集群的核心动机在于通过集

体行动来有效降低个体遭受捕获的风险, 这为理解

生物集群行为提供了新的理论依据. 

3.3    多对多追逃博弈

多对多追逃博弈是指追逐者和逃跑者的数量均

大于等于 2的追逃博弈. 追逃双方各自形成一支团

队, 双方的策略设计更加灵活, 预期目标也更多样,
问题复杂度也随之提升. 通常先分配双方的目标任

务, 然后再考虑追逃双方之间的博弈[66−67]. 这样可将

问题中具有相同性质的智能体予以整合, 使之化简

为少数关键主体之间的博弈, 从而降低问题复杂度.
多对多追逃博弈受到了学术界的关注. Wei等[68]

提出一个“去中心化”抓捕方案, 该方案以贪心策略

为基础, 针对多追逐者追捕多个高速逃跑者的情形,
探讨了追逐者如何有效地协同合作, 确保至少捕获
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一名逃跑者. Xu等[69] 考虑了以下问题: 对于一组已

经训练好的追逐者, 当其中某几个出现故障时, 如
何调整追捕策略、保证对逃跑者们的抓捕.

在多对多的追逃博弈里, 还需要考虑目标任务

的分配. Wei等[67] 假设追逐者之间信息共享, 采用

相同目标分配算法进行计算, 初步实现了分布式的

目标分配. Li等[70−71] 则考虑了用任务完成时间作为

追逐者的目标, 并采用集中式规划来求解, 发表了

一系列文章. 随着障碍物、噪声、复杂动态模型等引

入追逃问题的研究, 分布式目标分配难以实现: 若
每个个体都有独立的目标, 则问题复杂度过高难以

求解; 而相同目标分配在实际应用中又是不现实的.
因此, 目前大都采用集中式分配方法以降低目标分

配的难度[23, 72].
追逐者和逃跑者不同的数量组合提高了追逃博

弈的普适性. 不论是一对一追逃博弈展现出的两个

个体间策略的对抗, 还是多对一追逃博弈中团队的

相互配合, 亦或是多对多追逃问题里两个团体的相

互较量, 这些都可以与现实生活中的某些场景一一

对应, 进一步提升追逃博弈的应用广度. 

4    追逃博弈的空间环境

探讨完智能体本身的动态模型、数量, 还需要

从外部空间环境来分类讨论追逃博弈. 我们日常处

理的问题, 大多是二维和三维的, 因此可以考虑智

能体在二维平面和三维空间中的追逃博弈. 

4.1    二维平面的追逃博弈

二维平面的追逃博弈主要关注平面内追逃双方

的运动轨迹和策略选择. 二维平面中计算复杂度较

低、轨迹较为简单, 平面几何的成熟理论也为追逃

博弈提供了理论基础, 因此早期的追逃研究都设定

在二维平面上[10, 12].
此外, 地形、障碍物等因素也可能对平面追逃

博弈产生影响, 尽管这些因素增加了问题的复杂性,
但也使得追逃问题的建模更贴近现实条件. 目前,
平面追逃博弈中障碍物的研究主要聚焦于线段 (或
简单曲线)和凸多边形. 这些障碍物位于二维平面

的特定位置, 不仅能阻挡视线, 还能阻止智能体通

过[73−75]. 微分对策解法往往难以判断障碍物对轨迹

和策略的影响, 因此有学者探索了其他方法. 例如,
Oyler等[22] 针对线段形障碍物做了研究, 通过对比

有障碍物与没有障碍物时等时线簇形状的变化, 确
定追逐者和逃跑者各自优势区域的分界线, 进而给

出追逐者的最佳方案. 在现实中, 相比于线段形的

障碍物, 更常见的是那些形状不规则、边界复杂的

障碍物, 通常将其近似为多边形障碍物来分析. 多
边形障碍物的边界由若干线段组成, 可以考虑用解

决线段形障碍物的方法来处理多边形障碍物. 此外,
一些学者还加入了圆形障碍物, 基于几何方法和强

化学习等手段对求解算法进行了探讨[76−78].
也可聚焦于二维平面上某一特定区域, 把追逃

双方的活动范围限定在一个圆[79]、一个角落[80] 或一

个凸多边形[81] 区域内. 早在上世纪三十年代, Rado
就提出了圆形区域内的“狮子和人”追逃博弈[82]. Yan
等[83] 提出圆形区域防御问题并给出了界栅上的几

何解. 在圆形区域基础上, Ruiz和 Isler[84] 将追逃博

弈定义在一个凸多边形区域内, 给追逐者加上转向

限制, 在此条件下给出了追逐者策略, 证明了该策

略在某时间上界内一定可以抓捕成功. 为研究有界

区域内的追逃博弈, Okabe等[85] 引入了 Voronoi分
块, 这些分块在研究多对多追逃博弈时展现了强大

的效用[27]. 

4.2    三维空间的追逃博弈

随着无人机集群技术的广泛应用, 二维追逃博

弈研究成果已无法满足当前的应用场景. 这一局限

性促使有必要寻求更加先进的解决方案. 在这样的

背景下, 更好地适配无人机运动特性的三维空间追

逃博弈应运而生. 但相比于平面上的追逃博弈, 由
于维度的提升, 对三维追逃博弈的建模、值函数的

推导以及 HJI方程的计算复杂度也会提高. 直观上

讲, 在三维空间中, 追逃双方可以在立体空间内进

行自由运动, 这使得运动轨迹和策略选择更加多样.
追逃双方不仅需要关注对方的水平位置, 还需考虑

高度、深度等因素. 因此, 在三维空间中, 智能体需

要具备更强的空间感知能力和策略制定能力. 此外,
三维空间中的障碍物、地形等也可能使追逃博弈变

得更加复杂. 针对三维追逃博弈中的难题, 主要形

成了以下几种解决思路.
其一是借助二维追逃的现有成果来研究三维.

在一定条件下, 许多二维平面中的策略和方法都可

以类比到三维空间中. 例如, Pierson等[86] 结合前人

在二维有界凸区域上的研究, 先考虑二维平面中的

抓捕策略, 提出一个追逐者策略算法, 随后将该算

法代入三维空间中, 通过将仿真模拟结果与其他方

法对比来检验策略在抓捕过程中的最优性. Li等[87]

把二维上的阿氏圆扩展到三维, 用于解决三维空间

中的一追一逃问题. 进一步地, Zhang等[88] 也研究

了两个三维空间中的追逐者追捕一个二维平面上的

逃跑者的博弈问题. 此外, Zhi等[89] 在二维视野算法

的基础上提出了在三维空间中始终保持可以观测到
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目标的最大化视野算法. 文中将三维空间下的算法

时间复杂度降低了两个数量级, 提高了算法效率.
这对于三维空间的处理是十分重要的.

其二是从实际应用场景出发, 直接聚焦于三维

空间的研究. 例如, Garcia等[23] 针对三维空间中的

自主飞行器追逃博弈展开了研究. 他们将智能体都

建模为一阶模型. 首先探讨了三维空间中单追逐者

与单逃跑者之间的策略互动. 随后, 将这一成果应

用于两追逐者−单逃跑者的情况. 这些场景对应着

许多现实中的情形, 如两战机合作追逐空中目标物,
防空导弹拦截敌机等. Chen等[90] 将三维空间中的

智能体建模为二阶积分器模型, 将追逐者设置为三

自由度, 逃跑者是自由移动的. 利用 HJI方程探讨

了此情况下的均衡策略, 这说明了追逃解法在三维

空间中应用的可行性. 随着航空航天技术的发展,
轨道追逃问题近些年也成为追逃博弈领域研究的热

门方向. Shen和 Casalino[91] 研究了三维轨道上的航

天器追逃问题. 这里用到的模型也不同于原来的传

统一阶、二阶模型, 要加入离地高度、推力和重力加

速度等参数. 这一工作可被用于近地轨道航天器的

对接、卫星跟踪等方向上. 另外, Manoharan等[46]

也着眼于现实应用, 研究了三维空间中的无人机集

群防御问题. 为了更好地模拟实际情况, 得到更具

实用性的追逃策略, 他们按照实际的无人机参数设

定和现实环境搭建仿真环境, 对无人机群进行训练.
此外, 也有学者对复杂的三维空间追逃博弈做

了拆分, 化简为若干简单问题分别讨论. Yan等[92]

设定了多追逐者−多逃跑者的三维场景, 并巧妙地

将此问题分解为多个多追逐者−单逃跑者的子问题,
针对这些子问题, 他们探讨了追逐者队伍取得胜利

的条件, 并提出了一套确保追逐者胜利的策略. 更
进一步地, 他们还将研究结果推广至一个有界的凸

三维区域内, 使得其更具实际应用价值.
二维和三维上的追逃是追逃博弈最基本的分类

之一. 通过以上讨论不难发现, 目前二维平面上的追

逃研究较为成熟, 各种场景的设定比较全面; 而三

维上的讨论相对较少, 其科研潜力巨大. 所以越来

越多的国内外团队正将目光聚焦于三维空间的追逃

博弈研究, 这预示着追逃领域未来的重要发展方向. 

5    追逃博弈的信息获取

除了智能体所处的空间环境, 信息的获取也是

博弈需要考虑的因素. 在实际场景中, 全局信息的

获取是一项艰巨的任务. 直观来讲, 人类的视距具

有局限性, 而战机的雷达系统同样受限于探测范围.
根据信息的完整性, 追逃博弈可被分为完全信息追

逃博弈和不完全信息追逃博弈. 在完全信息情境中,
追逃双方均能够全面掌握对方的位置、速度等关键

信息, 这种信息的对称性有利于简化问题. 然而, 在
不完全信息追逃中至少有一方对另一方的信息存在

不确定性, 这种信息的不对称性对决策者提出了更

高的要求. 前文所介绍的有关追逃的研究大都设定

为完全信息. 因此, 本节将重点介绍不完全信息追

逃博弈. 

5.1    有限探测下的不完全信息追逃博弈

有限探测下的不完全信息追逃博弈指的是智能

体只能接收以自身为中心的一定半径范围内的信

息, 包括其他智能体的位置、速度等. 此类问题始于

上世纪六十年代, Dobbie[17] 提出了“监控逃跑问题”
(Surveillance-evasion problem), 引入了一个假设:
追逐者装备了类似雷达的探测装置, 仅能获取其

探测范围内的信息. 当逃跑者处于此范围内时, 追
逐者能实时掌握其信息; 而一旦逃跑者逃至探测范

围外, 则追逐者完全无法获取关于逃跑者的任何信

息[17, 93]. “监控逃跑问题”首次使得追逐者不再拥有

全局信息的掌控权, 这也奠定了不完全信息追逃博

弈研究的基础.
许多研究者都考虑了有限探测范围条件下的追

逃博弈. Greenfeld[94] 设定两车博弈中每个车辆只能

获取有限范围内的信息, 研究了探测范围与转弯半

径的比值对追逃博弈最优解的影响. Coon和 Pan-
agou[36] 将探测范围引入到 TAD问题中. Bopardikar
等[95] 针对探测范围有限的追逐者, 提出一种遍历游

戏区域寻找逃跑者的算法, 在探测到逃跑者后, 可
以使逃跑者一直在探测范围内. 这一算法有效地解

决了追逐者获取信息范围有限的问题, 从而将问题

转化为完全信息的情况. Lopez等[96] 提出将探测范

围加入到通信图上的追逃博弈研究中, 他们基于通

信图的空间离散化特性和图论相关知识, 提出有限

探测范围下追逃博弈问题的解决方案.
自然界中生物的视力、听觉范围都是有限的,

因而获取的信息也是有限的. 在这些制约下, 捕食

者依然能成功地抓到猎物, 其策略对于有限探测下

的追逃博弈研究具有一定的启发. Wang等[5] 从生

物学的视角研究了多个追逐者合作围捕一个逃跑者

的问题. 他们给追逃双方加入了时间开销、通信限

制、能量开销等代价函数, 用来解决多追逐者合作

以及追逃之间的博弈问题. 

5.2    不确定因素下的不完全信息追逃博弈

除了监控逃跑问题, 还有一些学者构建了其他

不完全信息追逃博弈的模型, 令追逃博弈中的某一
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方或是双方的位置、速度等信息具有不确定性, 称
之为不确定因素下的不完全信息追逃博弈. 例如,
Zemskov和 Pashkow[97] 构造了一个一追两逃问题,
两个逃跑者中的任意一个均有可能在任意时刻“消
失”. 一旦逃跑者消失, 追逐者将无法再获取其任何

信息. 这个问题无法直接给出一个确定性的结论,
需要借助一些概率论的相关知识来计算一个平均收

益最高的解. 这一工作进一步丰富了不完全信息追

逃博弈的定义.
沿此思路, Wei等[68] 在考虑环境中的噪声对追

逃双方接收信息的影响时, 通过分析其概率密度函

数, 设计了一种“粒子过滤器”来处理非高斯分布的

复杂噪声. 紧接着, Li等[71] 讨论了双方信息不对称

的情况: 追逐者获取信息时受到随机噪声干扰; 而
逃跑者不受噪声影响. 这会导致逃跑者占优, 因而

追逐者需要更为高效的策略. 还可以从逃跑者信息

受限的情况入手, 例如, Liu等[98] 构造了一个具有“隐
藏追逐者”的一追多问题, 追逐者的实时位置按照

某概率模型分布, 逃跑者通过提高总抓捕时间的期

望 (加权平均值)来寻找最优逃跑策略. 这些工作成

功地把概率论融合进了追逃问题的研究. 概率论在

分析追逃博弈应用场景中的不确定因素时, 展现出

了强大的作用. 利用概率论的知识求解也是追逃博

弈的发展方向之一. 

5.3    不完全信息追逃博弈的现实意义

随着研究的不断深入, 不完全信息追逃博弈的

研究也逐渐向实际应用靠拢. 譬如当下比较热门的

无人机集群围捕地面目标问题: 无人机处于三维空

间, 地面目标处于二维平面. 追逃双方由于视野、障

碍物等限制, 其获取的信息是不对称的, 显然地面

目标是处于劣势的, 如何才能使其达到最大效益是

一个值得思考的问题. von Moll等[99] 对此进行了研

究. 除了空对地, 不完全信息追逃博弈也可以应用

到海上. 由于海上信号覆盖率低、天气多变等因素,
水上舰艇的信息获取常常出现延迟甚至丢失的情

况. 所以在不完全信息下, 如何实现对水上的追逃是

一个具有现实意义的课题. Lin等[52] 研究了水面无

人艇 (USV)的 TAD问题, 令双方都不知道对方策

略, 在此条件下利用非线性模型预测控制 (NMPC)
来探讨双方如何以最小代价实现各自目标.

在各个领域, 完整信息的获取都是一个难题,
因而在不完全信息下考虑追逃博弈具有深远的现实

意义. 通过以上列举的文献不难发现, 不完全信息

问题的处理思路有两种: 一种是直接求解; 另一种

是将不完全信息约化为完全信息的情况. 总之, 无

论是基于当前的研究成果, 还是针对实际应用的探

索, 或是受自然界启发, 不完全信息追逃博弈的研

究都在逐步深化. 

6    追逃博弈的状态空间

除上述几个方面之外, 智能体所处的状态空间

也是追逃博弈中的关键要素. 根据状态空间的设定,
可以把追逃博弈分为离散的和连续的. 离散设定下

的追逃博弈通常涉及在离散的时间空间内的追逃行

为, 而连续设定则允许追逃双方在连续的时空中运

动. Isaacs[10] 在研究追逃问题时主要从 HJI方程、

几何法等数学角度求解, 考虑的大多是连续设定的

追逃博弈. 直到今天, 大多数的追逃博弈研究都是

设定在连续情况下的[39, 42, 100]. 连续的设定有助于建

立数学模型、求解 HJI方程等. 但随着追逃博弈的

设定不断复杂化, 纯数学方法很多时候无法求解,
需要借助计算机仿真模拟或是强化学习等方法. 但
根据计算机的设计原理, 即便追逃博弈设定为连续

状态, 实际在计算机中的处理都是离散化的. 接下

来将着重讨论离散状态空间下的追逃博弈, 按照离

散时间、离散空间的顺序分别介绍. 

6.1    离散时间−连续空间的追逃博弈

离散时间的追逃是最常见的离散设定. 时间的

离散化能使智能体的运动轨迹分段化, 便于计算机

仿真模拟的处理; 离散的时间也对应着离散时间马

尔科夫过程, 可以与概率论、随机过程等理论结合.
离散时间追逃博弈里有一个经典的命题, “狮

子和人”问题. “狮子和人”问题最早由 Rado提出,
随后 Littlewood[101] 对此进行了整理和补充. Gale
率先提出离散时间设定下的“狮子和人”问题[19]: 狮
子和人都处于二维非负半平面上, 狮子和人按回合

制移动, 即每回合分别移动一次 (人先移动), 各自

到达下一个位置, 待下个回合再重复此过程. 狮子

和人每次移动的最大距离相同, 狮子的目标同追逐

者, 人被视为逃跑者. Gale的这一工作开启了“狮子

和人”问题在离散时间设定下的新篇章.
针对 Gale的问题, 许多学者考虑了狮子的抓捕

策略[95, 102]. 由于追逃双方只在固定时间点依次移动, 因
而抓捕策略的重点在于如何由人的当前位置确定狮

子的下一轮最优位置. Sgall[103] 提出“固定圆心”策
略, 使得每轮移动过后, 人、狮子、圆心三点在一条

直线上, 从而把人限制在一个原点和坐标轴围成的

角落里, 逐步压缩人的安全区域. 但是在离散时间

下, 人在每轮移动中具有优先权, 因此该解法存在

一个较强的初始条件. 所以有研究者继续了 Sgall[103]
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的工作. Casini和 Garulli[80] 优化了 Sgall[103] 的“固
定圆心”策略, 给出了“升级圆心”策略, 即在双方每

轮移动以后, 重新计算一个圆心. 按此策略, Casini
和 Garulli[104−105] 给出了数值解, 证明了该策略优于

“固定圆心”策略. Casini等[106] 也对区域进行了限

制, 在一个有界凸多边形区域里研究追逐者策略,
证明了在此区域内“固定圆心”策略无需满足 Sgall[103]

设定的初始位置条件.
除了狮子和人问题, 还有将连续时间追逃博弈

改造为离散时间的. Bopardikar等[95, 107] 假设追逐者

只在固定时间点移动, 每次移动距离不超过其探

测半径, 把有限探测范围下的不完全信息模型同离

散时间设定相结合, 分析了两种情况: 一是平面有

界凸区域内的一追一逃问题[95]; 二是二维平面上的

多追一逃问题[107]. 紧接着, Bopardikar等[95] 提出

“sweep-capture-strategy”算法, 该算法的基本思路

是对区域进行折返遍历, 直至探测到逃跑者, 进而

把问题简化为无探测范围的完全信息情况. 而且,
还证明了在探测范围与移动步长满足一定条件时,
该算法可以保证抓捕成功率. 

6.2    离散空间−连续时间的追逃博弈

除了离散时间的设定外, 追逃双方所处的空间

环境同样可以是离散的. 常见的离散空间形式主要

包括树状图以及有向无环图 (图 3)等. 图类空间是

一种抽象的空间形式, 通过定义图的顶点集和边集

来规定追逐者和逃跑者的活动范围. 追逃双方只能

沿着图的边在顶点之间进行移动. 图的构造十分灵

活. 一方面, 可以根据实际需求组合顶点和边, 应用

到更多场景中; 另一方面, 图的理论较为成熟, 可以

使用很多现成的定理、结论来处理图上的追逃博弈.
一些科研工作者[96, 108] 基于图理论讨论了多个追逐

者间的合作方案, 提出了可行的抓捕策略. 而且, 可
以对点与点之间边的权重进行定义. 以城市间道路

上的追逃为例, 可以将城市抽象为节点, 道路抽象

为边, 而城市间的实际距离则对应为边的权重[109−110].
目前离散空间的追逃博弈研究, 大都建立在各

种类型的图上. 例如, Sundaram等[111] 研究了有向

无环图上的部分信息追逃博弈. 他们构造了一个类

似于图 3的有向无环图, 图上有一个起点和若干终

点. 追逃双方先后从起点出发 (追逐者速度更快, 所
以让逃跑者先出发), 追逐者要在逃跑者到达终点前

捕获之. 类似于自然界中捕食者按气味追踪猎物,
他们在每个节点上安装传感器, 追逐者通过传感器

分析逃跑者是否经过该节点. 据此信息, 追逐者根

据文中的算法作出决策, 移动到下一个位置. 此外,

也可以借助强化学习中的 Q-learning方法来求解

图上的追逃博弈. 例如, Dong等[112] 利用 Q-learning
和图论的方法不断升级迭代策略来求解 Hamilton-
Jacobi-Bellman方程, 从而寻找多追多逃问题里每

个智能体的最优策略. 

6.3    离散时间−离散空间的追逃博弈

除了单纯离散时间、单纯离散空间的追逃博弈

外, 也有时间、空间均为离散的追逃博弈. 这类追逃

博弈主要设定在一种类似于棋盘的网格化空间上.
其特点在于追逃双方只能在空间中固定的坐标点上

进行活动, 并且位置的移动也只能限制在特定的时

间点进行.

N

此类问题也被称为“警察与强盗”问题[113−114], 以
其独特的设定吸引了众多研究者的目光. 譬如, Bha-
ttacharya等[115] 考虑了二维网格上的追逃博弈, 设
定追逃双方只能在网格顶点之间按照离散时间移

动, 讨论了此模型在多智能体系统中的应用. 另外,
Bhattacharya等[116] 也构造了一个  维网格中的警

察与强盗问题. 警察与强盗只能在顶点上移动, 保
证空间离散性; 而且双方只在特定时间点按步移动,
确保时间离散性. Bhattacharya等[116] 分析了此情

况下至少需要几个警察才能确保抓到该强盗. 进一

步地, 也探讨了二维网格下, 只有一个警察时如何

选取策略保证抓捕成功.
同样是在上述设定下, Das和 Gahlawat[117] 加

入了强盗攻击警察、懒惰警察等假设, 更深入地研

究了网格图上的路径规划问题.
离散状态空间的追逃博弈是伴随着计算机技术

兴起的, 与计算机更好的适配性使得离散状态空间

追逃博弈受到了广泛关注, 展现出广阔的应用前景. 

7    追逃博弈的求解方法

在追逃博弈几十年的研究历史中, 涌现出了复
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图 3    有向无环图

Fig. 3    Directed acyclic graph
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杂多变的问题设定, 随之也形成了一系列求解方法,
主要包括理论求解法、数值求解法、积分强化学习

法以及几何法等. 接下来, 将逐一探讨这四种求解

方法. 

7.1    理论求解法

理论求解法是追逃研究中最早出现的方法之

一, 由 Isaacs[10] 提出. 理论求解法主要利用微分对

策理论求解追逃博弈, 被广泛应用到各类追逃博弈

当中, 包括前面提到的杀人司机问题[41]、自杀行人

问题[43]、Dubins模型的追逃问题[40]、各向同性火箭

问题[118]、多独轮车追逃博弈[119]、多航天器追逃博弈[120]

等. 理论求解逻辑严密、精确度高, 是其他解法的理

论依据和参考标准, 下面将详细介绍. 

7.1.1    微分对策与追逃博弈

u1 u2

理论求解主要基于微分对策理论. 微分对策通

常涉及多个由微分方程控制的系统之间的博弈, 对

策双方都欲使目标函数最优, 一方使最大, 一方使

最小. 这与追逃双方为达到各自目标而发生的博弈

过程紧密相关, 可将追逃博弈建模为微分对策问题.

为了简化问题, 以一追一逃为例, 分别用 ,   来

表示追逃双方的策略. 则状态方程为

ẋ = f(t, x(t), u1(t), u2(t)) (8)

目标函数为

J = φ(tf , x(tf )) +

∫ tf

t0

L(t, x(t), u1(t), u2(t))dt

(9)

φ L

tf E
其中,  ,   为给定的函数, 分别表示终端和博弈过

程中的收益或损失. 结束时间  和目标集  为{
tf = inf{t ∈ R+ : x(t) ∈ E}

E = {x|E(t, x) = 0}
(10)

inf E

J =
∫ tf
0

dt = tf

其中,   表示集合的下确界,   为终端条件. 目前大

多研究通常以结束时间作为目标[36, 39, 63], 考虑时间的

最优性, 此时目标函数通常表示为 .

J

u1

J u2 J

u∗ = (u∗
1, u

∗
2)

在追逃博弈里, 追逐者和逃跑者分别寻求最优

策略以期望目标函数  取得最大值或最小值. 这涉

及到寻求纳什均衡解. 所谓纳什均衡, 是指在包含

两个或以上参与者的非合作博弈 (Non-cooperat-

ive game)中, 假设在每个参与者都知道其他参与

者的均衡策略的情况下, 没有参与者可以通过改变

自身策略使自身受益时的一个概念解[121]. 假设 

欲使目标函数  取最大,   意图使  取最小, 双方

的纳什均衡解  应满足

J(u1, u
∗
2) ≤ J(u∗

1, u
∗
2) ≤ J(u∗

1, u2) (11)

此纳什均衡策略涉及到最大最小值, 故也称之

为鞍点策略. 在鞍点策略下, 目标函数的值称为追

逃博弈的值函数

V (t, x) = max
u1(t)

min
u2(t)

{φ(tf , x(tf )) +∫ tf

t0

L(t, x(t), u1(t), u2(t))dt} (12)

u1 u2

这里由于目标函数的设置不同, 追逐者和逃跑

者对最大值、最小值的追求不是固定的, 追逐者可

能对应 , 逃跑者对应 ; 或者正好相反.
V (t, x) t, x若值函数   存在且关于   连续可微,

则其一定满足 HJI方程

−∂V

∂t
= max

u1

min
u2

{
∂V T

∂x
f(t, x, u1, u2) +

L(t, x, u1, u2)

}
(13)

则可以利用 HJI方程来检验最优性: 首先构造值函

数, 代入 HJI方程计算, 若方程成立, 则此函数为值

函数, 对应策略为鞍点策略. 这一过程被总结为如

下定理[122]:
V (t, x)定理 1. 对于一个连续可微函数 , 如果有

V (t, x)1)   满足 HJI方程 (13);
E(t, x) = 0

V (tf , x) = φ(tf , x)

2) 在目标集边界上, 即   时, 满足

;
u∗
1, u

∗
23) 满足 1)中 HJI方程的策略  可在有限

时间内到达目标集;
V (t, x) u∗

1, u
∗
2则上述函数  为值函数, 策略  为

最优策略, 构成鞍点解.
除此之外, Krasovskii等[123] 提出了极限瞄准

(Extremal aiming) 方法. 该方法也被应用到多人

博弈问题中[124−125]. 针对 (12)中构造的值函数, Pontr-
yagin[16] 提出了最大最小值原理.

(u∗
1, u

∗
2)定理 2.  策略  为最优策略的必要条件是

max
u1

min
u2

H(x, λ, u1, u2, t) =

min
u2

max
u1

H(x, λ, u1, u2, t) =

H(x, λ, u∗
1, u

∗
2, t) (14)

H λ其中,   为 Hamilton量,   为参数. 此定理又称双

方极值原理, 常用于探讨追逃博弈中抓捕发生的条

件[126−128]. 

7.1.2    微分对策空间划分

在微分对策理论的基础上, Isaacs[10] 给出了几
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个关键的划分空间的概念, 如可用部分 (Usable
part)、不可用部分 (Nonusable part)、界栅 (Barri-
er)和散射曲面 (Dispersal surface) 等, 这些概念与

上述理论一同组成了微分对策下的追逃理论体系.
《微分对策》[13] 中对这些概念做了总结和提炼, 下面

将一一介绍.

m

y ∈ E y

多数情况下, 微分对策的轨迹终点仅能落在目

标集内的某一特定区域, 称为目标集的可用部分.
对于  维系统, 其状态方程满足式 (8), 任取一点

,   属于目标集的可用部分当且仅当

max
u1

min
u2

m∑
i=1

nifi(y, u1, u2) < 0 (15)

n = (n1, n2, · · · , nm)其中,   为目标集边界的法向

量. 这些点的集合构成了目标集的可用部分. 而与

之对应的不可用部分, 正是目标集中除去可用部分

的点的集合.
一追一逃问题中存在两个区域: 捕捉区和躲避

区. 在捕捉区中, 对逃跑者的任意策略, 追逐者总能

找到抓捕方案将其捕获; 而躲避区中只要逃跑者策

略得当, 可保证成功逃脱. 这两个区域的分界面被

称为界栅[13]. 问题的纳什均衡解, 往往出现在界栅上.

P E

P, E

另一个重要的概念是散射曲面. 散射曲面一般

是指两个正则最优策略区域的分界面[129]. 以图 4为
例能更形象地解释散射曲面的概念. 这里, 圆形障

碍物会阻挡智能体通过, 追逐者  、逃跑者  初始

位置分别在该障碍物某条直径的两侧延长线上, 双
方速度大小恒定,   分别存在两条“同等好”的最

优轨线 (图中轨线 1、2, 最优性证明见文献 [13]), 而
这两条轨线都是从图中所示虚线上散射出去的, 对
于其他初始位置, 也是如此. 则称该虚线为“散射曲

面”. 散射曲面上的追逃双方策略选择存在“两难问

题”, 这也会引出许多有趣的性质.

N M

理论求解法也存在着不足, 由于现在追逃博弈

已经拓展到  追  逃的情况, 而且还加上了障碍

物、信息受限等条件, HJI方程的求解成为一个难

题[130−131]. 当下微分对策理论的局限性限制了理论求

解法的发展, 需要数学上的进一步突破. 

7.2    数值求解法

当下追逃博弈的研究中, 求解 HJI方程是具有

挑战性的. 理论求解法计算复杂度过高, 寻求一种

创新解法尤为迫切. 在此背景下, 数值求解法顺势

而生. 作为求解优化问题的常用手段, 动态规划方

法在追逃问题上得到了广泛的使用[132−133], 也可以利

用深度强化学习方法研究追逃博弈[134]. 下面将对这

几种方法做详细介绍. 

7.2.1    动态规划方法

动态规划 (Dynamic programming)方法是一

种广泛应用于数学、计算机科学等领域的方法. 它
通过将复杂问题分解为一系列相对简单的子问题来

求解原问题最优解. 在追逃博弈研究中, 常常利用

动态规划法来求解 HJI方程的近似解, 以及不断更

新迭代得到局部最优策略.
t ∈

[t0, tf ] (u∗
1, u

∗
2) J J∗

若给定状态方程 (8)和目标函数 (9), 对于 

, 最优控制  对应  的最优值 , 可得

J∗(x(t), t) = max
u1

min
u2

{φ(x(tf ), tf ) +∫ tf

t

L(t, x(t), u1(t), u2(t))dt} =

max
u1

min
u2

{φ(x(tf ), tf ) +∫ t+∆t

t

L(t, x(t), u1(t), u2(t))dt +∫ tf

t+∆t

L(t, x(t), u1(t), u2(t))dt} =

max
u1

min
u2

{∫ t+∆t

t

L(t, x(t), u1(t), u2(t))dt

}
+

J∗(x(t+∆t), t+∆t) (16)

J∗(x(t), t) J∗(x(t+∆t), t

+ ∆t)

上述推导证明了  与 

 的关系, 将动态规划方法和微分对策联系到

一起, 从而将动态规划与追逃博弈结合起来.
Isaacs[10] 最早提出使用动态规划的方法来解决

追逃博弈. 随后, Kachroo等[135] 给出了“牧羊犬赶羊

群”的动态规划解. Hespanha等[136] 证明了用动态规

划方法能够求解随机移动的追逃博弈. 此外, Cristi-
ani和 Falcone[137] 也探讨了基于动态规划思想来解

决一定限制下的追逃博弈的可行性. 动态规划问题

在航空追逃领域也大显身手. Anderson[138] 最早通

过动态规划法来分析两个航空器之间的追逃博弈.
但在他们的工作里, 动态规划和传统方法的优势对
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E

1

1

2

2

障碍物

 

图 4    散射曲面示例

Fig. 4    Dispersal surface example
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比不够明显. 后来, Alexopoulos等[139] 在利用动态规

划方法解决无人机集群追逃博弈时, 在计算机中做

了大量仿真, 更直观地展示了动态规划法的高效性.
总而言之, 动态规划方法为解决追逃博弈打开

了新思路, 具有一定现实意义; 但目前的动态规划

相关研究大多停留在控制层面, 应用到追逃博弈中

的场景较为单一, 可以继续拓宽动态规划方法的应

用范围, 例如, 在二阶积分器、凸多边形内或是存在

障碍物的追逃博弈等. 

7.2.2    强化学习方法

近些年强化学习发展迅速, 已成为研究追逃博

弈的热门方法. 强化学习法的思路通常是训练追逐

者形成一套高效的抓捕策略, 或通过神经网络迭代

求 HJI方程的近似解. 下面将介绍强化学习方法与

追逃博弈的联系以及研究现状.
在追逃博弈的研究中, 常将追逐者和逃跑者的

动力学模型、各自目标、抓捕条件等作为输入, 把追

逃过程建模为马尔科夫决策过程, 利用强化学习算

法不断更新求解最优策略. 理论求解法需要精确的

模型且不能保证计算实时性, 在应用到像无人机集

群对抗等实际场景中时效率较低. 而强化学习法实

时性较高, 在应对不同场景时游刃有余, 因此研究

者们对此开展了探索. 1993年, Tan[18] 首次尝试了

用强化学习方法来解决简单情形下的两追两逃问

题. 近些年, 随着深度学习等技术的不断发展, 许多

研究者提出了基于深度学习的强化学习方法[69, 140−141].
相比于传统强化学习方法, 其普适性更强、效率更

高, 可应用到各种设定上.
深度确定性策略梯度框架 (DDPG)是深度强

化学习中常用的结构, 一些研究者基于 DDPG展

开了研究. Xu等[69] 采用 DDPG和双向循环递归神

经网络 (Bi-RNN)来设计网络, 提出了可拓展的深

度强化学习方法来解决多对多追逃问题. 相比于现

有方法, 该策略下得到的结果更具稳定性, 而且可

用于更大数量规模的情况, 有利于与大型无人机集

群相关任务结合. Xing和 Zeng[140] 利用基于 DDPG
的深度强化学习方法研究了狮子和人问题. 他们利

用贪心策略对搜索策略做了提升, 并引入了学习重

置机制来提高学习效率, 同时给出了该方法与经典

DDPG 方法的对比, 可见该方法更优. 进一步地,
DDPG算法与多智能体理论结合, 出现了 MAD-
DPG算法, 这一结构与追逃博弈的适配性更高, 同
样有许多研究者对此开展了研究. Wan等[142] 基于

经典的 MADDPG算法提出新的深度强化学习算

法 A2-MADDPG, 用于处理多智能体追逃中的环

境感知、决策等问题. 此外也有其他研究团队对

MADDPG算法做出了改进, 提出了 CEL-MAD-
DPG算法[143]、FA-MADDPG算法[144] 等. 这些不同

的MADDPG算法适配于不同的追逃场景, 也展现

出了MADDPG的普适性.
此外, 也有研究者使用基于其他框架的强化学

习方法来解决追逃博弈问题. 前文提到, 在多对多

追逃里, 任务分配是困难的. Asgharnia等[134] 利用

分层强化学习来解决这一困境, 分别生成了底层的

追逃策略和上层的任务分配策略, 前者专注于单个

个体的追逃行为; 后者负责在多个智能体之间协调

分配任务. 这样, 不仅提高了任务分配的效率, 也有

助于简化问题. de Souza等[76] 使用基于课程学习的

深度强化学习方法研究了圆形竞技场内的多追一问

题, 以竞技场半径为自变量, 给出了该方法与其他

三种方法的抓捕成功率对比情况, 证明了该方法效

率更高.
强化学习法也并非尽善尽美. 强化学习实际上

是一种试错型的方法, 通过大量的模拟试错和奖励

诱导, 使智能体学到有效的策略. 但是, 强化学习方

法的收敛性和有效性都难以保证, 这无疑会增加时

间开销、浪费计算资源. 

7.3    积分强化学习法

第 7.2节已指出强化学习方法存在局限性. 为
克服这些局限, 从理论上确保强化学习过程的收敛

性, Vamvoudakis和 Lewis[20] 提出了积分强化学习

(Integral reinforcement learning, IRL)方法. 该方

法用线性神经网络来拟合复杂的值函数和策略输入

等关键参数. 这种处理方式使得原本非线性、动态

变化的问题转化为网络参数的学习优化过程.
在实际操作中, 积分强化学习主要采取在线学

习机制, 实时地根据系统状态与行为调整网络参数.
其核心在于设计一种与 HJI方程误差关联的奖励

信号. 当神经网络输出与方程期望解间的差距减小

时, 给予正向的奖励反馈; 反之, 则施以惩罚. 随着

学习过程的深入, 神经网络逐步收敛至某一稳定状

态. 此时, 其对值函数及策略输入的模拟已经在预

定的误差范围内, 保证结果高度逼近真实值. 下面

将具体梳理积分强化学习的研究历程. 

7.3.1    积分强化学习方法的基本思路

在 IRL方法中, 首先要由追逃博弈的动力学模

型、双方目标等构造问题的值函数 (这里主要参考

文献 [100])

V πp, πe

(δ) =

∫ ∞

t

(δTQδ + U(πp(δ))− U(πe(δ)))dτ

(17)

Q, U δ这里   具体值都由问题设定决定.   表示

716 自       动       化       学       报 51 卷



π

V πp, πe

(δ)

追逃之间的状态之差,   表示策略. 然后将值函数

 写成以下形式

V πp, πe

(δ(t)) =

∫ t+T

t

(δTQδ + U(πp(δ)) −

U(πe(δ)))dτ +

V πp, πe

(δ(t+ T )) (18)

T

V ∗

(πp∗, πe∗)

其中,   表示时间间隔. 按上述过程, 追逐者和逃跑

者不断地给出反馈, 得到奖惩数据, 进而更新各自

策略. 随着值函数迭代次数的增加, 可以证明博弈

的目标函数有可能收敛到真实值函数 , 追逃双

方也可以达到纳什均衡策略  附近[100, 145].
这里在算法中逼近最优值函数时, 一般采用魏尔斯

特拉斯 (Weierstrass)逼近值来近似值函数V̂ (δ) = Ŵ
T
ϕ(δ)

∇V̂ (δ) = ∇ϕ(δ)TŴ
(19)

Ŵ

Ŵ
V̂ (δ)

其中,   为神经网络权重向量, 是策略更新的关键

变量, 其他变量释义详见文献 [100]. 所以想求解 HJI
方程, 就要不断更新权重向量  使误差尽可能的

小, 从而使得值函数近似值  近似为一定误差范

围内的纳什均衡解, 达到预期目标. 目前大多数积

分强化学习方法的相关研究也都是沿着这一思路展

开的[146−147]. 

7.3.2    积分强化学习方法的发展历程和关键工作

积分强化学习起源于自适应动态规划方法 .
Vrabie[148] 根据追逃博弈的特点, 对传统的动态规划

方法进行了改进, 提出了自适应动态规划 (Adapt-
ive dynamic programming, ADP)方法. ADP方法

普适性强、效率高, 被广泛用于处理各类追逃博弈

的研究中, 如一追一逃[149]、多追一逃[150]、导弹防御

问题[151] 以及卫星跟踪问题[152] 等.
受 ADP方法的启发, Vamvoudakis和 Lewis[20]

在研究两个智能体的非零和博弈过程中提出了积分

强化学习方法, 紧接着又考虑了多个玩家的非零和

博弈[153], 在这两篇文献中, 他们主要聚焦于像 Ric-
cati方程、Hamilton-Jacobi方程求解等最优控制的

内容, 这些基础控制理论是解决追逃博弈的重要手

段. 许多研究者试图将积分强化学习方法直接应用

到追逃博弈中. 例如, Kokolakis等[145] 在研究多个

无人机围捕一个高速目标时, 将无人机建模为 Du-
bins模型, 显然在此情况下利用微分对策方法解决

这类问题是不容易的, 因此他们引入了积分强化学

习方法来计算双方的最优策略. 另外, 他们也证明

了该策略能在有限时间内收敛到纳什均衡. 这一工

作成功地将积分强化学习方法融入到了追逃博弈的

讨论中, 证明了此方法的可行性.
此后有许多学者对积分强化学习方法做了进一

步研究. 例如, Kartal等[100] 将速度作为一个关键变

量, 用积分强化学习方法求解 HJI方程, 使之收敛

到鞍点值的一定范围内, 得到双方的纳什均衡速度

策略. Xiong和 Zhang[146] 在考虑多个四旋翼无人机

的追逃博弈时, 根据四旋翼无人机的自身特点、外

部干扰构造了值函数, 然后利用强化学习方法来保

证跟踪误差的稳定性, 最后利用积分强化学习方法

求解 HJI 方程 ,  从而求解纳什均衡策略 .  此外 ,
Zhou 和 Xu [147] 提出一种 ACMO (Actor-Critic-
Mass-Opponet)方法来解决大规模数量的多对多追

逃博弈, 其实质也是一种积分强化学习方法. 很多

强化学习方法都是以 Actor-Critic为框架搭建的.
譬如基于 Actor-Critic模型提出一个可在线自适应

同步积分的安全导引方案, 并将其应用到导弹防御

的追逃博弈中[154].
从以上分析不难发现, 积分强化学习的特点在

于: 一方面不同设定下的追逃博弈可以构造不同的

值函数; 另一方面由于在更新策略和值函数时用到

的一些细节技术 (如神经网络的选择、参数的调配

等)各不相同, 会导致收敛效果的优劣. 因此, 可以

从以上两个方面继续积分强化学习的研究. 总之,
积分强化学习是一个年轻的方法, 有待继续探索. 

7.4    几何法

几何法简洁直观, 在近几年的追逃博弈研究中

崭露头角. 几何法应用广泛, 无论是不完全信息追

逃博弈[155]、多对多追逃博弈[66], 还是三维空间中的

追逃博弈[156], 都可以看到几何法的身影. 几何法的

核心在于剖析各个区域的几何特征, 推导出抓捕点

的可能位置以及最优策略. 下面将详细介绍.
“几何法”始于上世纪对“两车问题”的研究, 一

些学者利用平面几何的相关知识, 给出了若干种

“几何法”的解决方案[124, 157−158]. 接下来将逐一介绍等

时线、优势区域、阿波罗尼斯圆及 Voronoi多边形

分割等几何法里的重要概念. 

7.4.1    等时线

π

x0
p, x

0
e

vp, ve

首先介绍等时线 (Isochrones). 等时线被广泛

用于天文、道路交通规划等领域, 一般指的是连接

同一时间发生的事件所在位置的曲线. 在追逃博弈

中, 智能体的等时线定义为一组点的集合: 智能体

在某一策略集合  中的所有策略下, 行进至这些点

所需的时间完全一致. 在一阶积分器模型中, 追逃

双方的最优策略都是以最大速度朝某一方向做匀速

直线运动[10]. 因此对于初始位置分别为 , 最
大速度分别为  的追逐者和逃跑者, 可分别定
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t义其时刻  的等时线为

Ip = {xp|∥xp − x0
p∥ = ∥vp∥t} (20)

Ie = {xe|∥xe − x0
e∥ = ∥ve∥t} (21)

∥v∥ t

∥v∥t
t

∥vp∥/∥ve∥ = γ

t

由于速度恒定,   为常数,   给定, 则上述等

时线为以智能体当前位置为圆心、   为半径的

圆, 随着  的变化, 等时线簇为一组同心圆. 若追逐

者和逃跑者的速度比  , 联立上式可

定义追逐者和逃跑者在任意  时刻的等时线交点集

合为

A = {x, x ∈ R2|∥x− x0
p∥ = γ∥x− x0

e∥} (22)

∥ · ∥其中 ,  x 为等时线上任一点的坐标 ,    为欧氏

距离.
等时线的交点集合可以用于分析追逃博弈的求

解方案, 甚至还能用来分析有障碍物存在的情况[56].
如图 5所示, 当智能体周围有 2个障碍物时, 对应

的等时线会发生形变, 使得空间分为两类区域: 白
色区域为不受影响的等时线区域; 深色区域为绕过

障碍物两侧之后的等时线区域. 通过分析多个智能

体的等时线簇的交汇情况, 可以进一步研究 TAD
问题. 如 Coon和 Panagou[36] 基于最优时间策略建

立了各个智能体的等时线簇, 利用等时线簇的交汇

来确定防御者是否能拦下攻击者.

 
 

智能体

障碍物

等时线

 

图 5    障碍物对等时线的影响

Fig. 5    Influence of obstacles on isochrones
  

7.4.2    优势区域和阿波罗尼斯圆

接下来定义智能体的“优势区域”. 给定某个智

能体, 对于平面上的任一点, 若该智能体可以先于

其他智能体到达该点, 则称该智能体在该点是“占
优的”, 所有“占优的”点的集合称为该智能体的“优
势区域”. 等时线和优势区域也存在着联系, 在一阶

积分器模型下, 追逐者和逃跑者的等时线束交汇即

为双方优势区域的分界线. “优势区域”的引入将二

维平面有效划分为若干子区域, 有利于提高求解效

率. “优势区域”的方法可以用于解决众多追逃博弈.

例如, 文献 [25]和文献 [155]分别用“优势区域”的
方法解决了经典的“杀人司机问题”和不确定因素下

的追逃博弈; Scott和 Leonard[159] 则通过“优势区域”
来解决一追多逃问题.

γ ̸= 1

x0
p = (xp, yp), x

0
e = (xe, ye)

在一阶积分器模型下, 由式 (22)可得, 当追逐

者和逃跑者速度不等时, 追逃双方优势区域的分界

线是一个圆周, 即阿氏圆. 这里我们给出一个详细

的推导过程来定义阿氏圆. 当式 (22)中的  时,
不妨设  ,  所以式 (22)

展开为

(x−xp)
2+(y−yp)

2 = γ2(x−xe)
2+γ2(y−ye)

2 (23)

进一步展开, 得到(
x− xp − γ2xe

1− γ2

)2

+

(
y − yp − γ2ye

1− γ2

)2

=

(
γ

1− γ2
∥xp − xe∥

)2

(24)

CB rB

显然此区域为一个圆周, 即前文提到的阿氏圆.
其中, 阿氏圆的圆心  和半径  分别为

CB =
xp − γ2xe

1− γ2
(25)

rB =
γ∥xp − xe∥

1− γ2
(26)

γ > 1

γ < 1

阿氏圆圆周上的每个点都是双方可以同时到达

的位置. 当  时, 逃跑者在阿氏圆内部, 其优势

区域在阿氏圆内, 阿氏圆外为追逐者的优势区域;
当  时, 正好相反. 对于上述简单动态模型下且

没有任何限制的二维平面上的追逃博弈, 其最佳抓

捕点一定在阿氏圆上[10]. 当追逐者速度大于逃跑者

时, 逃跑者一定会被抓到, 因此逃跑者的最优策略

是尽量延长生存时间, 因而选择向阿氏圆上的最远

点逃跑, 追逐者的策略为直接向该点移动[160]. 基于

以上分析, 阿氏圆被广泛用于平面追逃博弈的研究.
Pachter等[26] 利用阿氏圆研究多追一逃博弈, 指出

最终的抓捕结果主要是由至多三个关键追逐者决定

的; Liang等[78] 用基于阿氏圆的协同算法来处理存

在障碍物的多追一无人机集群对抗问题. 

7.4.3    Voronoi 分割

p

e

γ = 1 A

基于优势区域和阿氏圆的概念可以给出 Voro-
noi分割的定义. 若给定二维平面上的一个追逐者 

和一个逃跑者 , 追逃双方都设定为一阶积分器模

型, 其他设定参数同式 (22). 当  时,   为追逐

者和逃跑者实时位置连线的垂直平分线, 该直线

(线段)把空间分为两块, 显然追逐者所在的一侧为

其优势区域, 另一侧为逃跑者优势区域. 当问题限
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定在有界区域内时, 对任一智能体, 会和每个与其

相邻的智能体形成垂直平分线. 这些平分线相互

交错, 并可能结合边界, 共同构成一个封闭区域, 即
Voronoi小块, 该小块将智能体包含在内. 这样, 便
实现了对区域空间的 Voronoi划分. 在图 6中给出

了一个 Voronoi分割法的例子.

  
智能体

分割线

 

图 6    Voronoi分割示例

Fig. 6    Voronoi partition example
 

由此, Pierson等[86] 提出了利用 Voronoi图形

分割法来设计追逐者的策略, 保证一队追逐者在有

限时间内抓到所有逃跑者. 进一步地, Zhou等[161]

针对平面有界区域内多追逐者−单逃跑者问题开展

了研究, 提出了一个创新的围捕算法. 该算法以缩

小逃跑者的 Voronoi小块的面积为基本思路, 有效

地实现了对逃跑者的围捕. 这一算法后来也被广泛

应用到其他情形的追逃博弈研究中[81, 162−163].
几何法就是一种构造−验证方法, 先利用几何

特征推导博弈的策略和值函数, 然后把值函数代入

HJI 方程来验证策略的最优性. 几何法直观高效,
已成为如今解决追逃博弈的重要方法. 但几何法也

存在局限性: 该方法主要被用于一阶动态模型玩家

的各类博弈中. 然而, 近些年随着追逃博弈不断向

无人机、机器人控制领域发展, 一阶积分器模型难

以精准模拟机器人系统的真实动态行为和物理属

性. Li等[39] 率先将几何法拓展到二阶积分器模型,
他们将一追一逃两个智能体建模为二阶积分器模

型, 分别构建两个智能体的等时线簇, 利用此来求

解“抓捕点”, 而且提出一个算法来计算抓捕时间,
根据“抓捕点”和“抓捕时间”来确定策略. 这一工作

创造性地将几何法拓展到了二阶积分器模型上, 证
明了几何法在复杂模型下的可行性.

因此, 总结几何法的研究方向有两点: 一方面,
受文献 [39]的启发, 可以进一步探索如何运用几何

法解决二阶积分器模型下更为复杂的追逃问题; 另
一方面, 如何把几何法拓展到其他更复杂的动态模

型中, 如独轮车模型、航天器模型等, 仍是一个亟待

探索的问题.
本节对理论求解法、数值求解法、积分强化学

习法以及几何法进行了全面探讨, 每种方法均展现

了其独特的优势和局限性. 理论求解法为追逃博弈

提供了坚实的理论基础, 但往往受限于问题的复杂

性和计算难度, 因此适用于问题设定较为简单的情

况; 数值求解法凭借数值计算处理更为复杂的情况,
但可能牺牲一定的精度和效率; 积分强化学习法结

合了强化学习的自适应性和积分控制的稳定性, 但
训练过程可能较为耗时且依赖于大量的数据, 因此

数值求解法和积分强化学习法适用于与实际结合比

较强的情况; 几何法则因其直观高效性在追逃博弈

中得到了广泛应用, 然而对于复杂动态模型的处理

能力还有待提高, 因此常用于一些运动轨迹比较规

则的情况. 未来, 随着技术的进步和方法的不断完

善, 相信这些方法将在追逃博弈中发挥更大的作用. 

8    追逃博弈的应用场景

追逃博弈诞生之初就与实际应用紧密结合 ,
Isaacs[10] 研究的两车问题、杀人司机问题都设定在

实际场景中. 目前, 追逃博弈问题的相关理论和成

果不仅被广泛应用到了智能交通、导航、安全管理

等民用领域, 在导弹拦截以及战机空战等军事领域

也得到了大量的使用. 特别地, 追逃博弈与无人机

相结合, 在无人机集群控制等方面发挥了重要作用.
在智能交通、导航等领域, 追逃博弈扮演着重要

角色[164]. 例如, Isler等[165] 考虑了移动机器人在路径

图上的追逃问题, 并研究了追逃策略在避碰方面的

应用, 路径图通常由城市道路抽象而成, 因而这一

工作可用于智慧交通、路径规划等. 进一步, Sun等[164]

在结合追逃博弈与避碰问题时, 探讨了如何利用合

作策略来实现更高效的避碰.
在安全管理上, Reach-avoid类型的追逃博弈

也发挥着重要作用[166−167]. 此问题中智能体需绕开

防守者到达目标区域. 所以从智能体策略的角度,
此问题可用于无人机、无人车躲避守卫, 到达目标点;
从防守者的角度, 则可用于保护目标区域免遭入侵,
用于像城市巡逻、犯罪嫌疑人抓捕等情形中. 对 Rea-
ch-avoid做改进, 把防守者限定在目标区域边界上,
则得到所谓的边界防守追逃博弈[167]. 在边界上, 当
有入侵者出现时, 安保人员需要以最低代价在边界

附近抓捕入侵者, 这需要用到边界防守追逃博弈.
追逃博弈在军事领域上也被广泛使用. 一些基

本追逃博弈设定可以应用到许多场景中. 例如, Coon
和 Panagou[36] 考虑了二阶积分器的 TAD问题, 这
一模型正是对导弹、战斗机等带有转弯半径的飞行

物的简化, 可被用于多个场景. Garcia等[168] 直接设
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定情形为: 一架友军战机被导弹追逐, 我方发射防

御导弹将攻击导弹击落.
无人机集群的跟踪和围捕等任务与追逃博弈密

切相关, 追逃博弈的相关理论在无人机集群上得到

了广泛使用[77, 99, 110, 146]. 多旋翼无人机机动性强, 可
建模为二阶积分器模型, 可用于对城市中目标的跟

踪与围捕[77, 146]. 固定翼无人机需要转弯半径, 可建

模为独轮车模型[78], 常用不对称障碍物和不完全信

息的追逃博弈来建模固定翼无人机攻击地面坦克、

士兵的场景: 障碍物只对逃跑者有效, 追逐者无视

障碍物; 逃跑者信息受限, 追逐者掌握全局信息, 这
正对应于三维空中的飞机和二维地面的目标[99, 110].

近年来, 海洋强国战略的提出使海洋方面研究

吸引了大量关注, 因而追逃博弈也在不断向海洋靠

拢. 水面无人艇 (USV)操控简单、灵活度高, 被广

泛用于商业、军事等用途. 因此不少学者以水面无

人艇来建模水面上的追逃博弈. Lin等[52] 研究了水

面无人艇的 TAD问题. Qu等[141] 就复杂且多障碍

物环境中的水上无人艇的追逃策略进行了研究. 有
众多海洋勘探、安全救援以及军事任务涉及到追逃

博弈, 因此其应用前景极为广阔.
总而言之, 不论是直接应用亦或是间接应用,

追逃博弈都扮演着重要的角色, 蕴含着巨大的应用

价值, 还有许多尚未开发的应用方向等待我们去研究. 

9    建议与展望
 

9.1    研究建议

结合上述追逃博弈的发展历史、研究现状, 可
总结归纳以下几个方面的建议供研究者参考:

1) 设定上, 三维空间中的追逃博弈对应更多的

现实场景, 目前, 二维平面还是占大多数, 三维空间

下的追逃博弈研究较少. 三维空间中由于维度升高,
一方面会增大计算量, 求解 HJI方程等难度也会加

大; 另一方面智能体的自由度会增加, 其轨迹更为

复杂、策略更灵活. 因此如何简化计算、利用积分强

化学习等先进方法求解三维下的方程, 探索复杂轨

迹下的新策略, 是三维追逃问题重要的研究方向.

2) 理论上, 将数学理论、新兴技术等引入追逃

博弈的研究中也是追逃博弈重要的发展方向. 一方

面, 针对不确定因素下的追逃博弈, 可以利用概率

论的知识求解, 以期望值的最优性来减弱不确定因

素带来的影响; 另一方面, 强化学习的最新成果也

能应用于模拟现实情况的追逃博弈中.
3) 方法上, 可以对现有方法做进一步拓展. 对

于几何法, 目前主要应用在一阶模型上, 可以进一

步拓展到独轮车等其他复杂模型中. 该模型下的等

时线形状是否规则、能否根据等时线几何性质找到

高效解法, 都是有待研究的. 对于积分强化学习法,
目前许多有关研究都基于 DDPG框架, 可以进一

步探索新的算法框架来得到更稳定的收敛性和更快

的收敛速度.
4) 应用上, 随着海洋强国战略推进, 水面和水

下追逃博弈研究重要性日益凸显. 作为新兴领域,
追逃问题在各类水面和水下场景应用前景巨大, 但
其基础理论研究尚待探索. 

9.2    总结展望

本文介绍了追逃博弈的生物学起源, 回顾了追

逃博弈的简要历史. 从动态模型、个体数量、空间环

境、信息获取以及状态空间五个方面简述了追逃博

弈的不同设定, 详细介绍了理论求解、数值求解、积

分强化学习和几何法这四种当下主流的追逃博弈求

解方法. 并且对当下追逃博弈的应用方向和前景做

出了总结和概括. 最后, 针对当前的研究情况和不

足, 分别从设定、理论、方法和应用四个方面提出

了研究建议.
综上所述, 追逃博弈的研究体系已突破传统生

物学范畴, 在智能交通规划、军事防御策略设计及

无人机集群控制等领域展现出多维应用价值, 其理

论框架亦在持续完善. 值得注意的是, 当前研究仍

需在复杂场景构造、数学理论融合及研究方法创新

等方向取得突破. 未来, 追逃博弈有望在更多维度

和场景中发挥关键作用, 为解决实际问题提供更为

有效的策略与方法. 

附录 A
 

表 A1    代表性追逃博弈文献分类

Table A1    Classification of representative literature on PE games

求解方法 文献
动态模型 追逃双方数量 维度 信息完整程度 状态空间

一阶积分器 二阶积分器 独轮车 其他 一对一 多对一 多对多 二维平面 三维空间 完全信息 不完全信息 连续 离散

理论求解法

[60] ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓
[57] ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓
[169] ✓ ✓ ✓ ✓ ✓
[96] ✓ ✓ ✓ ✓ ✓
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