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摘要 本文介绍使用随机分析方法研究测度值过程的若干最新进展, 并提出一些有待研究的问题, 期

望为读者进入该领域从事研究工作提供帮助.首先回顾关于测度函数的外在导数 (extrinsic derivative)、

内蕴导数 (intrinsic derivative)和 L导数,刻画它们之间的关系,使用这些导数和参考测度构造 Dirich-

let 型, 并研究这些 Dirichlet 型的泛函不等式以刻画相应测度值扩散过程的分布性质; 然后通过解像

(image) 依赖的随机微分方程, 构造 Wasserstein 空间上的扩散过程, 并研究其遍历性以及在偏微分方

程中的应用; 最后介绍分布依赖 (McKean-Vlasov) 随机微分方程的 L 导数公式.
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1 引言

随机分析是概率论和纯数学的交叉领域, 一方面使用分析的方法研究随机过程, 另一方面发展概

率论工具研究基础数学中的问题. 扩散过程是研究粒子做连续随机运动的数学模型, 其微观特征 (轨

道性质) 是运动的连续性和不规则性, 宏观特征 (分布性质) 则联系着算子半群理论和偏微分 (Fokker-

Planck-Kolmogorov)方程, 因而是随机分析中的重要研究对象.在随机分析中, Dirichlet型理论和随机

微分方程理论是研究扩散过程的两个重要工具. 前者使用能量 (梯度) 和参考测度 (平稳分布) 确定预

Dirichlet 型, 通过证明其可闭性和闭包的正则 (regular) 性或拟正则 (quasi-regular) 性, 确定相应的扩

散过程 (参见文献 [1,2]); 后者则通过解 (强解或鞅解) 由 Brown 运动驱动的随机微分方程直接构造扩

散过程 (参见文献 [3, 4]). 下面以 Rd 上对称扩散过程的构造为例加以说明.

设 Wt 为 d 维 Brown 运动, V ∈ C2(Rd), Xt 是如下随机微分方程的解:

dXt = ∇V (Xt)dt+
√
2dWt.
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令 L = ∆+∇V , 则由 Itô 公式, 有

df(Xt) = Lf(Xt)dt+
√
2⟨∇f(Xt), dWt⟩, f ∈ C2(Rd).

从而, Xt 是由 L 生成的扩散过程, 即 Ptf := E[f(Xt)] 满足
dPtf
dt |t=0 = Lf, f ∈ C2

0 (Rd). 称 Pt 为该扩

散过程的 (扩散) 半群, L 为 (无穷小) 生成元.

另一方面, 令 µ(dx) = eV (x)dx. 由分部积分公式, 有

E (f, g) :=

∫
Rd

⟨∇f,∇g⟩dµ = −
∫
Rd

fLgdµ, f, g ∈ C∞
0 (Rd).

从而 (E , C∞
0 (Rd)) 可闭, 并且可以证明其闭包是一个正则 Dirichlet 型. 由 Dirichlet 理论, 该 Dirichlet

型所联系着的唯一扩散过程以 L 为生成元.

随机微分方程的构造方法有利于研究扩散过程轨道性质和分布的正则性 (参见文献 [5]), 而使用

Dirichlet 型则有利于通过建立泛函不等式来刻画过程的分析性质 (参见文献 [6]). 这两种构造方法

也被应用于无穷维模型, 例如, 使用 Dirichlet 型和 Malliavin 分析构造路径和环空间上的 Ornstein-

Uhlenbeck过程,使用随机偏微分方程来构造 Banach空间上的扩散过程. 本文致力于使用这两种方法

研究测度值过程 (也称为超过程) 以及在偏微分方程中的应用. 这类模型在大尺度下描述粒子系统的

随机演化行为 (参见文献 [7]).

第 2 节介绍关于测度的外在导数、内蕴导数和 L 导数以及它们之间的关系. 第 3 节介绍测度所

组成空间上的三个重要分布, 即 Poisson 分布、Gamma 分布和 Dirichlet 分布. 在此基础上, 第 4 节研

究测度值扩散过程 Dirichlet型的泛函不等式,主要考虑 Poincaré不等式,它等价于生成算子的谱空隙

以及半群的指数式收敛速度的下界估计, 因此非常重要. 一般地, 设 (E,B, µ) 为概率空间, (E ,D(E ))

为 L2(µ) 上的对称 Dirichlet 型, 1 ∈ D(E ) 且 E (1, 1) = 0, 则对于常数 λ > 0, Poincaré 不等式

µ(f2) 6 1

λ
E (f, f) + µ(f)2, f ∈ D(E )

等价于相应的 Markov 半群 Pt 具有指数式收敛

∥Pt − µ∥2 := sup
µ(f2)61

∥Ptf − µ(f)∥L2(µ) 6 e−λt, t > 0,

也等价于生成算子的谱空隙 gap(L) > λ, 即 0 为 L 的单重特征值且 −L 的谱集与区间 (0, λ) 不交.

因而,

gap(L) = gap(E ) := inf{E (f, f) : f ∈ D(E ), µ(f) = 0, µ(f2) = 1}.

第 5 节引入像依赖的随机微分方程来构造 Wasserstein 空间上的扩散过程, 研究这类过程的指数遍历

性并通过建立 Feynman-Kac公式来解Wasserstein空间上的偏微分方程. 第 6节研究分布依赖的随机

微分方程, 建立关于初始分布的 L 导数公式.

2 测度函数的导数

为引入关于测度的导数, 先介绍一些测度所组成的空间. 设 (E, ρ) 为 Polish 空间. 令 M 为 E 上

有限测度所组成的空间, P 为其中的所有概率测度全体. 在弱拓扑下, 它们都是 Polish 空间, 参见文

献 [8]. 这里, 测度序列 {µn}n>1 弱收敛到 µ, 是指

lim
n→∞

µn(f) = µ(f), f ∈ Cb(E),
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其中 µ(f) :=
∫
E
fdµ. 此外, 对于 p > 0, 考虑 Wasserstein 空间

Pp := {µ ∈ P : µ(ρpo) <∞},

其中 ρo := ρ(o, ·) 为到固定点 o ∈ E 的距离. 在该空间上赋予 Wasserstein 距离

Wp(µ1, µ2) := inf
π∈C (µ1,µ2)

(∫
E×E

ρ(x, y)pπ(dx, dy)

) 1
1∨p

,

其中 π ∈ C (µ1, µ2) 是指 π 为 E × E 上一个概率测度, 满足边缘条件

π(· × E) = µ1, π(E × ·) = µ2.

这样的 π 称为 µ1 和 µ2 的一个耦合, 对应着将分布 µ1 传输为分布 µ2 的一个传输方案, 因而,

Wp(µ1, µ2)
1∨p 也叫作分布 µ1 和 µ2 之间的以 ρp 为费率的最优传输费用 (参见文献 [9]). 易见, Pp 中

的序列 {µn}n>1 在 Wp 下收敛到 µ 当且仅当它弱收敛到 µ 且

lim
R→∞

sup
n>1

∫
{ρo>R}

ρpodµn = 0.

由此结合弱收敛拓扑下 P 的 Polish 性知, (P2,W2) 也是 Polish 空间 (参见文献 [10]). 为了记号的统

一, 令 P0 = P, W0 为 Prokhorov 度量:

W0(µ1, µ2) := inf{ε > 0 : µ1(A) 6 ε+ µ2(A
ε), µ2(A) 6 ε+ µ1(A

ε), A ∈ B(E)},

其中 Aε := {x ∈ E : infy∈A ρ(x, y) < ε}. 该度量诱导弱拓扑, 且 (P,W0) 是 Polish 空间.

类似地, 令 Mp = {η ∈ M : η(ρpo) <∞}, p > 0, 则

Wp(η1, η2) := {η1(E) ∧ η2(E)}Wp

(
η1

η1(E)
,

η2
η2(E)

)
+ |η1(E)− η2(E)|, η1, η2 ∈ Mp

为 Mp 上一个度量使得该空间为 Polish 空间. 特别地, W0 诱导 M0 = M 上的弱拓扑 (参见文献 [11]).

文献中也考虑其他拓扑, 包括淡 (vague) 拓扑 (由紧支撑的连续函数诱导)、强拓扑 (由有界可测

函数诱导) 和一致拓扑 (由全变差距离诱导). 其中第一个拓扑弱于弱拓扑, 另外两个强于弱拓扑. 弱

拓扑和强拓扑产生相同的 Borel σ 代数, 这是因为 E 上开集 G 的示性函数可由有界连续函数单调上

升逼近, 从而 η 7→ η(G) 在弱拓扑下可测. 由此以及单调类定理知, 对于 E 上的任何有界可测函数 h,

η 7→ η(h) 在弱拓扑下可测. 容易验证, 当 E 局部紧时, 淡拓扑和弱拓扑所产生的 Borel σ 代数也是相

同的. 然而, 当 E 具有不可测子集 A 时 (如 E = Rd), 一致拓扑所产生的 Borel σ 代数严格地大于弱

拓扑所产生的 Borel σ 代数, 这是因为集合 A := {δx : x ∈ A} 在一致拓扑下是闭集 (从而关于相应的

σ 代数可测), 而在弱拓扑下, ψ : x 7→ δx 是 E 到 M 上的连续映射, A = ψ−1(A) 在 E 中不可测导出 A

在弱拓扑生成的 Borel σ 代数下不可测.

2.1 外在导数

为使用 Dirichlet 型构造扩散过程来刻画粒子系统的生灭行为, 文献 [12] 引入了外在导数的概念.
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定义 2.1 (外在导数) 设 p > 0, f : Mp → R. 如果对于所有的 η ∈ Mp, x ∈ E,

DEf(η)(x) := lim
s↓0

f(η + sδx)− f(η)

s
∈ R

存在, 则称 f 外在可导, DEf 为其外在导数.

(1) 如果 f 外在可导且 DEf(η)(x) 关于 (x, η) ∈ E ×Mp 连续, 则记 f ∈ CE,1(Mp); 如果除此之外

DEf 还是有界的, 则记 f ∈ CE,1
b (Mp).

(2) 当 E 为完备 Riemann 流形时, 如果 f ∈ CE,1(Mp), D
Ef(η)(x) 关于 x 可微, ∇{DEf(η)}(x)

关于 (x, η) ∈ E ×Mp 连续, 则记 f ∈ CE,1,1(Mp); 如果除此之外 DEf 和 ∇{DEf} 还是有界的, 则记

f ∈ CE,1,1
b (Mp).

对于 P 上的实函数 f , 由于 µ+ sδx /∈ P 使得 f(µ+ sδx) 无意义, 因此, 我们将外在导数修正为

凸外在导数.

定义 2.2 (凸外在导数) 设 p > 0, f : Pp → R. 如果对于所有的 µ ∈ Pp, x ∈ E,

D̃Ef(µ)(x) := lim
s↓0

f((1− s)µ+ sδx)− f(µ)

s
∈ R

存在, 则称 f 外在可导, D̃Ef 为其凸外在导数.

(1)如果 f 外在可导且 D̃Ef(µ)(x)关于 (x, µ) ∈ E×Pp 连续,则记 f ∈ CE,1(Pp);如果除此之外

D̃Ef 还是有界的, 则记 f ∈ CE,1
b (Pp).

(2)当 E为 Riemann流形时,如果 f ∈ CE,1(Pp)使得 D̃Ef(µ)(x)关于 x可导且∇{D̃Ef(µ)}(x)关
于 (x, µ)连续,则记 f ∈ CE,1,1(Pp);如果除此之外 D̃Ef 和∇{D̃Ef}还是有界的,则记 f ∈ CE,1,1

b (Pp).

容易验证 (参见文献 [11]), 如果 f ∈ CE,1
b (M), 则 f |P ∈ CE,1

b (P), 且

D̃E(f |P)(µ) = DEf(µ)− µ(DEf(µ)), µ ∈ P.

从而, 凸外在导数是外在导数的中心化.

2.2 内蕴导数与 LLL 导数

为刻画粒子系统中粒子的连续随机运动, 文献 [13, 14] 引入了如下的内蕴导数概念. 为此, 我们需

要空间 E 具有 Riemann 结构. 设 E 为完备 Riemann 流形, TM 为切丛, B(TM) 为可测向量场所组

成的空间. 对于可测向量场 ϕ ∈ B(TM), 考虑粒子沿着方向 ϕ进行运动,于是在短时间 s时刻, x ∈ E

处的粒子移动到了

ϕs(x) := expx[sϕ(x)],

其中 0 6 s 7→ expx[sϕ(x)] 是从 x 出发沿着 ϕ(x) 方向的测地线. 从而, 粒子系统的分布由原分布 µ 变

成了它在映射 ϕs 下的像 µ ◦ ϕ−1
s , 由此可以定义沿着 ϕ 的方向导数. 为了使用 Riesz 表现定理确定导

数, 我们选取 Hilbert 空间

L2(B(TM);µ) := {ϕ ∈ B(TM) : µ(|ϕ|2) <∞}

为切空间. 由于仅当 p 6 2 时才有 η ◦ ϕ−1
s ∈ Mp (或 η ◦ ϕ−1

s ∈ Pp) 对于所有的 s > 0、η ∈ Mp (或

η ∈ Pp) 和 ϕ ∈ L2(B(TM); η) 成立, 因此, 我们只定义 Mp 或 Pp 上函数的内蕴导数.
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定义 2.3 (内蕴导数) 设 E 为完备 Riemann 流形, p ∈ [0, 2], f 为 Mp 或 Pp 上实函数. 对于

η ∈ Mp (或 η ∈ Pp), 如果任给 ϕ ∈ L2(B(TM); η),

DI
ϕf(η) := lim

s↓0

f(η ◦ ϕ−1
s )− f(η)

s
∈ R

存在, 且是 ϕ 的有界线性泛函, 则称 f 在 η 处内蕴可导. 此时, 存在唯一的 DIf(η) ∈ L2(B(TM); η),

使得

DI
ϕf(η) = ⟨DIf(η), ϕ⟩L2(η) :=

∫
E

⟨DIf(η), ϕ⟩dη, ϕ ∈ L2(B(TM); η),

称 DIf(η)为 f 在 η 处的内蕴导数. 如果 f 在所有 η ∈ Mp (或 η ∈ Pp)处内蕴可导,则称其内蕴可导.

在文献 [13, 14] 所给出的内蕴导数定义中, 使用由向量场 ϕ 所产生的流 ϕ̂s 来代替测地流 ϕs:

d

ds
ϕ̂s(x) = ϕ(ϕs(x)), s > 0, ϕ0(x) = x.

为保证该方程的适定性, 先假设 ϕ 是具有紧支撑的光滑向量场. 由于此时 d
ds ϕ̂s |s=0 = d

dsϕs |s=0, 且具

有紧支撑的光滑向量场在 L2(B(TM); η) 中稠密, 因此, 对于相当大的函数类, 这两种定义等价, 详细

的讨论参见文献 [11].

此外, 为研究分布属于 P2 的平均场随机微分方程, 也称为 McKean-Vlasov 或分布依赖的随机微

分方程,文献 [15]在 P2 上引入了下面的更强的导数,该文献中称为 Lions导数或 L导数. 一般地,我

们把该导数定义到基于 Riemann 流形的 Mp 或 Pp 空间上, p ∈ [0, 2].

定义 2.4 (L 导数) 设 E 为完备 Riemann 流形, p ∈ [0, 2]. 如果 Mp (或 Pp) 上的实函数 f 内蕴

可导且对于任意的 η ∈ Mp (或 η ∈ Pp), 有

lim
∥ϕ∥L2(η)↓0

|f(η ◦ (Id + ϕ)−1)− f(η)−DI
ϕf(η)|

∥ϕ∥L2(η)
= 0,

则称 f 在 η 处 L 可导. 如果 f 在所有 η ∈ Mp (或 η ∈ Pp) 处 L 可导, 则称该函数 L 可导, 此时将

DIf 记为 DLf . 如果 f 是 L 可导的, 且存在 η 版本 x 7→ DLf(η)(x) 使得它关于 (x, η) ∈ E × P2 连

续,则记 f ∈ CL,1(Mp)或 f ∈ CL,1(Pp); 如果 DLf 还是有界的, 则记 f ∈ CL,1
b (Mp)或 f ∈ CL,1

b (Pp).

2.3 三种导数之间的关系

显然, L 可导强于内蕴可导. 事实上, 函数 f 在 η 处的内蕴导数是泛函

L2(B(TM); η) ∋ ϕ 7→ f(η ◦ ϕ−1)

在 ϕ ≡ 0 处的 Gâteaux导数, 而 L导数则是该泛函在 ϕ ≡ 0 处的 Fréchet 导数. L 导数和 (凸) 外在导

数之间有如下关系.

定理 2.1 [11] 设 E 为完备 Riemann 流形, p ∈ [0, 2].

(1) 如果 f ∈ CE,1,1
b (Mp) (或 f ∈ CE,1,1

b (Pp)), 则 f ∈ CL,1
b (Mp) (或 f ∈ CL,1

b (Pp)), 且

DLf(η) = ∇{DEf(η)}, η ∈ Mp (或 DLf(µ) = ∇{D̃Ef(µ)}, µ ∈ Pp).

(2) 如果 f ∈ CL,1
b (Mp) 或 (f ∈ CL,1

b (Pp)), 则对任意的 s ∈ (0, 1) 和 η ∈ Mp (或 µ ∈ Pp), 都有

f(η + sδ·) (或 f((1− s)µ+ sδ·)) ∈ C1
b (E),
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而且

DLf(η)(x) = lim
s↓0

1

s
∇{f(η + sδ·)}(x), x ∈ E(

或 DLf(µ)(x) = lim
s↓0

1

s
∇{f((1− s)µ+ sδ·)}(x), x ∈ E

)
.

我们仅介绍 DLf(η) = ∇{DEf(η)} 的证明思路, 其中 f ∈ CE,1,1
b (Mp). 详细的证明参见文献 [11].

(1) 先证明, 对于 E 上连续函数族 {hs}s∈[0,s0], 使得 ∥hs∥∞ < 1, h0 = 0 且 ḣs(x) :=
d
dshs(x) 关于

(s, x) 连续有界, 其中 s0 > 0 为常数, 有

lim
s↓0

f((1 + hs)η)− f(η)

s
=

∫
M

{DEf(η)}ḣ0dη.

由逼近方法知, 只需对于离散型测度

η =
n∑

i=1

siδxi , n > 1, si > 0, xi ∈ E

加以证明. 对于这样的 η, 当 n = 1 时所求公式就是外在导数的定义. 对于一般 n, 可使用归纳法和外

在导数的定义加以证明.

(2) 设 dx 为 Riemann 体积测度, 由逼近方法, 仅需要对满足以下条件的 η 证明:

η(dx) = ρ(x)dx, ρ ∈ C∞
b (E), inf ρ > 0.

此时, 对于任意的紧支撑光滑向量场 ϕ, 存在 s0 > 0, 使得

ρs(x) :=
dη ◦ ϕ−1

s

dη
, ρ̇s(x) :=

d

ds
ρs(x)

存在且关于 (s, x) 有界连续, 则由 (1) 以及计算出 ρ̇0 = −divηϕ, 可得

DI
ϕf(η) = lim

s↓0

f(η ◦ ϕ−1
s )− f(η)

s

=

∫
M

{DEf(η)}ρ̇0 dη

=

∫
E

{DEf(η)} · {−divη(ϕ)} dη

=

∫
M

⟨∇{DEf}(η), ϕ⟩Edη.

由此以及紧支撑光滑向量场在切空间 L2(B(TM);µ) 中的稠密性知, DIf(η) = ∇{DEf(η)}.
(3) 最后再验证

lim
∥ϕ∥L2(η)↓0

|f(η ◦ ϕ−1)− f(η)−DI
ϕf(η)|

∥ϕ∥L2(η)
= 0.

下面给出一类函数关于测度导数的具体公式. 考虑柱函数

f(η) := g(η(h1), . . . , η(hn)), n > 1, hi ∈ C1
b (E), f ∈ C1

b (Rn), η ∈ Mp,
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则 f ∈ CE,1,1
b (Mp), f |Pp ∈ CE,1,1

b (Pp), 而且

DEf(η) =
n∑

i=1

∂ig(η(h1), . . . , η(hn))hi, η ∈ Mp,

D̃Ef(µ) =
n∑

i=1

∂ig(µ(h1), . . . , µ(hn))(hi − µ(hi)), µ ∈ Pp.

(2.1)

此外, 当 p ∈ [0, 2] 时, 有 f ∈ CL,1
b (Mp), f |Pp ∈ CL,1

b (Pp), 而且

DLf(η) =
n∑

i=1

∂ig(η(h1), . . . , η(hn))∇hi, η ∈ Mp,

DLf |Pp(µ) =

n∑
i=1

∂ig(µ(h1), . . . , µ(hn))∇hi, µ ∈ Pp.

(2.2)

由 (2.1) 和 (2.2) 可见, 定理 2.1(1) 中的公式成立.

问题 2.1 由定理 2.1知,对于完备 Riemann流形 E 和 p ∈ [0, 2],有 CE,1,1
b (Pp) ⊂ CL,1

b (Pp). 我

们希望这里的等号成立. 容易验证, 将 Pp 换成 Mp 时, CE,1,1
b (Mp) ⊂ CL,1

b (Mp), 但两者不相等, 例如,

f(η) := h(η(E)), 其中 h 为 [0,∞) 上不可导函数, 则 f 不是外在可导的, 但 DLf = 0.

3 测度空间上的三个概率分布

首先介绍组态 (configuration,也翻译成构型)空间上的 Poisson分布,然后作为它在不同映射下的

像, 引入 Gamma 分布和 Dirichlet 分布.

3.1 Poisson 分布

设 E 为局部紧 Polish 空间, σ 为 E 上的 Radon 测度. 考虑 E 上的组态空间

Γ(E) :=

{
γ :=

N∑
i=1

δxi : N ∈ Z+ ∪ {∞}, xi ∈ E,对于紧集 K ⊂ E,有 γ(K) <∞
}
,

并赋予淡拓扑. 每个 γ ∈ Γ(E) 表示 E 上粒子系统所处的状态,
∑N

i=1 δxi 是指系统有 N 个粒子, 这些

粒子位于 {xi}16i6N . 以 σ 为强度的 Poisson 分布 πσ 是 Γ(E) 上的概率测度, 其 Laplace 变换为∫
Γ(E)

eγ(h)πσ(dγ) = exp[σ(eh − 1)], h ∈ C0(E),

其中 C0(E) 是 E 上具有紧支撑的连续函数全体.

命题 3.1 [11] 以 σ 为强度的 Poisson 分布 πσ 具有如下性质.

(1) πσ是具有如下性质的 Γ(E)上的唯一概率测度:任给有限个互不相交的 E的紧子集A1, . . . , An,

在该概率测度下,

γ 7→ γ(Ai), 1 6 i 6 n

是分别以 {σ(Ai)}16i6N 为参数的独立 Poisson 随机变量, 即

πσ(γ(Ai) = ni, 1 6 i 6 n) =
n∏

i=1

σ(Ai)
ni

ni!eσ(Ai)
, ni ∈ Z+, 1 6 i 6 n.
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(2) σ(E) = ∞ 当且仅当 πσ(γ(E) = ∞) = 1 (无穷粒子系统); σ(E) < ∞ 当且仅当 πσ(γ(E) < ∞)

= 1 (有限粒子系统).

(3) 如果 σ 无原子, 则 πσ(γ({x}) ∈ {0, 1}, x ∈ E) = 1 (每个位置至多有一个粒子).

(4) 令 B+(E) 为 E 上非负可测函数全体, 则∫
Γ(E)

γ(h)πσ(dγ) = σ(h) :=

∫
E

hdσ, h ∈ B+(E).

3.2 Gamma 分布

Poisson 分布所刻画的粒子系统中每个粒子都具有单位质量 1. 而在 Gamma 分布下, 一个粒子的

质量可以是任何正数. 设 0 ̸= θ ∈ M, 即 θ 是 E 上一个非零的有限测度. 以 θ 为强度的 Gamma 分布

Gθ 是 M 上的概率测度, 其 Laplace 变换为∫
M
e−η(h)Gθ(dη) = exp[−θ(log(1 + h))], h ∈ B+(E).

为使用 Poisson 分布来刻画 Gamma 分布, 令 θ̂(ds, dx) = s−1e−sdsθ(dx) 为 Ê := (0,∞)× E 上 Radon

测度, πθ̂ 为以该测度为强度的 Poisson 分布. 令

s(s, x) = s, (s, x) ∈ Ê,

则由命题 3.1(2) 和 3.1(4) 知, πθ̂ 支撑在 Γ(Ê) 的如下子空间上:

Γ0(Ê) := {γ ∈ Γ(Ê) : γ(Ê) = ∞, γ(s) <∞}.

命题 3.2 [16, 17] (1) Gθ 是具有如下性质的 M 上唯一的概率测度: 任给有限个互不相交的 E 的

可测子集 A1, . . . , An, 在概率测度 Gθ 下,

η 7→ η(Ai), 1 6 i 6 n

是分别以 {θ(Ai)}16i6N 为参数的独立 Gamma 随机变量, 即

Gθ(η(Ai) ∈ Bi, 1 6 i 6 n) =
n∏

i=1

∫
Bi

sθ(Ai)−1e−s

Γ(θ(Ai))
ds, Bi ∈ B(R), 1 6 i 6 n.

这里, 当 r = 0 时, sr−1e−s

Γ(r) ds =: δ0(ds) 为 0 处的 Dirac 测度.

(2) Gθ(η(E) > 0) = 1, 且在 Gθ 之下 η 7→ η̄ := η
η(E) 与 η 7→ η(E) 相互独立.

(3) 令 Φ : Γ0(Ê) → M, Φ(
∑∞

i=1 δ(si,xi)) :=
∑∞

i=1 siδxi , 则 Gθ = πθ̂ ◦ Φ
−1.

根据命题 3.2(3) 可知, Gθ 支撑在有限离散测度所组成的空间上:

Mdis :=

{ ∞∑
i=1

siδxi : si > 0, xi ∈ E,
∞∑
i=1

si ∈ (0,∞)

}
.

3.3 Dirichlet 分布

Dirichlet分布刻画总体质量为 1的粒子系统的统计性质,是 Gamma分布在系统总质量为 1之下

的条件分布, 在生物学中用来刻画物种 (人口) 的概率分布. 于是, 以 θ 为强度的 Dirichlet 分布 Dθ 是

P 上的概率测度, 其 Laplace 变换为∫
P

e−µ(h)Dθ(dµ) =
1

Γ(θ(E))

∫ ∞

0

sθ(E)−1e−s−θ(log(1+s−1h))ds, h ∈ B+(E).
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命题 3.3 [18] (1) Dθ 是具有如下性质的P 上唯一的概率测度:任给 E 的可测划分 {A1, . . . , An},
在概率测度 Dθ 下, µ 7→ (µ(A1), . . . , µ(An)) (1 6 i 6 n) 是以 (θ(A1), . . . , θ(An)) 为参数的 Dirichlet 随

机变量, 即 (µ(A1), . . . , µ(An−1)) 是

∆(n−1) :=

{
s ∈ [0, 1]n−1 : si > 0,

n−1∑
i=1

si 6 1

}
上的随机变量, 具有分布密度函数

∆(n−1) ∋ (s1, . . . , sn−1) 7→ Γ(θ(E))

n∏
i=1

s
θ(Ai)−1
i

Γ(θ(Ai))
, sn := 1−

n−1∑
i=1

si.

(2) 令 Ψ : Mdis → P, Ψ(η) = η̄ := η
η(E) , 0 ̸= η ∈ M, 则 Dθ = Gθ ◦Ψ−1.

4 测度值过程的谱空隙

首先考虑 Fleming-Viot过程的泛函不等式, 该过程由外在导数和 Dirichlet分布确定, 然后考虑由

外在导数和内蕴导数共同产生的扩散过程. 由于 Dirichlet 分布是 Poisson 分布和 Gamma 分布的像,

我们也讨论由后两个测度为参考测度所确定的 Poisson 空间 Γ(Ê) 和有限测度空间 M 上的扩散过程.

4.1 Fleming-Viot 过程

设 E 为 Polish 空间, FC∞
b (P) 为 P 上有界光滑柱函数全体, 即 F ∈ FC∞

b (P) 具有如下表示:

F (µ) = f(µ(h1), . . . , µ(hn)), n > 1, f ∈ C∞
b (Rn), hi ∈ Cb(E), µ ∈ P. (4.1)

当 E 具有微分结构时 (如 Riemann 流形), 我们还要求 hi ∈ C∞
b (E). 同样地, 定义 FC∞

b (M).

考虑对称二次型

EDθ
(F,G) :=

∫
P

⟨D̃EF (µ), D̃EG(µ)⟩L2(µ)Dθ(dµ), F,G ∈ FC∞
b (P).

由 (2.1) 知, 对于柱函数 F (µ) = f(µ(h1), . . . , µ(hn)) 和 G(µ) = g(µ(h1), . . . , µ(hn)), f, g ∈ C∞
b (Rn), hi

∈ Cb(E), 有

⟨D̃EF (µ), D̃EG(µ)⟩L2(µ) =

n∑
i,j=1

{(∂if)∂jg}(µ(h1), . . . , µ(hn))Covµ(hi, hj),

其中 Covµ(hi, hj) := µ(hihj)− µ(hi)µ(hj) 是 hi 和 hj 在概率 µ 下的协方差.

命题 4.1 [12] 二次型 (EDθ
,FC∞

b (P))在 L2(Dθ)中可闭,其闭包为对称的拟正则 Dirichlet型,生

成元 (LDθ
,D(LDθ

)) 满足 FC∞
b (P) ⊂ D(LDθ

), 且对于柱函数 F (µ) = f(µ(h1), . . . , µ(hn)), 有

LDθ
F (µ) =

n∑
i,j=1

(∂i∂jf)(µ(h1), . . . , µ(hn))Covµ(hi, hj)

+
n∑

i=1

(∂if)(µ(h1), . . . , µ(hn))(θ(hi)− µ(hi)θ(E)).
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下面考虑该 Dirichlet 型的泛函不等式. 对于概率空间 (E,B, µ) 和 L2(µ) 上对称 Dirichlet 型 (E ,

D(E )) 使得 1 ∈ D(E ), 如果存在 (速率) 函数 β : (0,∞) → (0,∞), 使得

µ(f2) 6 rE (f, f) + β(r)µ(|f |)2, f ∈ D(E ), r > 0, (4.2)

则称该 Dirichlet 型满足超 Poincaré 不等式, 超 Poincaré 不等式成立当且仅当相应的 Markov 半群 Pt

在 L2(µ) 上具有一致可积性:

lim
R→∞

sup
µ(f2)61

µ((Ptf)
21{|Ptf |>R}) = 0, t > 0.

如果相应的 Markov半群 Pt 关于 µ具有 (渐近)密度,则还等价于 (Pt)t>0 为 L2(µ)上紧算子,生成元

的谱是纯离散的 (本征谱集为空集). 还可以使用 β(r) (当 r → 0 时) 的渐近行为来估计生成元谱的离

散程度和半群的一致可积程度. 特别地, 当 (E ,D(E )) 不可约 (即 E (f, f) = 0 当且仅当 f 为常数) 且

log β(r) = O(r−1) 时, (4.2) 等价于对数 Sobolev 不等式

µ(f2 log f2) 6 CE (f, f), f ∈ D(E ), µ(f2) = 1 (4.3)

对于某个常数 C 成立. 根据 Gross 定理 [19], 后者等价于 Pt 的超压缩性: 存在 t > 0 使得 ∥Pt∥2→4 :=

supµ(f2)61 ∥Ptf∥L4(µ) = 1. 如果 limr→0 r log β(r) = 0, 则 (4.2) 强于 (4.3). 例如, 对于 β(r) := cr−p, 其

中 c, p > 0 为常数, (4.2) 等价于维数为 p 的 Nash 不等式, 此时半群具有有界的密度: 存在常数 c > 0,

使得

∥Pt∥1→∞ := sup
µ(|f |)61

∥Ptf∥∞ 6 1 + ct−p/2, t > 0.

关于这些结果的证明和关于泛函不等式的更多结果, 可以参见文献 [6, 20],

在下面的定理中, 考虑 EDθ
的谱空隙、对数 Sobolev 不等式和 Nash 不等式. 其中第一个结果属

于文献 [21], 第二个属于文献 [22], 最后一个来自文献 [18].

定理 4.1 [18, 21,22] 令 (E ,D(E ), µ) = (EDθ
,D(EDθ

),Dθ), 则以下命题成立:

(1) gap(E ) = θ(E).

(2) 对数 Sobolev 不等式 (4.3) 成立当且仅当 θ 的支撑 suppθ 是有限集, 此时在 (4.3) 中可取

C :=
320

min{θ({x}) : x ∈ suppθ}
.

(3) 存在 β : (0,∞) → (0,∞) 使得 (4.2) 成立当且仅当 suppθ 有限. 此时, 令 p :=
∑

x∈suppθ 1

∨{2θ({x})}, 则存在常数 c > 0 使得 (4.2) 对于 β(r) := cr−p 成立.

对于谱空隙的下界估计, 只需要对于柱函数 F (µ) := f(µ(A1), . . . , µ(An)), 其中 n > 1, {Ai}16i6n

为 E 的可测划分, f ∈ C2
b (Rn), 证明 Poincaré 不等式

VarDθ
(F ) 6 1

θ(E)
EDθ

(F, F ).

这样的柱函数所组成的集合在 Dirichlet 型定义域 D(EDθ
) 中是稠密的, 由此知 gap(EDθ

) > θ(E). 由于

限制到这样的划分上, Fleming-Viot 过程转化为简单的有限维扩散过程, 该 Poincaré 不等式易于验证.

另一方面, 对于 E 上非平凡的有界可测函数 h, 令 F (µ) = µ(h) − θ(h)
θ(E) , µ ∈ P, 则由命题 4.1 中

LDθ
的表达式知,

LDθ
F (µ) = −θF (µ), µ ∈ P.
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因而 gap(EDθ
) 6 θ(E). 故定理 4.1(1) 得证.

然而, 定理 4.1 中另外两个结论的证明比较复杂, 有兴趣的读者可参见文献 [18, 22].

问题 4.1 一般地, 定理 4.1(2) 和 4.1(3) 中的最优常数 C 和 p 都是未知的. 如果不能给出精确

值, 是否可以刻画当 θ 的支撑趋于无穷时, 它们收敛到无穷的速度?

4.2 Poisson 空间上的扩散过程

设 (M, ⟨·, ·⟩) 为完备 Riemann 流形, σ(dx) = eV (x)dx, dx 为 M 上体积测度, V ∈W 1,1
loc (M), 则

Eσ(f, g) := σ(⟨∇f,∇g⟩M ), f, g ∈ C∞
0 (M)

在 L2(σ) 中可闭, 其闭包 (Eσ,D(Eσ)) 是对称的正则 Dirichlet 型. 在组态空间 Γ(M) 的柱函数类

FC∞
b (Γ(M)) := {F (γ) = f(γ(h1), . . . , γ(hn)) : n > 1, f ∈ C∞

b (Rn), hi ∈ C∞
0 (M)}

上, 定义二次型

Eπσ (F,G) :=

∫
Γ(M)

⟨DIf(γ), DIg(γ)⟩L2(γ)πσ(dγ)

=

∫
Γ(M)

n∑
i=1

{(∂if)(∂jg)}(γ(h1), . . . , γ(hn))γ(⟨∇hi,∇hj⟩M )πσ(dγ),

其中 F (γ) := f(γ(h1), . . . , γ(hn)), G(γ) := g(γ(h1), . . . , γ(hn)), 则 (Eπσ ,FC∞
b (Γ(M))) 在 L2(πσ) 中可

闭, 其闭包 (Eπσ
,D(Eπσ

)) 是 L2(πσ) 上的对称 Dirichlet 型.

定理 4.2 [23] 如下公式成立: gap(Eπσ ) = λ(σ) := inf{σ(|∇h|2) : h ∈ C∞
0 (M), σ(h2) = 1}.

该结果在文献 [24] 中被推广到弱 Poincaré 不等式情形.

为研究 Gamma 分布和 Dirichlet 分布所对应的 Dirichlet 型的谱空隙, 考虑流形

M := Ê = (0,∞)× E,

其中 E 为完备 Riemann 流形, 对于常数 λ > 0, 考虑 Ê 上的 Riemann 度量

⟨a1∂s + v1, a2∂s + v2⟩Ê := (λs)−1a1a2 + s⟨v1, v2⟩E , a1, a2 ∈ R, v1, v2 ∈ TE. (4.4)

令 θ̂(ds, dx) = s−1e−sdsθ(dx), 其中 θ(dx) = eV (x)volE(dx) 为 E 上有限测度, V ∈ W 1,1
loc (E), volE 为 E

上的体积测度. 由定理 4.2, 文献 [16] 证明了如下结果.

定理 4.3 [16] 设 E 为完备 Riemann 流形, θ(dx) = eV (x)volE(dx) 为有限测度, V ∈ W 1,1
loc (E). 对

于完备 Riemann 流形 (Ê, ⟨·, ·⟩Ê) 和强度 θ̂(ds, dx) := s−1e−sdsθ(dx), 有 gap(Eπθ̂
) = λθ(E).

4.3 M 上的扩散过程

假设 E 为完备 Riemann 流形, 令 FC∞
b (M) 为 M 上光滑柱函数全体. 对于 λ > 0, 考虑二次型

E λ
Gθ

(F,G) =

∫
M
{⟨DLF (η), DLG(η)⟩L2(η) + λ⟨DEF (η), DEG(η)⟩L2(η)}Gθ(dη), F,G ∈ FC∞

b (M).

我们计算相应 Dirichlet 型的谱空隙. 一般地, 可以对该 Dirichlet 型乘以常数使之成为双参数模型

E λ1,λ2

Gθ
(F,G) =

∫
P

{λ1⟨DLF (η), DLG(η)⟩L2(η) + λ2⟨DEF (η), DEG(η)⟩L2(η)}Gθ(dη).
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为简单记, 我们仅考虑 λ1 = 1 和 λ2 = λ 情形. 可以证明

E λ
Gθ

(F,G) = Eπθ̂
(F ◦ Φ, G ◦ Φ), F,G ∈ D(EGθ

).

由此结合定理 4.3, 可证明如下结果.

定理 4.4 [16] 设 E 为完备 Riemann 流形, V ∈W 1,1
loc (E) 使得 θ(dx) = eV (x)volE(dx) 为有限测度,

则二次型 (EGθ
,FC∞

b (M)) 在 L2(Gθ) 中可闭, 其闭包 (EGθ
,D(EGθ

)) 为拟正则的对称 Dirichlet 型, 且

gap(EGθ
) = λθ(E).

文献 [17] 还研究了加权 Gamma 分布和外在导数所确定的 Dirichlet 型的 Poincaré 不等式和弱

Poincaré 不等式.

4.4 PPP 上的扩散过程

设 E 为完备 Riemann 流形, θ(dx) = eV (x)volE(dx) 为有限测度, V ∈W 1,1
loc (E). 考虑二次型

E λ
Dθ
(F,G) :=

∫
P

{⟨DLF (µ), DLG(µ)⟩L2(µ) + λ⟨D̃EF (µ), D̃EG(µ)⟩L2(µ)}Gθ(dµ), F,G ∈ FC∞
b (P).

由于 E λ
Dθ
不能表示成 EGθ

在映射 Ψ(η) = η̄ := η
η(E) 下的像,因此其谱空隙的计算是非平凡的. 文献 [16]

证明了如下结果,其中下界估计由定理 4.1(1)和 E λ
Dθ
(F, F ) > λEDθ

(F, F )得到,而上界估计可以通过取

试验函数 f(µ) := µ(h), h ∈ C∞
0 (E) 获得.

定理 4.5 [16] 设 E 为完备 Riemann 流形, V ∈W 1,1
loc (E) 使得 θ(dx) = eV (x)volE(dx) 为有限测度,

则二次型 (E λ
Dθ
,FC∞

b (P)) 在 L2(Dθ) 上可闭, 闭包为拟正则 Dirichlet 型, 且谱空隙满足如下的双边

估计:

λθ(E) 6 gap(E λ
Dθ
) 6 λθ(E) + λθ(θ(E) + 1),

其中 λθ := inf{θ(|∇h|2) : h ∈ C1
b (E), θ(h) = 0, θ(h2) = 1}. 特别地, 当 λθ = 0 时, gap(E λ

Dθ
) = λθ(M).

问题 4.2 一般地, gap(E λ
Dθ
)的精确值尚待求证,我们猜测它就是上界估计 λθ(E)+λθ(θ(E)+ 1).

5 Wasserstein 空间上的扩散过程与偏微分方程

令 E = Rd, 考虑 Wasserstein 空间

P2 := {µ ∈ P : ∥µ∥2 := µ(| · |2) 1
2 <∞},

这个空间在 Wasserstein 距离 W2 之下是 Polish 空间, 其中

W2(µ1, µ2) := inf
π∈C (µ1,µ2)

(∫
Rd×Rd

|x− y|2π(dx, dy)
) 1

2

, µ1, µ2 ∈ P2.

我们将引入新型随机微分方程, 通过解该方程来构造 Wasserstein 空间上由二阶内蕴或 L 导数的椭圆

微分算子所生成的扩散过程. 因为不涉及外在导数,我们在本节和下一节简记 DL = D. 定义 2.4已经

给出了函数类 C1
b (P2) := CL,1

b (P2), 下面定义二阶可导的函数类 C2
b (P2) 和 C2,2

b (Rd × P2).

定义 5.1 (1) 如果 f ∈ C1
b (P2) 使得 Df(µ)(x) 关于 x 可导, 关于 µL 可导, 且导函数

D2f(µ)(x, y) := D{Df(·)(x)}(µ)(y), ∇{Df(µ)}(x)
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具有关于变量 (x, y, µ) ∈ Rd × Rd × P2 连续有界的版本, 则记 f ∈ C2
b (P2).

(2) 如果 Rd × P2 上的实函数 f 使得

∇f(·, µ)(x), ∇2f(·, µ)(x), (D∇f)(x, µ)(y), D2f(µ)(x, y), Df(µ)(x), ∇{Df(µ)}(x)

存在且具有关于变量 (x, y, µ) ∈ Rd × Rd × P2 有界连续的版本, 则记 f ∈ C2,2
b (Rd × P2).

令 m ∈ N, 假设可测映射

b : [0,∞)× Rd × P2 → Rd, σ : [0,∞)× Rd × P2 → Rd ⊗ Rm

满足条件 ∫
Rd

{|b(t, ·, µ)|+ ∥σ(t, ·, µ)∥2HS}dµ <∞, (t, µ) ∈ [0,∞)× P2,

其中 ∥ · ∥HS 为矩阵的 Hilbert-Schmidt 范数. 对于 t > 0, 考虑微分算子

Ltf(µ) :=
1

2

∫
Rd×Rd

⟨σ(t, y, µ)σ(t, z, µ)∗, D2f(µ)(y, z)⟩µ(dy)µ(dz)

+

∫
Rd

(
1

2
⟨(σσ∗)(t, y, µ),∇{Df(µ)}(y)⟩+ ⟨b(t, y, µ), Df(µ)(y)⟩

)
µ(dy), f ∈ C2

b (P2),

其中 ⟨·, ·⟩ 为 Rd 或 Rd ⊗ Rd 上的 (Hilbert-Schmidt) 内积. 我们也考虑该算子在乘积空间 Rd × P2 上

的延拓

L̃tf(x, µ) := Ltf(x, ·)(µ) +
1

2
⟨σ(t, x, µ)σ(t, x, µ)∗,∇2f(x, µ)⟩+ ⟨b(t, x, µ),∇f(x, µ)⟩

+

∫
Rd

⟨(D∇f)(x, µ)(y), σ(t, y, µ)σ(t, x, µ)∗⟩µ(dy), f ∈ C2,2
b (Rd × P2).

我们拟研究由这两个算子生成的扩散过程, 并用来解 Rd × P2 上的 Schrödinger 型偏微分方程. 为此,

我们先使用像依赖的随机微分方程来构造扩散过程, 建立 Feynman-Kac 公式, 并研究过程的遍历性.

5.1 像依赖的随机微分方程与测度值扩散过程

假设映射

b : Ω× [0,∞)× Rd × P2 → Rd, σ : Ω× [0,∞)× Rd × P2 → Rd ⊗ Rm

关于 σ 代数流 Ft 循序可测, 即任给 t > 0, 限于时刻 t之前它们关于 Ft ×B([0, t])×B(P2)×B(Rd)

可测, 其中 B(·) 为相应拓扑空间上的 Borel σ 代数. 考虑像依赖的随机微分方程

dXx,µ
s,t = b(t,Xx,µ

s,t ,Λ
µ
s,t)dt+ σ(t,Xx,µ

s,t ,Λ
µ
s,t)dWt, Λµ

s,t := µ ◦ (X ·,µ
s,t )

−1, t > s, Xx,µ
s,s = x, (5.1)

其中 Wt 为完备滤波概率空间 (Ω, {Ft}t>0,P) 上的 m 维 Brown 运动, (s, x, µ) ∈ [0,∞)×Rd ×P2. 先

给出该方程解的定义.

定义 5.2 设 (s, µ) ∈ [0,∞) × P2. 如果一族适应过程 {(Xx,µ
s,t )t>s : x ∈ Rd} P-a.s. 满足如下条

件, 我们就称其为方程 (5.1) 的一个解:

(1) Xx,µ
s,t 关于 t ∈ [s,∞) 连续, 关于 x ∈ Rd 可测;

(2) Λµ
s,t := µ ◦ (X ·,µ

s,t )
−1 ∈ P2 关于 t > s 连续;
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(3) E
∫ t

s
(|b(r,Xx,µ

s,r ,Λ
µ
s,r)|+ ∥σ(r,Xx,µ

s,r ,Λ
µ
s,r)∥2HS)dr <∞ 且

Xx,µ
s,t = x+

∫ t

s

b(r,Xx,µ
s,r ,Λ

µ
s,r)dr +

∫ t

s

σ(r,Xx,µ
s,r ,Λ

µ
s,r)dWr, t > s, x ∈ Rd.

如果对于任意的 (s, µ) ∈ [0,∞)× P2, 方程 (5.1) 具有唯一的解, 则称该方程是适定的.

为保证 (5.1) 的适定性, 我们对系数 b 和 σ 作如下假设.

(A) b(t, x, µ) 和 σ(t, x, µ) 关于 (x, µ) ∈ Rd ×P2 连续, 存在 q > 1 和 K ∈ Lq
loc([0,∞) → [0,∞)) 使

得 P-a.s. 对于所有的 t > 0, 有

|b(t, x, µ)|2 + ∥σ(t, x, µ)∥2HS 6 K(t)(1 + |x|2 + ∥µ∥22), (x, µ) ∈ Rd × P2, (5.2)

2⟨b(t, x, µ)− b(t, y, ν), x− y⟩+ + ∥σ(t, x, µ)− σ(t, y, ν)∥2HS

6 K(t)(|x− y|2 +W2(µ, ν)
2), (x, µ), (y, ν) ∈ Rd × P2. (5.3)

定理 5.1 [25] 在假设 (A) 之下, (5.1) 是适定的, 且 Xx,µ
s,t 关于 (t, x) ∈ [s,∞)× Rd 连续. 此外,

(1) 任给 p > 1, 存在增函数 Cp : [0,∞)→ [0,∞), 使得对所有的 06s6 t, x, y∈Rd 和 µ, ν∈P2, 有

E sup
r∈[s,t]

{|Xx,µ
s,r |2p + µ(|X ·,µ

s,r |2)p} 6 Cp(t)(1 + |x|2p + ∥µ∥2p2 ),

sup
r∈[s,t]

E{|Xx,µ
s,r −Xy,ν

s,r |2p +W2(Λ
µ
s,r,Λ

ν
s,r)

2p} 6 Cp(t)(|x− y|2p +W2(µ, ν)
2p).

(2)当系数 (b, σ)非随机时, {(Λµ
s,t)t>s : µ ∈ P2}为算子 Lt 生成的 P2 上的扩散过程,即它是 P2

上轨道连续的强 Markov 过程, 使得对于所有的 µ ∈ P2 和 f ∈ C2
b (P2),

f(Λµ
s,t)− f(µ)−

∫ t

s

Lrf(Λ
µ
s,r)dr, t > s

是一个鞅.

(3)当系数 (b, σ)非随机时, {(Xx,µ
s,t ,Λ

µ
s,t)t>s : µ ∈ P2}为算子 L̃t生成的 Rd×P2上的扩散过程,即

它是 Rd×P2 上轨道连续的强 Markov过程,使得对于所有的 (x, µ)∈Rd×P2 和 f ∈C2,2
b (Rd×P2),有

f(Xx,µ
s,t ,Λ

µ
s,t)− f(x, µ)−

∫ t

s

L̃rf(X
x,µ
s,t ,Λs,r)dr, t > s

是一个鞅.

解的存在性证明基于标准的迭代逼近方法. 只需要对于一个不依赖于初值 (s, x, µ) 的时间 T > 0,

证明方程在时间段 [s, s+ T ] 有解. 可以分以下 4 步完成.

(1) 对于给定的 (s, µ) ∈ [0, T ]× P2, 令

Λ0,µ
s,t = µ, X0,x,µ

s,t = x, x ∈ Rd, t > s.

(2) 假设对于 n ∈ Z+ 构造连续适应过程 (Xn,x,µ
s,t )t>s,x∈Rd , 关于 (t, x) ∈ [s,∞) × P2 连续且对于

某个增函数 c : [0,∞) → [0,∞) 满足

E
[

sup
r∈[s,t]

|Xn,x,µ
s,r |2

]
6 c(t)(1 + |x|2 + ∥µ∥22), t > s, x ∈ Rd, (5.4)
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则 Λn,µ
s,t := µ ◦ (Xn,·,µ

s,t )−1 ∈ P2 关于 t > s 连续.

(3) 令 (Xn+1,x,µ
s,t )t>s 为如下经典随机微分方程的解:

dXn+1,x,µ
s,t = b(t,Xn+1,x,µ

s,t ,Λn,µ
s,t )dt+ σ(t,Xn+1,x,µ

s,t ,Λn,µ
s,t )dWt, t > s, Xn+1,x,µ

s,s = x.

由 (A) 和 (5.4) 知该方程是适定的, 且将 Xn,x,µ
s,t 替换为 Xn+1,x,µ

s,t 时, 不等式 (5.4) 对于某增函数

c : [0,∞) → [0,∞)成立. 此外, Xn+1,x,µ
s,t 关于 (t, x) ∈ [s,∞)×Rd 连续, Λn+1,µ

s,t := µ◦ (Xn+1,·,µ
s,t )−1 ∈ P2

关于 t > s 连续.

(4) 最后证明存在与初值无关的 T > 0, 使得连续适应过程序列 {(Xn,x,µ
s,t ,Λn,µ

s,t )t∈[s,s+T ],x∈Rd}n>0

在完备度量空间 L2(Ω → C([s, s+ T ] → Rd); P) 上为 Cauchy 列, 从而当 n → ∞ 时有极限. 容易验证

该极限就是方程 (5.1) 在时间段 [s, s+ T ] 上的一个解.

而唯一性可以直接对 Xx,µ
s,t 使用 Itô 公式得到. 关于扩散过程生成算子的计算, 则基于下面的关

于测度值过程 Λµ
s,t 的 Itô 公式.

引理 5.1 [25] 假设 (A) 成立, 令 Λµ
s,t := µ ◦ (X ·,µ

s,t )
−1, t > s, 其中 (Xx,µ

s,t : x ∈ Rd)t>s 为 (5.1) 的

解, 则对于任意的 f ∈ C2
b (P2), 有

df(Λµ
s,t) = (Ltf)(Λ

µ
s,t)dt+

⟨∫
Rd

{σ(t, x,Λµ
s,t)

∗(Df)(Λµ
s,t)(x)}µ(dx), dWt

⟩
, t > s.

该公式的证明基于标准的 Taylor 展开. 对于 t > s 和小常数 ε > 0, 考虑

ξr = (1− r)X ·,µ
s,t + rX ·,µ

s,t+ε : Rd → Rd, r ∈ [0, 1],

则在概率空间 (Rd,B(Rd), µ) 上, µ ◦ ξ−1
r 为随机变量 ξr 的分布, 且 ξ′r := d

dr ξr = X ·,µ
s,t+ε − X ·,µ

s,t 在

L2(Rd → Rd;µ) 中存在. 由 L 导数的链式法则 [15], 有

d

dr
f(µ ◦ ξ−1

r ) =

∫
Rd

⟨Df(µ ◦ ξ−1
r ), ξ′r⟩dµ =

∫
Rd

⟨Df(µ ◦ ξ−1
r ), X ·,µ

s,t+ε −X ·,µ
s,t ⟩dµ,

从而,

f(Λµ
s,t+ε)− f(Λµ

s,t) = f(µ ◦ ξ−1
1 )− f(µ ◦ ξ−1

0 )

=

∫ 1

0

(
d

dr
f(µ ◦ ξ−1

r )

)
dr

=

∫
Rd×[0,1]

⟨Df(µ ◦ ξ−1
r )(ξxr ), X

x,µ
s,t+ε −Xx,µ

s,t ⟩µ(dx)dr

=

∫ t+ε

t

(Luf)(Λ
µ
s,u)du+

∫ t+ε

t

⟨∫
Rd

{σ(u, x,Λµ
s,u)

∗(Df)(Λµ
s,u)(x)}µ(dx), dWu

⟩
+ o(ε),

其中 limε→0 ε
−1o(ε) = 0. 详细的论证参见文献 [25].

5.2 Feynman-Kac 公式

考虑 [0, T ]× Rd × P2 上的如下偏微分方程:

∂tU(t, x, µ) + L̃tU(t, x, ·)(µ) + (V U)(t, x, µ) + F (t, x, µ) = 0,

U(T, x, µ) = Φ(x, µ), (t, x, µ) ∈ [0, T ]× Rd × P2,
(5.5)
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其中 T > 0 为常数, Φ 为 Rd ×P2 上函数, 而 V 和 F 为 [0, T ]×Rd ×P2 上函数. 当 Φ、F 和 V 不依

赖于变量 x ∈ Rd 时, 该方程简化为

∂tU(t, µ) + LtU(t, ·)(µ) + (V U)(t, µ) + F (t, µ) = 0,

U(T, µ) = Φ(µ), (t, µ) ∈ [0, T ]× P2.
(5.6)

为建立 Feynman-Kac 公式来表示上述偏微分方程的解, 先引入函数类 C0,2,2
b ([0, T ]× Rk × P2).

定义 5.3 令 k > 1, f 为空间 [0, T ]×Rk×P2 上的实值,或向量值,或矩阵值连续函数. 如果任给

t ∈ [0, T ], f(t, ·, ·) ∈ C2,2
b (Rk×P2)且导函数∇f(t, x, µ)、∇2f(t, x, µ)、Df(t, x, µ)(y)、D{∇f(t, x, µ)}(y)、

∇{Df(t, x, µ)(·)}(y) 和 D2f(t, x, µ)(y, z) 有界连续, 则记 f ∈ C0,2,2
b ([0, T ] × Rk × P2). 如果这样的

f(t, x, µ) 不依赖于变量 x, 则记 f ∈ C0,2
b ([0, T ]× P2).

定理 5.2 [25] 设 b, σ ∈ C0,2,2
b ([0, T ]× Rd × P2) 非随机.

(1)任给 Φ ∈ C2,2
b (Rd×P2), F ∈ C0,2,2

b ([0, T ]×Rd×P2),以及有界的 V ∈ C0,2,2
b ([0, T ]×Rd×P2),

U(t, x, µ) := E

[
Φ(Xx,µ

t,T ,Λ
µ
t,T )e

∫ T
t

V (r,Xx,µ
t,r ,Λµ

t,r)dr +

∫ T

t

F (r,Xx,µ
t,r ,Λ

µ
t,r)e

∫ r
t
V (θ,Xx,µ

t,θ ,Λµ
t,θ)dθdr

]
是 (5.5) 的属于 C0,2,2

b ([0, T ]× Rd × P2) 的唯一解.

(2) 任给 Φ ∈ C2
b (Rd × P2), F ∈ C0,2

b ([0, T ]× P2), 以及有界的 V ∈ C0,2
b ([0, T ]× P2),

U(t, µ) := E

[
Φ(Λµ

t,T )e
∫ T
t

V (r,Λµ
t,r)dr +

∫ T

t

F (r,Λµ
t,r)e

∫ r
t
V (θ,Λµ

t,θ)dθdr

]
是方程 (5.6) 属于 C0,2

b ([0, T ]× P2) 的唯一解.

下面简要介绍证明思路,详细的证明参见文献 [25]. 仅考虑第一种情形. 首先,如果 U ∈ C0,2,2
b ([0, T ]

×Rd × P2) 是方程 (5.5) 的解, 由引理 5.1 中的 Itô 公式, 存在鞅 (Mt)t∈[s,T ], 使得

dU(t,Xx,µ
s,t ,Λ

µ
s,t) = (∂t + L̃t)U(t,Xx,µ

s,t ,Λ
µ
s,t)dt+ dMt

= dMt − (V U + F )(t,Xx,µ
s,t ,Λ

µ
s,t)dt, t ∈ [s, T ].

从而过程

ηt := U(t,Xx,µ
s,t ,Λ

µ
s,t)e

∫ t
s
V (r,Xx,µ

s,r ,Λµ
s,r)dr +

∫ t

s

F (r,Xx,µ
s,r ,Λ

µ
s,r)e

∫ r
s
V (θ,Xx,µ

s,θ ,Λµ
s,θ)dθdr, t ∈ [s, T ]

满足

dηt = e
∫ t
s
V (r,Xx,µ

s,r ,Λµ
s,r)drdMt, t ∈ [s, T ].

由此得到 U(s, x, µ) = Eηs = EηT , 这就是 (1) 中所给出的 U 的概率表示.

反过来,在假设条件下可以证明由 (1)中的概率表示所确定的函数 U 属于 C0,2,2
b ([0, T ]×Rd×P2).

从而, 由 Itô 公式, 有

E[U(t+ ε,Xx,µ
t,t+ε,Λ

µ
t,t+ε)] = U(t+ ε, x, µ) + E

∫ t+ε

t

L̃rU(r,Xx,µ
t,r ,Λ

µ
t,r)dr, t < T, ε ∈ [0, T − t].

而由解的轨道唯一性知,

(X
Xx,µ

t,t+ε,Λ
µ
t,t+ε

t+ε,T ,Λ
Λµ

t,t+ε

t+ε,T ) = (Xx,µ
t,T ,Λ

µ
t,T ), t < T, ε ∈ [0, T − t].
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将这两个式子与 U 的概率表示相结合, 得

U(t, x, µ)− U(t+ ε, x, µ)− E

∫ t+ε

t

L̃rU(r,Xx,µ
t,r ,Λ

µ
t,r)dr

= U(t, x, µ)− E[U(t+ ε,Xx,µ
t,t+ε,Λ

µ
t,t+ε)]

= E[Φ(Xx,µ
t,T ,Λ

µ
t,T )(e

∫ T
t

V (r,Xx,µ
t,r ,Λµ

t,r)dr − e
∫ T
t+ε

V (r,Xx,µ
t,r ,Λµ

t,r)dr)]

+ E

∫ t+ε

t

F (r,Xx,µ
t,r ,Λ

µ
t,r)e

∫ r
t
V (θ,Xx,µ

t,θ ,Λµ
t,θ)dθdr

+ E

∫ T

t+ε

F (r,Xx,µ
t,r ,Λ

µ
t,r)(e

∫ r
t
V (θ,Xx,µ

t,θ ,Λµ
t,θ)dθ − e

∫ r
t+ε

V (θ,Xx,µ
t,θ ,Λµ

t,θ)dθ)dr.

两边除以 ε 并令 ε→ 0, 可证 U 满足方程 (5.5).

5.3 测度值扩散过程的遍历性

本小节考虑时齐情形, 即系数不依赖于时间. 我们作如下假设.

(B) (σ, b) 不依赖于时间, 存在常数 λ ∈ R 和 κ, δ > 0, 使得对所有的 x, y ∈ Rd, µ, ν ∈ P2, 有

2⟨b(x, µ)− b(y, ν), x− y⟩+ ∥σ(x, µ)− σ(y, ν)∥2HS 6 κW2(µ, ν)
2 − λ|x− y|2,

|b(x, µ)|2 + ∥σ(x, µ)∥2HS 6 δ(1 + |x|2 + ∥µ∥22), ∥σ(x, µ)− σ(y, ν)∥2HS 6 δ(|x− y|2 +W2(µ, ν)
2).

令 WRd×P2
2 为 Rd × P2 上的距离

ρ̃((x, µ), (y, ν)) :=
√
|x− y|2 +W2(µ, ν)2

所诱导的 L2 Wasserstein 距离, 而 WP2
2 则是 Polish 空间 (P2,W2) 上的 L2 Wasserstein 距离. 以 Pt

记 L 扩散过程的半群, P̃t 为 L̃ 扩散过程的半群. 在该假设下, 使用 Itô 公式和 Wasserstein 距离的定

义容易证明如下结果.

定理 5.3 [25] 在假设 (B) 之下, 任给 (x, µ) ∈ Rd × P2, 有

EW2(Λ
µ
t ,Λ

ν
t )

2 6 W2(µ, ν)
2e−(λ−κ)t,

E|Xx,µ
t −Xy,ν

t |2 6 |x− y|2e−λt +W2(µ, ν)
2e−(λ−κ)t, t > 0.

特别地, 当 λ > κ 时, 如下命题成立:

(1) P̃t 具有唯一的不变概率测度 Π̃, 且任给初分布 Q̃ ∈ P2(Rd × P2), 有

WRd×P2
2 (Q̃P̃t, Π̃)

2 6 2e−(λ−κ)tWRd×P2
2 (Q̃, Π̃)2, t > 0;

(2) Π := Π̃(Rd × ·) 是 Pt 的唯一不变概率测度, 且任给初分布 Q ∈ P2(P2), 有

WP2
2 (QPt,Π)

2 6 e−(λ−κ)tWP2
2 (Q,Π)2, t > 0.

5.4 Wasserstein 空间上的 Brown 运动

Wasserstein 空间 P2 具有很好的 Riemann 结构. 在 µ ∈ P2 处的切空间为 TµP2 := L2(Rd →
Rd, µ), 梯度为内蕴 (L) 导数, Riemann 度量为 ⟨·, ·⟩L2(µ). 因此, 相应的平方场算子 (square field) 为

Γ(f, g)(µ) :=

∫
Rd

⟨Df(µ)(x), Dg(µ)(x)⟩µ(dx), f, g ∈ C2
b (P2).
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考虑二阶微分算子

∆f(µ) :=

∫
Rd

tr{D2f(µ)(x, x)}µ(dx), f ∈ C2
b (P2).

容易验证

Γ(f, g)(µ) :=
1

2
{∆(fg)− f∆g − g∆f}(µ), f, g ∈ C2

b (P2).

因而, ∆ 是无穷维 Riemann 流形 P2 上的 Laplace 算子.

问题 5.1 如何使用 Dirichlet 理论或随机微分方程构造 P2 上的 Brown 运动 (由 1
2∆ 生成的扩

散过程)? 文献 [26] 讨论了一维单位圆上概率测度组成空间上的 Brown 运动, 通过选取支撑在奇异分

布空间上的参考概率测度, 建立内蕴导数关于该测度积分的分部积分公式, 从而构造了 Dirichlet 型.

然而, 该方法对于空间以及参考测度的限制非常强, 很难进行推广. 主要的困难是选取合理的参考测

度建立分部积分公式. 不同于有限维情形, 此时不存在经典意义下的 “体积测度”. 而本节所介绍的像

随机微分方程也不适用于这个模型. 该问题具有很强的挑战性.

6 分布依赖随机微分方程 LLL 导数的 Bismut 公式

在现实世界中, 随机系统的演化不仅依赖于微观状态 (粒子所处位置), 也依赖于宏观环境 (系统

的分布). 分布依赖 (也叫作 McKean-Vlasov 或平均场)随机微分方程就是描述这样随机系统的数学模

型, 它的分布满足非线性的偏微分方程, 因此具有重要的应用背景和很高的学术价值, 是目前随机分

析领域的一个研究热点.

随机分析对于偏微分方程的一个重要应用是建立热半群的导数公式,以便对热核的导数进行定量

刻画, 研究工具包括 Malliavin 分析和变测度耦合方法 [5]. 文献 [27] 使用变测度耦合方法对于分布依

赖随机微分方程的分布建立了 Harnack 型不等式和梯度估计, 文献 [28] 使用 Malliavin 分析研究了带

跳情形的梯度估计. 本节研究分布依赖随机微分方程的正则性, 建立其解的分布的 L 导数公式, 主要

内容取材于文献 [29]. 下面分别就非退化噪声和退化噪声情形介绍有关成果. 我们仅考虑噪声不依赖

于分布的情形, 对于噪声依赖于分布的模型关于 Harnack 型不等式、梯度估计和 L 导数公式的研究

还没有任何结果. 由于不涉及外在导数, 因此简记 D = DL.

6.1 非退化的分布依赖随机微分方程

考虑 Rd 上的如下随机微分方程:

dXt = bt(Xt,LXt)dt+ σt(Xt)dWt, X0 ∈ L2(Ω → Rd,F0,P), (6.1)

其中 Wt 为完备滤波概率空间 (Ω, {Ft}t>0,P) 上的 d 维 Brown 运动, LXt 为 Xt 的分布,

σ : [0,∞)× Rd × P2 → Rd⊗d, b : [0,∞)× Rd × P2 → Rd

是满足下面条件的可测映射.

(H) 任给 t > 0, 有 bt, σt ∈ C1,(1,0)(Rd × P2). 此外, 存在连续函数 K : [0,∞) → [0,∞) 使得

∥σt(0, δ0)∥+ |bt(0, δ0)| 6 K(t), t > 0,

max

{
∥∇bt(·, µ)(x)∥, ∥DLbt(x, ·)(µ)∥,

1

2
∥∇σt(·, µ)(x)∥2,

1

2
∥DLσt(x, ·)(µ)∥2

}
6 Kt,
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t > 0, x ∈ Rd, µ ∈ P2,

其中对于 L 可导函数 f , 有 ∥DLf(µ)∥ := ∥DLf(µ)(·)∥L2(µ).

对于 µ ∈ P2, 令 Xµ
0 ∈ L2(Ω → Rd,F0,P) 使得 LXµ

0
= µ, (Xµ

t )t>0 为 (6.1) 的初值为 Xµ
0 的解.

对于 T > 0 和 f ∈ Bb(Rd), 我们研究

PT f(µ) := E[f(Xµ
T )]

关于 µ 的 L 导数. 为此, 先考虑沿着 ϕ ∈ L2(Rd → Rd, µ) 的方向导数. 令 vϕt ∈ Rd 是如下线性随机微

分方程的解:

dvϕt = {∇vϕ
t
bt(·,LXµ

t
)(Xt) + (E⟨DLbt(y, ·)(LXµ

t
)(Xµ

t ), v
ϕ
t ⟩) |y=Xµ

t
g}dt

+ {∇vϕ
t
σt(X

µ
t )}dWt, vϕ0 = ϕ(Xµ

0 ). (6.2)

由假设 (H) 可证存在常数 C = C(T ) > 0 使得

sup
t∈[0,T ]

E|vϕt |2 6 Cµ(|ϕ|2).

定理 6.1 [29] 在假设 (H) 之下, 对于任意的 f ∈ Bb(Rd), µ ∈ P2, T > 0, PT f(µ) 关于 µ 是 L 可

导的, 且任给 g ∈ C1([0, T ]) 满足 g0 = 0, gT = 1, 有

DL
ϕ (PT f)(µ) = E

[
f(Xµ

T )

∫ T

0

⟨ζϕt , dWt⟩
]
, ϕ ∈ L2(Rd → Rd, µ), (6.3)

其中

ζϕt := σt(X
µ
t )

−1{g′tv
ϕ
t + (E⟨DLbt(y, ·)(LXµ

t
)(Xµ

t ), gtv
ϕ
t ⟩) |y=Xµ

t
}, t ∈ [0, T ].

下面介绍证明公式 (6.3) 的主要步骤, 而由此验证 PT f 的 L 可导性还需要额外的论证, 详细证明

参见文献 [29].

(1) 对于 ε > 0, 考虑初值为 Xµ,ε
0 := Xµ

0 + εϕ(Xµ
0 ) 的随机微分方程

dXµ,ε
t = bt(X

µ,ε
t ,LXµ,ε

t
)dt+ σt(X

µ,ε
t )dWt,

则 PT f(µ ◦ (Id + εϕ)−1) = Ef(Xµ,ε
T ). 由方向导数 Dϕ 的定义知,

DϕPT f(µ) = lim
ε↓0

1

ε
E[f(Xµ,ε

T )− f(Xµ
T )].

(2) 证明 ∇ϕX
µ
T := limε↓0

1
ε{X

µ,ε
t −Xµ

t } 在 L2(P) 中存在, 且 ∇ϕX
µ
t = vϕt .

(3) 令 ht =
∫ t

0
ζϕs ds, t ∈ [0, T ], 则 DhX

µ
T = vϕT , 其中 Dh 为沿着 h 的 Malliavin 方向导数. 由

Malliavin 导数的分部积分公式并结合 (1) 和 (2), 对于 f ∈ C1
b (Rd), 有

D(PT f)(µ) = E[⟨∇f(Xµ
T ), v

ϕ
T ⟩] = E[Dhf(X

µ
T )] = E

[
f(Xµ

T )

∫ T

0

⟨ζϕt , dWt⟩
]
.

最后通过逼近手段, 将条件 f ∈ C1
b (Rd) 放宽为 f ∈ Bb(Rd).
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6.2 退化的分布依赖随机微分方程

考虑如下的分布依赖随机 Hamilton 系统 Xt = (X
(1)
t , X

(2)
t ) ∈ Rm+d = Rm × Rd:dX

(1)
t = b

(1)
t (Xt)dt,

dX
(2)
t = b

(2)
t (Xt,LXt)dt+ σtdWt,

(6.4)

其中 (Wt)t>0 是 d 维 Brown 运动, σt 为可逆 d× d 矩阵, bt = (b
(1)
t , b

(2)
t ) : Rm+d ×P2 → Rm+d 可测使

得 b
(1)
t (x, µ) = b

(1)
t (x) 不依赖于分布 µ, P2 为 Ed+m 上 L2 Wasserstein 距离. 记 ∇ = (∇(1),∇(2)) 为

Rm+d := Rm × Rd

上的梯度算子, 其中 ∇(i) 是关于第 i 个分量的梯度, i = 1, 2, 则 ∇2 := ∇∇ 为 Rm+d 上的 Hess 矩阵.

此外, 为了保证亚椭圆性, 对于 s > 0, 令 {Kt,s}t>s 为 Rm⊗m 上如下常微分方程的解:

d

dt
Kt,s = (∇(1)b(1))(Xt)Kt,s, t > s, Ks,s = Im×m, (6.5)

其中 Im×m 为 m×m 单位矩阵. 我们需要以下假设.

(H1) b
(1)
t ∈ C2

b (Rm+d → Rm), b
(2)
t ∈ C1,(1,0)(Rm+d × P2 → Rd), 并且存在增函数 K : [0,∞) →

[0,∞) 使得对于所有的 t > 0, (x, µ) ∈ Rd × P2, 有

∥σt(0, δ0)∥+ |bt(0, δ0)|+ ∥∇bt(·, µ)(x)∥+ ∥DLb
(2)
t (x, ·)(µ)∥+ ∥∇2b

(1)
t (·, µ)(x)∥ 6 K(t).

(H2) 存在 B ∈ Bb([0, T ] → Rm⊗d) 和 ε ∈ [0, 1), 使得

⟨(∇(2)b
(1)
t −Bt)B

∗
t a, a⟩ > −ε|B∗

t a|2, ∀ a ∈ Rm.

此外, 存在增函数 θ ∈ C((0, T ]; (0,∞)), 使得∫ t

0

s(T − s)KT,sBsB
∗
sK

∗
T,sds > θtIm×m, t ∈ (0, T ].

根据文献 [30, 定理 1.1], (H2) 蕴含矩阵

Qt :=

∫ t

0

s(T − s)KT,s∇(2)b(1)s (Xs)B
∗
sK

∗
T,sds, t ∈ (0, T ]

是可逆的, 而且

∥Q−1
t ∥ 6 1

(1− ε)θt
, t ∈ (0, T ].

设 (Xµ
t )t∈[0,T ] 是以 µ 为初始分布的方程 (6.4) 的解. 我们计算

PT f(µ) := E[f(Xµ
T )], f ∈ Bb(Rd+m), T > 0

关于 µ 的 L 导数. 为此, 对于 ϕ = (ϕ(1), ϕ(2)) ∈ L2(Rm+d → Rm+d, µ), 令

α
(2)
t =

T − t

T
ϕ(2)(Xµ

0 )−
t(T − t)B∗

tK
∗
T,t∫ T

0
θ2sds

∫ T

t

θ2sQ
−1
s KT,0ϕ

(1)(Xµ
0 )ds
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− t(T − t)B∗
tK

∗
T,tQ

−1
T

∫ T

0

T − s

T
KT,s∇(2)

ϕ(2)(Xµ
0 )
b(1)s (Xµ

s )ds,

α
(1)
t = Kt,0ϕ

(1)(Xµ
0 ) +

∫ t

0

Kt,s∇(2)

α
(2)
s

b(1)s (Xµ
s ) ds, t ∈ [0, T ].

最后, 解常微分方程

dhαt
dt

= σ−1
t {∇αtb

(2)
t (Xµ

t ,LXµ
t
)− (α

(2)
t )′ + (E⟨DLb

(2)
t (y, ·)(LXµ

t
)(Xµ

t ), αt + wα
t ⟩) |y=Xµ

t
},

dwα
t

dt
= ∇wα

t
bt(·,LXµ

t
)(Xµ

t ) + (0, σt(h
α
t )

′), hα0 = wα
0 = 0.

(6.6)

我们有如下的导数公式.

定理 6.2 [29] 在假设 (H1) 和 (H2) 之下, 有 hα ∈ D(D∗) 且 |D∗(hα)| ∈
∩

p>1 L
p(P). 此外, 任给

f ∈ Bb(Rm+d) 和 T > 0, PT f 是 L 可导的, 方向导数满足

DL
ϕ (PT f)(µ) = E[f(XT )D

∗(hα)].

该定理的证明步骤与前面非退化情形类似, 只是此时所构造的 Malliavin 切空间上的向量 h 是非

适应的,因此其散度的计算比较复杂,详细证明与应用参见文献 [29]. 下面举一个满足该定理条件的例

子. 由于 (H1) 比较易于验证, 我们仅考虑条件 (H2).

例 6.1 对于 m×m矩阵 A和 m×d矩阵 B,令 b
(1)
t (x) = Ax(1)+Bx(2), x = (x(1), x(2)) ∈ Rm+d.

如果存在 k > 1 使得下面的 Kalman 秩条件成立:

Rank[B,AB, . . . , AkB] = m,

则存在常数 c = c(T ) > 0 使得假设 (H2) 对于 θt = cT t 成立, 参见文献 [30, 定理 4.2] 的证明. 一般地,

对于这个 b
(1)
t 作小的扰动, 仍然可以保持假设 (H2) 成立.

问题 6.1 本节所介绍的 Malliavin 分析方法, 以及文献 [27] 中所使用的变测度耦合方法, 都不

适用于噪声项依赖于分布的情形. 在该情形对于分布依赖随机微分方程正则性估计的研究, 如梯度估

计、Harnack 不等式和导数公式等, 还处于空白状态.
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