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摘要 设 {An}∞n=1 为一列事件, 记 S :=
∑∞

n=1 1An . 本文分别讨论 P(S < ∞) = 1 与 P(S = ∞) = 1 的

等价刻画, 这些等价刻画分别是 Borel-Cantelli 引理形态和 Kochen-Stone 引理形态, 它们可视作最一

般版本的 Borel-Cantelli 第一、第二引理.
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1 引言

Borel-Cantelli 第一、第二引理是概率论中用于探讨几乎处处收敛性质的基本工具, 具有重要理论

意义与应用价值. 本文给出它们的最一般形式, 即定理 1.1 和 1.3.

如下命题是经典的 Borel-Cantelli 引理 (也称为 Borel-Cantelli 第一引理).

引理 1.1 设概率空间 (Ω,F ,P) 中的事件列 {An}∞n=1 满足

∞∑
n=1

P(An) < ∞, (1.1)

则

∞∑
n=1

1An < ∞ 几乎处处成立. (1.2)

本文给出 (1.2) 的如下等价刻画:
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定理 1.1 对任意给定的概率空间 (Ω,F ,P)中的事件列 {An}∞n=1,
∑∞

n=1 1An < ∞几乎处处成立
的充分必要条件是, 存在自然数的单调上升子列 {nk}∞k=1, 对如下定义的事件列 (约定 n0 := 0):

Bk :=
∪

j∈(nk−1,nk]

Aj ,

有

∞∑
k=1

P(Bk) < ∞. (1.3)

在文献中, Borel-Cantelli 第二引理有多个版本, 我们提供如下一个综合性的版本:

引理 1.2 (Borel-Cantelli 第二引理) 给定概率空间 (Ω,F ,P) 中满足
∞∑

n=1

P(An) = ∞ (1.4)

的事件列 {An}∞n=1, 如果它们还额外满足以下条件(1)–(4)之一:

(1) {An}∞n=1 相互独立;

(2) {An}∞n=1 (两两) 成对独立;

(3) 存在 ℓ1- 序列 {ρ
k
}∞k=1 使得

P(Ai ∩Aj)− P(Ai)P(Aj) 6 ρ|i−j| · [P(Ai) + P(Aj)], ∀ i ̸= j;

(4) 存在无穷矩阵 M = (Mi,j )16i,j<∞ 诱导的有界连续线性变换

ℓ2 → ℓ2, x = (x1, x2, . . .) 7→ xM

使得

P(Ai ∩Aj)− P(Ai)P(Aj) 6 M
i,j

·
√

P(Ai)P(Aj), ∀ i ̸= j,

则

∞∑
n=1

1An
= ∞ 几乎处处成立. (1.5)

上述引理中, 条件 (1) 下的结论是大多数概率论教科书中经典的 Borel-Cantelli 第二引理, 其他条

件下的结论则散布于诸多文献中. 例如, 文献 [8, 定理 2.3.9] 对应于条件 (2), 文献 [22, 定理 3.2] 对

应于条件 (4) (可追溯至 Erdös 和 Rennyi [10] 的工作), 条件 (3) (视作一致混合条件, uniform mixing

condition) 对应的结论记录于文献 [6].

最近从 Dvoretzky 和 Erdös [9] 的工作中发掘整理出如下结果:

定理 1.2 [23] 设 {Sn}∞n=1 是单调递增的正随机变量列. 假设 ESn → ∞, 且存在正常数 C, δ > 0

使得

Var(Sn) 6 C(ESn)
2−δ, ∀n > 1 (1.6)

成立, 或更弱的

Var(Sn) 6
C(ESn)

2

(lnESn)1+δ
, ∀n > 1 (1.7)
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成立, 则

lim
n→∞

Sn

ESn
= 1 几乎处处成立. (1.8)

上述定理可用于系统地论证前述 Borel-Cantelli第二引理. 但实际上, 现存文献中更一般的 Borel-

Cantelli 第二引理是 Kochen 和 Stone [17] 的结果 (也可参见文献 [8, 习题 2.3.10]).

引理 1.3 (Kochen-Stone 引理) 给定满足

∞∑
n=1

P(An) = ∞ (1.9)

的事件列 {An}∞n=1. 记 Sn := 1A1 + · · ·+ 1An , 如果它们满足

lim
n→∞

Var(Sn)

(ESn)2
= 0, (1.10)

则
∑∞

n=1 1An = ∞ 几乎处处成立.

下面给出 (1.5) 的等价刻画:

定理 1.3
∑∞

n=1 1An = ∞几乎处处成立的充分必要条件是,存在自然数的单调上升子列 {nk}∞k=1,

对如下定义的事件列和随机变量列 (约定 n0 := 0):

Bk :=
∪

j∈(nk−1,nk]

Aj , Sm := 1B1 + · · ·+ 1Bm ,

极限方程 (1.10) 和无穷级数方程

∞∑
k=1

P(Bk) = ∞ (1.11)

成立.

最初版本的 Borel-Cantelli 第一、第二引理的建立 (Borel, 1909; Cantelli, 1917; 参见文献 [11]) 已

是一个多世纪前. 历史上关于这两个结果的推广工作自 Borel 的工作之后持续进行着, 参见专著 [1, 6]

和文献 [4,5,7,11–14,18–20] 等. 而基于前人的工作, 定理 1.1 和 1.3 的陈述与证明其实并不太难; 但让

人吃惊的是, 在这些现存文献中并没有我们这两个定理的论述. 尽管目前暂未找到这两个定理的非平

凡应用, 但它们仍应被认为具有重要的理论价值. 最近一些年, 一些学者在动力系统 (及数论) 中发展

并应用了动力系统版本的 Borel-Cantelli 引理 [3, 6, 15,16,21], 或许在这些研究方向中我们的结果能找到

某些恰当的应用.

一言以蔽之, 定理 1.1 和 1.3 可视作最一般版本的 Borel-Cantelli 第一、第二引理. 下一节将给出

其证明.

2 定理 1.1 和 1.3 的证明

为了证明定理 1.1 与 1.3, 我们先证明下面的结果.

引理 2.1 给定自然数的单调递增子列 {nk}∞k=1 及概率空间 (Ω,F ,P) 中的一列事件 {An}∞n=1,

记 Bk :=
∪

j∈(nk−1,nk]
Aj (约定 n0 := 0), 则总有

∞∑
n=1

1An
< ∞ ⇔

∞∑
k=1

1Bk
< ∞, (2.1)
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∞∑
n=1

1An = ∞ ⇔
∞∑
k=1

1Bk
= ∞. (2.2)

证明 此处引理中的观察, 其种子实际播种于 1998 年程士宏教授的《高等概率论》课程 (其教材

参见文献 [2]), 而萌芽、成熟于 15 年后第一作者的相关概率课程的授课期间.

显然, (2.1) 与 (2.2) 等价, 因此此处只证明前者.

由于 1Bk
6

∑
j∈(nk−1,nk]

1Aj , 所以 (2.1) 的 “⇒” 部分是显然成立的.

假定
∑∞

k=1 1Bk
< ∞, 则存在 N < ∞ 使得

1Aj 6 1Bk
= 0, ∀ k > N, j ∈ (nk−1, nk].

于是 1Aj = 0, ∀ j > nN−1. 进而 (2.1) 的 “⇐” 部分也成立.

定理 1.1 的证明 假定 (1.3) 对某子列 {nk}∞k=1 成立. 由 Borel-Cantelli 引理知
∑∞

k=1 1Bk
< ∞

几乎处处成立. 而 (2.1) 推导出了 (1.2).

假定 (1.2) 成立, 即 P(limn→∞ An) = 0, 其中 limn→∞ An :=
∩∞

N=1

∪∞
n=N An. 于是

lim
N→∞

P
( ∞∪

n=N

An

)
= 0.

递归地定义 nk 如下: 定义 n0 := 0 及

nk := inf

{
N > nk−1 : P

( ∞∪
n=N

An

)
6 1

2k

}
, k = 1, 2, . . .

记 Bk :=
∪

j∈(nk−1,nk]
Aj . 显然

P(Bk) 6 P
( ∞∪

j=n
k−1

+1

Aj

)
6 1

2k−1
,

这推导出 (1.3).

定理 1.3 的证明 假设存在子列 {nk}∞k=1 使得 (1.10)及 (1.11)成立,其中 Bk :=
∪

j∈(nk−1,nk]
Aj ,

Sm := 1B1 + · · · + 1Bm . 由 Kochen-Stone 引理可知
∑∞

k=1 1Bk
= ∞ 几乎处处成立. 而 (2.2) 推导出了

(1.5).

现在承认 (1.5) 成立, 即 P(limn→∞ An) = 1, 亦即

lim
N→∞

P
( ∞∪

n=N

An

)
= lim

N→∞
lim

M→∞
P
( M∪

n=N

An

)
= 1.

递归定义 nk 如下: 定义 n0 := 0 及

nk := inf

{
M > nk−1 : P

( M∪
n=nk−1+1

An

)
> 1− 1

2k

}
, k = 1, 2, . . .

记 Bk :=
∪

j∈(nk−1,nk]
Aj 及 Sm := 1B1 + · · · + 1Bm , ∀m > 1. 显然 P(Bk) > 1 − 1

2k
, k = 1, 2, . . . 因此

ESm > m− 1.
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另外,

Var(Sm) =
∑

16k,ℓ6m

Cov(1Bk
, 1Bℓ

) 6
∑

16k,ℓ6m

√
Var(1Bk

)Var(1Bℓ
)

6
∑

16k,ℓ6m

(
1

2

) k+ℓ
2

6
[ √

1/2

1−
√
1/2

]2
= 3 + 2

√
2.

至此, (1.10) 和 (1.11) 已成为显然的事实.

3 讨论

在本文的早期英文版本中, 第一作者曾猜测: (1.5)成立的充分必要条件是存在自然数的单调递增

子列 {nk}∞k=1 使得 (1.10) 和 (1.11) 成立, 其中 Bk := Ank
及 Sm := 1B1 + · · ·+ 1Bm . 第二作者随即提

供了如下反例.

取 X ∼ U({1, 2, 3}), 即 X 是数集 {1, 2, 3} 上的等概率分布的随机变量. 对任意正整数 n, 记

A2n−1 := {X ̸= 1}, A2n := {X ̸= 2}.

显然事件列 {An}∞n=1 满足 (1.5). 而对自然数的任意单调递增子列 {nk}∞k=1, 定义 Bk := Ank
及 Sm :=

1B1
+ · · ·+ 1Bm

, 不难看到 ESm = 2m
3 . 我们断言:

lim
n→∞

Var(Sn)

(ESn)2
> 1

8
> 0. (3.1)

事实上, 记

tm :=
m∑

k=1

1{nk是奇数},

则 tm 是 (确定性的) 非负整数, 并且

Sm = tm · 1{X ̸=1} + (m− tm) · 1{X ̸=2} = m− tm · 1{X=1} − (m− tm) · 1{X=2}.

因此,

Var(Sm) = Var(tm · 1{X=1} + (m− tm) · 1{X=2}) =
2

9
· [t2m + (m− tm)2 − tm(m− tm)] > m2

18
.

于是 (3.1) 成立.
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A note on the first and the second Borel-Cantelli lemmas

Jiansheng Xie & Qihang Wang

Abstract Let {An}∞n=1 be a sequence of events and let S :=
∑∞

n=1 1An . We present in this note equivalent
characterizations for the statements P(S < ∞) = 1 and P(S = ∞) = 1, respectively. These characterizations are
of Borel-Cantelli lemma type and of Kochen-Stone lemma type respectively, which could be regarded as the most
general version of the first and the second Borel-Cantelli lemmas.
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