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摘要 在外三角范畴中, 本文引入同调系统 Θ (又称为 Θ- 系统) 的概念, 此概念统一了模范畴的分层

系统和三角范畴的同调系统.本文证明了一个 Θ-系统能够唯一地确定一个 Θ-投射系统.给定一个 Θ-

投射系统 (Θ,Q,6), 本文也证明了滤链多样性不依赖于滤链的选择, 建立了所有 Θ- 滤对象构成的子

范畴 F(Θ) 和模范畴 mod(B) 中的所有 ∆- 好模构成的子范畴之间的同构, 其中 B 是标准分层代数.
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1 引言

标准分层代数是拟遗传代数的推广, 它与倾斜理论和相对同调代数有很紧密的联系. 为了对标准

模和标准分层代数的经典倾斜模范畴化, Erdmann和 Sáenz [3] 引入了 Ext-内射分层系统的概念. 三角

范畴起源于代数几何和代数拓扑,现如今已经发展成为数学和物理等学科的很多研究中不可缺少的部

分, 而且也与许多重要的结果有着密切联系. 由 Grothendieck [4] 和 Verdier [9] 给出的三角范畴的概念

和完整理论体系的建立标志着代数学发展到了一个新的阶段, 也构建了代数与几何之间的一座桥梁.

有关三角范畴和导出范畴的书籍可参见文献 [10]. Nakaoka 和 Palu [7] 提取了正合范畴和三角范畴中

余挠对的扩张函子的共同性质, 定义了一个新的范畴, 称作外三角范畴. 正合范畴和三角范畴均可以

作为外三角范畴的例子, 当然也存在一些既不是正合范畴也不是三角范畴的外三角范畴的例子. 例如,

三角范畴的扩张封闭子范畴就是外三角范畴,但它既不是三角范畴,也不是正合范畴.更多非平凡外三

角范畴的例子可参见文献 [5, 7, 8, 12,13].

Mendoza 和 Santiago [6] 基于模范畴中分层系统的想法, 在三角范畴中引入了同调系统的概念, 将

很多模范畴中的重要结论推广到三角范畴中来. 外三角范畴作为正合范畴和三角范畴的推广, 一个很

自然的问题是, 是否能够在外三角范畴中引入同调系统的概念? 本文给出了肯定的回答, 即在外三角

范畴中引入了同调系统的概念. 本文主要聚焦同调系统, 给出了很多相关的重要结果.
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本文余下内容的结构如下. 第 2 节回顾 Artin 外三角 R- 范畴的概念, 并给出一些技术性结果, 这

些结果将在证明一个 Θ- 系统能够唯一地确定一个 Θ- 投射系统时使用. 第 3 节引入外三角范畴的 Θ-

投射系统的概念, 并证明一个 Θ- 系统能够唯一地确定一个 Θ- 投射系统. 给定一个 Θ- 投射系统, 本

文也证明了滤链多样性 [M : Θ(i)]ξ 不依赖于滤链 ξ 的选择. 给定一个 Θ- 投射系统 (Θ,Q,6), 第 4 节

构建所有 Θ- 滤对象构成的子范畴和模范畴 mod(B) 中的所有 ∆- 好模构成的子范畴之间的同构, 其

中 B 是标准分层代数.

2 外三角范畴的定义和相关结论

假设 (C ,E, s) 是一个外三角范畴, 现在回顾一些专业术语. 更多有关外三角范畴的知识和相关记

号可参见文献 [7, 第 2 节].

(1) 如果序列 A
x // B

y // C 实现了某个 E- 扩张 δ ∈ E(C,A), 则称这个序列为容许序列 (confla-

tion). 在这种情形下, 称态射 x 为容许单态射 (inflation), 态射 y 为容许满态射 (deflation).

(2) 如果一个容许序列 A
x // B

y // C 实现 δ ∈ E(C,A), 则称 (A
x // B

y // C, δ) 为 E- 三角, 可写

成如下形式:

A
x // B

y // C
δ //___ .

(3)假设 A
x // B

y // C
δ //__ 和 A′ x′

// B′ y′ // C ′ δ
′

//__ 是两个 E-三角. 如果一个三元组 (a, b, c)实现

(a, c) : δ → δ′, 则可写成如下形式:

A
x //

a

��

B
y //

b

��

C
δ //___

c

��
A′ x′

// B′ y′ // C ′ δ′ //___

且称 (a, b, c) 是 E- 三角之间的态射.

(4) 如果对任意的 E- 三角 A
x // B

y // C
δ //__ 和态射 c ∈ HomC (P,C), 均存在 b ∈ HomC (P,B) 使

得 yb = c, 则称对象 P ∈ C 为投射. 用 P 表示 C 中所有投射对象构成的类. 对偶地, 能够定义内射对

象, 所有的内射对象构成的类用 I 表示.

(5) 如果对任意的对象 C ∈ C , 存在一个 E- 三角

A
f // P

g // C
θ //___ ,

其中 P 是投射对象, 则称 C 有足够多的投射. 在这种情形下, A 称为 C 的合冲 (syzygy), 记作 ΩC.

(6) 如果对任意的对象 C ∈ C , 存在一个 E- 三角

C
u // I

v // B
ω //___ ,

其中 I 是内射对象, 则称 C 有足够多的内射. 在这种情形下, B 称为 C 的上合冲 (cosyzygy), 记作

ΣC.

设 f : A→ B 和 g : B → C 是 C 中任意的两个态射. 考虑如下两个条件:

• 如果 gf 是容许单态射, 则 f 也是容许单态射;

• 如果 gf 是容许满态射, 则 g 也是容许满态射.
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称以上的两个条件为弱幂等完备化 (weak idempotent completeness, WIC) 条件 (参见文献 [7, 条

件 5.8]). 本文均假设 C 满足 WIC 条件. 我们知道任意三角范畴和 Krull-Schmidt 的正合范畴都满

足 WIC 条件.

设 R 是一个交换环. 如果它满足如下条件, 则称一个范畴 C 为 R- 范畴:

(1) 对任意的对象 X 和 Y , HomC (X,Y ) 是 R- 模;

(2) C 中的态射合成是 R- 双线性的.

如果对任意的 X,Y ∈ C , HomC (X,Y ) 是有限生成的 R- 模, 则一个 R- 范畴称为 Hom- 有限. 如果对

任意的 X,Y ∈ A ,

F : HomA (X,Y ) → HomB(F (X), F (Y ))

是 R- 模之间的态射, 则一个 R- 范畴之间的函子 F : A → B 称为 R- 函子.

如果对任意的 X,Y ∈ C , E(X,Y ) 是有限生成的 R- 模, 则外三角 R- 范畴 C 称为 Ext- 有限. 如

果它的每一个对象都能够写出一些不可分解的对象直和且这些对象的自同态环是局部的,则加法范畴

称为 Krull-Schmidt 的.

定义 2.1 一个外三角范畴, 如果它是某个 Artin 环 R 上的 R- 范畴且是 Hom- 有限、Ext- 有限

和 Krull-Schmidt 的, 则称它为 Artin 外三角 R- 范畴.

现在给出一些 Artin 外三角 R- 范畴.

例 2.1 设 R 是一个交换 Artin 环.

(1) 如果 Λ 是一个 Artin R- 代数, 则 mod(Λ) 是一个 Artin 正合 R- 范畴. 从而它能够看作是一个

Artin 外三角 R- 范畴.

(2)如果 Λ是一个ArtinR-代数,则有界导出范畴Db(Λ)是一个Artin三角R-范畴.故它也能够看

作是一个 Artin外三角 R-范畴.而三角范畴的扩张封闭的子范畴是外三角范畴 (参见文献 [7,注 2.18]),

但它不是正合范畴, 也不是三角范畴. 因此取 Db(Λ) 的一个扩张封闭的子范畴 B, 则 B 是一个 Artin

外三角 R- 范畴.

引理 2.1 设 C 是一个 Artin 外三角 R- 范畴且有足够多的投射和足够多的内射, A ∈ C , Γ

:= EndC (A)
op

, eA := HomC (A,−) : C → Mod(Γ). 则下列陈述成立:

(1) Γ 是一个 Artin R- 代数;

(2) 限制函子 eA : C → mod(Γ) 是定义良好的且诱导范畴之间的等价 add(A)
≃−→ proj(Γ);

(3) 对任意的 Z ∈ add(A) 和 X ∈ C ,

eA : HomC (Z,X) → HomΓ(eA(Z), eA(X))

是 R- 模之间的同构.

证明 由 Auslander [2] 在模范畴情形所给的证明, 它可以毫无变化地扩展到我们的情形, 故这里

省略证明.

引理 2.2 设 C 是外三角 R- 范畴且 A,C ∈ C 使得 E(C,A) ̸= 0, 则有

(1) 在 C 中存在非可裂的 E- 三角

ηC,A : An
f // B

g // C
δ //___

使得 δ♯A : HomC (An, A) → E(C,A) 是满态射, 其中 n := ℓR(E(C,A)) 是 E(C,A) 的有限 R- 长度.

(2) 如果 E(A,A) = 0, 那么 E(B,A) = 0.
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证明 (1) 因为 n := ℓR(E(C,A)), 所以存在 E(C,A) 的 R- 生成子, 不妨设为 {δi}ni=1. 于是对任

意的 i ∈ [1, n], 有如下 E- 三角:

ηi : A
fi // Bi

gi // C
δi //___ .

取 ξ :=
⊕n

i=1 ηi, 得到 E- 三角

ξ : An //
n⊕
i=1

Bi // Cn //___ .

设 q′′i : C → Cn 是自然嵌入, 则有 E- 三角之间的态射

ηC,A : An
f // B

g //

h��

C
δ //___

q′′i

��
An //

n⊕
i=1

Bi // Cn //___ .

注意到有如下 E- 三角之间的态射:

An //

pi

��

⊕n
i=1Bi

//

p′i

��

Cn //___

p′′i

��
A // Bi // C //___ ,

其中 pi、p′i 和 p′′i 是自然满态射. 合成上述两个交换图, 有如下交换图:

ηC,A : An
f //

pi

��

B
g //

��

C
δ //___

A // Bi // C
δi //___ ,

进而有 δi = (pi)∗δ. 任取态射 a ∈ E(C,A), 则

a =
n∑
i=1

aiδi =
n∑
i=1

ai(pi)∗δ = δ♯A(aipi),

其中 aipi ∈ HomC (An, A). 这证明了 δ♯A : HomC (An, A) → E(C,A) 是满态射. 因为对于每一个 i, 有

δi ̸= 0, 所以 δ ̸= 0. 因此 ηC,A 为所需要的非可裂的 E- 三角.

(2) 因为 E(A,A) = 0, 用函子 HomC (−, A) 作用 E- 三角 ηC,A, 有如下正合列:

HomC (An, A)
δ♯A−−→ E(C,A) −→ E(B,A) −→ E(A,A) = 0.

因为 δ♯A 是满态射, 所以有 E(B,A) = 0.

命题 2.1 设 C 是 Artin 外三角 R- 范畴且有足够多的投射和足够多的内射. 如果

η : A
f // B

g // C
δ //___

是不可裂的 E- 三角并且满足 HomC (A,C) = HomC (ΣA,C) = 0 和 C 是不可分解对象, 则存在不可裂

的 E- 三角 A′ // B′ // C //__ , 其中, A′ 是 A 的直和项, B′ 是 B 的不可分解直和项.
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证明 记 α(B) 是 B 中不可分解的直和项个数. 对 α(B) 应用数学归纳法来完成该结论的证明.

当 α(B) = 1 时, 结论显然成立.

当 α(B) > 1 时, 考虑分解 B = B1 ⊕B2, 其中 B1 是不可分解的, 则 η 能够写成如下形式:

η : A
(f1f2) // B1 ⊕B2

(g1,g2) // C //____ .

用函子 HomC (−, C) 作用 η, 有如下正合列:

HomC (C,C)
HomC (g,C)−−−−−−−→ HomC (B,C) −→ HomC (A,C).

因为 HomC (A,C) = 0, 所以 HomC (g, C) 是满射.

现在证明 HomC (g, C) 是单射, 从而可得到 HomC (g, C) 是同构.

任取 h ∈ KerHomC (g, C), 则有 hg = 0. 由于 C 有足够多的内射, 所以存在 E- 三角

A
x // I

y // ΣA //___ ,

其中 I ∈ I. 于是有如下 E- 三角之间的交换图:

A
f // B

g //

u

��

C
δ //___

w

���
�
�

A
x // I

y // ΣA //___

使得

B
(gu)−−→ C ⊕ I

(w,−y)−−−−→ ΣA //___

是 E- 三角. 因为 hg = 0, 所以有 (h, 0)
(
g
u

)
= 0. 从而存在态射 t : ΣA→ C 使得 t(w,−y) = (h, 0), 即有

h = tw. 而 t ∈ HomC (ΣC,A) = 0, 因此有 h = 0. 这证明了 HomC (g, C) 是单射.

考虑态射 (g1, 0) : B → C 和 (0, g2) : B → C, 则存在态射 s, s′ : C → C 使得 s(g1, g2) = (g1, 0) 和

s′(g1, g2) = (0, g2). 于是得到 sg1 = g1, sg2 = 0, s′g1 = 0, s′g2 = g2.注意到 HomC (g, C)(s+s′) = (g1, g2)

和 HomC (g, C)(1C) = (g1, g2), 则有 s+ s′ = 1C . 我们断言 s 和 s′ 是幂等的.

由于 HomC (g, C)(ss′) = (0, 0) 和 HomC (g, C) 同构, 所以 ss′ = 0. 由于 HomC (g, C)(s′s) = (0, 0)

和 HomC (g, C) 同构, 所以 s′s = 0. 由 s+ s′ = 1C , 有 s2 + ss′ = s, 进而有 s2 = s. 由 s+ s′ = 1C , 有

(s′)2 + s′s = s′, 进而有 (s′)2 = s′.

因为 C 是 Krull-Schmidt 的且 C 是不可分解的, 所以有 s = 0 或者 s′ = 0. 通过上面的等式, 得

到 g1 = 0 或 g2 = 0.

假设 g1 = 0, 则有 g = (g1, g2) = (0, g2) = g2(0, 1). 又因为 g 是容许满态射, 所以由 WIC 条件可

知, g2 是容许满态射. 因此它能够嵌入到一个 E- 三角, 即

W ′ h2 // B2
g2 // C

δ′ //___ .

将其与平凡的 E- 三角

B1

1B1 // B1
// 0 //___

直和得到 E- 三角

B1 ⊕W ′

(
1 0
0 h2

)
−−−−−→ B1 ⊕B2

(0,g2)−−−−→ C //___ .
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通过 (ET3)op, 有如下 E- 三角之间的交换图:

A //

φ

���
�
� B1 ⊕B2

// C //___

B1 ⊕W ′ // B1 ⊕B2
// C //___ .

由文献 [7, 推论 3.6] 知, φ 是同构, 即 W ′ 是 A 的一个直和项.

另一方面, 由 (ET3)op, 也可以得到如下 E- 三角之间的交换图:

W ′ h2 //

ϕ

���
�
� B2

g2 //

(01)
��

C //___

A
f // B

g // C
δ //___ .

我们断言这个 E- 三角
η′ : W ′ h2 // B2

g2 // C
δ′ //___

是不可裂的. 如果它是可裂的, 则 g2 是可裂满的, 从而存在态射 g′ : C → B2 使得 g2g
′ = 1C . 于是

g
(
0
1

)
g′ = g2g

′ = 1C , 即 g 是可裂满的, 这与 η 是不可裂的矛盾. 故 η′ 是不可裂的. 因为 W ′ 是 A 的

一个直和项, 所以有 HomC (W ′, C) = HomC (ΣW ′, C) = 0. 而 α(B2) < α(B). 由归纳假设可知, 结论

成立.

对于 g2 = 0 的情形, 可以类似地证明结论成立. 综上可知结论成立.

注 2.1 从命题 2.1 的证明来看, 这个条件 HomC (ΣA,C) = 0 只用来证明 HomC (g, C) 是单射.

而在正合范畴中, 由于 Hom 函子是左正合的, 因此这个态射 HomC (g, C) 一定是单射. 换言之, 在正

合范畴的框架下, 命题 2.1 成立, 不需要假设条件 HomC (ΣA,C) = 0.

现在介绍外三角范畴中的滤对象, 将在主要结果中使用. 设 (C ,E, s) 是外三角范畴且 X 是 C 的

一个对象类. 如果存在一族 E- 三角

η = {ηi : Mi−1 →Mi → Xi 99K}ni=0

使得 M−1 = 0 = X0、Mn =M 和 Xi ∈ X 对于 i > 1 成立, 则称 M ∈ C 有 X - 滤链. 在这种情形下,

定义两个长度

ℓX ,η(M) := n 和 ℓX (M) := min{ℓX ,η(M) | η 是 M 的一个 X - 滤链}.

用 F(X ) 表示存在 X - 滤链的对象 M ∈ C 构成的类. 关于 X , 我们给出如下 4 个垂直类的记号:

⊥X := {A ∈ C | HomC (A,X) = 0,∀X ∈ X },

X ⊥ := {A ∈ C | HomC (X,A) = 0,∀X ∈ X },
E⊥X := {A ∈ C | E(A,X) = 0,∀X ∈ X },

X E⊥ := {A ∈ C | E(X,A) = 0,∀X ∈ X }.

对于 C 中的两个对象类X 和 Y ,记X ∗Y 是这些对象 A ∈ C 构成的类, A是 E-三角X → A→ Y 99K
的中间项, 其中 X ∈ X 和 Y ∈ Y . 如果 X ∗ X ⊆ X , 则称 X 在扩张下是封闭的.
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注 2.2 设 (C ,E, s) 是一个外三角范畴且 X 是 C 的一个对象类, 则下列陈述成立:

(1) 对任意的 n > 1, 有 F(X ) =
∪
n∈N Fn(X ), 其中 F0(X ) := {0} 和 Fn(X ) := Fn−1(X ) ∗ X ;

(2) 对任意的 M ∈ F(X ), 有 ℓX (M) = min {n ∈ N |M ∈ Fn(X )}.
我们从文献 [11] 中的第 3 节收集了如下 4 个引理, 该文献给出了详细的证明.

引理 2.3 设 C 是外三角范畴, X 是 C 的一个对象类, 则有

⊥X = ⊥F(X ) 和 E⊥X = E⊥F(X ).

引理 2.4 设 C 是外三角范畴, X 是 C 的一个对象类, 则 F(X ) 在扩张下是封闭的. 特别地,

它对有限直和是封闭的.

引理 2.5 设 C 是外三角范畴, Y 和 Z 是 C 的两个对象类.

(1) 如果 HomC (Y ,Z) = 0, 那么 HomC (F(Y ),F(Z)) = 0;

(2) 如果 E(Y ,Z) = 0, 那么 E(F(Y ),F(Z)) = 0.

设 Θ = {Θ(i)}ti=1 是外三角范畴 (C ,E, s) 的一族对象. 给定 M ∈ F(Θ) 的 Θ- 滤链

η = {ηk : Mk−1 →Mk → Xk 99K}nk=0,

其中 M−1 = 0,Mn = M . 记 [M : Θ(i)]ξ 是 Θ(i) 在 M 中的 ξ- 滤链多样性 (ξ-filtration multiplicity),

即 [M : Θ(i)]ξ 是集合 {k ∈ {1, 2, . . . , n} | Xk ≃ Θ(i)} 的基数 (cardinality).

引理 2.6 设 Θ = {Θ(i)}ti=1 是外三角范畴 (C ,E, s)的一族对象,且有 E(Θ(j),Θ(i)) = 0, ∀ j > i.

若 ξ 是关于 M ∈ F(Θ) 的 Θ- 滤链, 则存在 M 的一个 Θ- 滤链 η 和一族 E- 三角 Ξ, 满足如下条件:

(1) 对任意的 i ∈ [1, t], 有 m(i) := [M : Θ(i)]ξ = [M : Θ(i)]η;

(2) 一族 η 是有序的, 即

η = {ηi : Mi−1 →Mi → Θ(ki) 99K}ni=0,

其中, Θ(k0) := 0, M−1 := 0, kn 6 kn−1 6 · · · 6 k1;

(3) Ξ = {Ξi : M ′
i−1 → M ′

i → Θ(λi)
m(λi) 99K}di=0, {Θ(λi)}di=1 是出现在 M 的 Θ- 滤链中不同的

Θ(j) 构成的集合, 而且 Θ(λ0) := 0, M ′
−1 := 0, M ′

d =M , λd < λd−1 < · · · < λ1.

3 外三角范畴的同调系统

本节在外三角范畴中引进同调系统的概念,它可以看作模范畴中分层系统的概念和三角范畴同调

系统概念的统一. 对任意的 n ∈ Z+, 记 [1, n] := {1, 2, . . . , n}. 从现在开始, 如果没有特殊的说明, 均假

设 C 是外三角范畴且有足够多的投射和足够多的内射.

定义 3.1 如果一个二元组 (Θ,6) 满足如下条件:

(S1) 6 关于 [1, t] 是一个全序集;

(S2) Θ = {Θ(i)}ti=1 是 C 中一族不可分解对象;

(S3) 对于 j > i, 有 HomC (Θ(j),Θ(i)) = 0;

(S4) 对于 j > i, 有 E(Θ(j),Θ(i)) = 0;

(S5) HomC (Θ,ΩΘ) = 0,

则这个二元组 (Θ,6) 称为 C 中的一个尺码为 t 的 Θ- 系统.
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定义 3.2 如果一个三元组 (Θ,Q,6) 满足如下条件:

(PS1) 6 关于 [1, t] 是一个全序集;

(PS2) Θ = {Θ(i)}ti=1 是 C 中一族非零的对象;

(PS3) 对于 j > i, 有 HomC (Θ(j),Θ(i)) = 0;

(PS4) Q = {Q(i)}ti=1 是 C 中一族不可分解的对象且满足

Q :=

t⊕
i=1

Q(i) ∈ ⊥(ΩΘ) ∩ ⊥EΘ;

(PS5) 对每一个 i ∈ [1, t], 存在 C 中的 E- 三角

ηi : K(i) // Q(i)
βi // Θ(i) //___

使得 K(i) ∈ F({Θ(j) | j > i}) 和 HomC (ΣK(i),Θ(i)) = 0,

则这个三元组 (Θ,Q,6) 称为 C 中的一个尺码为 t 的 Θ- 投射系统.

定义 3.3 如果一个三元组 (Θ,Y ,6) 满足如下条件:

(IS1) 6 关于 [1, t] 是一个全序集;

(IS2) Θ = {Θ(i)}ti=1 是 C 中一族非零的对象;

(IS3) 对于 j > i, 有 HomC (Θ(j),Θ(i)) = 0;

(IS4) Y = {Y (i)}ti=1 是 C 中一族不可分解的对象且满足

Y :=
t⊕
i=1

Y (i) ∈ (ΩΘ)⊥ ∩Θ⊥E ;

(IS5) 对每一个 i ∈ [1, t], 存在 C 中的 E- 三角

ξi : Θ(i)
αi // Y (i) // Z(i) //___

使得 Z(i) ∈ F({Θ(j) | j < i}) 和 HomC (Θ(i),ΩZ(i)) = 0,

则这个三元组 (Θ,Y ,6) 称为 C 中的一个尺码为 t 的 Θ- 内射系统,

注 3.1 三元组 (Θ,Y ,6)是 C 中的一个尺码为 t的 Θ-内射系统当且仅当 (Θ
op

,Y
op

,6op

)是 C

的反范畴 C
op

中的一个尺码为 t 的 Θ- 投射系统, 其中 6op

与 6 的顺序相反. 所以任意与 Θ- 内射系

统有关的结果, 都能够转化到 Θ- 投射系统, 故仅需处理 Θ- 投射系统有关的问题.

引理 3.1 设 (Θ,Q,6) 是 C 中的一个尺码为 t 的 Θ- 投射系统, 下列陈述成立:

(1) 对于 j > i, 有 HomC (K(j),Θ(i)) = 0 = E(Θ(j),Θ(i));

(2) 对所有 j > i, HomC (βj ,Θ(i)) : HomC (Θ(j),Θ(i)) → HomC (Q(j),Θ(i)) 是一个 Abel 群同构;

(3) 如果 HomC (ΣK(j),ΩΘ(i)) = 0, ∀ i, j ∈ [1, t], 则 HomC (Θ,ΩΘ) = 0.

证明 (1) 设 j > i. 注意到 K(j) ∈ F({Θ(λ) | λ > j}), 对于 λ > j > i, 有

HomC (Θ(λ),Θ(i)) = 0.

由引理 2.5 知, HomC (K(j),Θ(i)) = 0. 考虑定义 3.2(PS5) 中的 E- 三角

ηj : K(j) // Q(j)
βj // Θ(j) //___ .
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用函子 HomC (−,Θ(i)) 作用到 ηj , 有如下正合列:

HomC (K(j),Θ(i)) // E(Θ(j),Θ(i)) // E(Q(j),Θ(i)).

因为 Q ⊆ ⊥EΘ 和 HomC (K(j),Θ(i)) = 0, 所以从上面的正合列可得到

E(Θ(j),Θ(i)) = 0, 对于 j > i 成立.

(2) 假设 j > i. 用函子 HomC (−,Θ(i)) 作用上面的 E- 三角 ηj , 有如下正合列:

HomC (Θ(j),Θ(i))
HomC (βj ,Θ(i))−−−−−−−−−−→ HomC (Q(j),Θ(i)) −→ HomC (K(j),Θ(i)).

由 (1) 知, HomC (K(j),Θ(i)) = 0, 于是对于 j > i, HomC (βj ,Θ(i)) 是满射.

下面证明 HomC (βj ,Θ(i)) 是单射, 从而它是同构.

任取 h ∈ KerHomC (βj ,Θ(i)), 则有 hβj = 0. 由于 C 有足够多的内射, 所以存在 E- 三角

K(j)
x // I

y // ΣK(j) //___ ,

其中 I ∈ I. 于是有如下 E- 三角之间的交换图:

K(j) // Q(j)
βj //

u

��

Θ(j)
δ //___

w

���
�
�

K(j)
x // I

y // ΣK(j) //___

使得

Q(j)
(βj

u )−−−→ Θ(j)⊕ I
(w,−y)−−−−→ ΣK(j) //___

是 E- 三角. 因为 hβj = 0, 所以有 (h, 0)
(
βj

u

)
= 0. 则存在态射 t : ΣK(j) → Θ(i) 使得 t(w,−y) = (h, 0),

即有 h = tw. 而 t ∈ HomC (ΣK(i)[1],Θ(i)) = 0 (参见定义 3.2(PS5)), 因此有 h = 0. 这证明了

HomC (g, C) 是单射.

假设 j > i,则 Ker(HomC (βj ,Θ(i))) ⊆ HomC (Θ(j),Θ(i)) = 0. 同样可以得到 HomC (βj ,Θ(i))也是

同构.

(3) 假设 i, j ∈ [1, t]. 用函子 HomC (−,ΩΘ(i)) 作用 E- 三角

Q(j)
(βj

u )−−−→ Θ(j)⊕ I
(w,−y)−−−−→ ΣK(j) //___ ,

有如下正合列:

HomC (ΣK(j),ΩΘ(i)) // HomC (Θ(j)⊕ I,ΩΘ(i)) // HomC (Q(j),ΩΘ(i)).

因为

Q ⊆ ⊥(ΩΘ), HomC (ΣK(j),ΩΘ(i)) = 0,

所以有 HomC (Θ(j),ΩΘ(i)) = 0, 进而 HomC (Θ,ΩΘ) = 0.

设 Θ = {Θ(i)}ti=1 是外三角范畴 (C ,E, s) 的一族对象. 如果 E(M,F(Θ)) = 0, 则对象 M ∈ C 称为

Θ- 投射. 将 C 中所有 Θ- 投射对象构成的类记作 P(Θ).

705



何婧等: 外三角范畴的同调系统

引理 3.2 假设 C 是 Artin 外三角 R- 范畴且有足够多的投射和足够多的内射, (Θ,Q,6) 是 C

中的一个尺码为 t 的 Θ- 投射系统, 下列陈述成立:

(1) 对任意的 i ∈ [1, t], 定义 3.2(PS5) 中的态射 βi : Q(i) → Θ(i) 均是 Θ(i) 的一个 P(Θ)- 盖;

(2) 设 (Θ,Q′,6) 是 C 中尺码为 t 的另外一个 Θ- 投射系统, 则 Q′ ≃ Q, 即对每一个 i ∈ [1, t], 存

在一个同构 ρi : Q(i) → Q′(i) 使得下图可交换:

Q(i)

βi ""FFFFFFFF
ρi // Q′(i)

β′
i{{xxxxxxxx

Θ(i).

证明 (1) 假设 i ∈ [1, t]. 首先证明 βi : Q(i) → Θ(i) 是右极小的.

我们断言 βi ̸= 0. 事实上, 由引理 3.1(2) 知,

HomC (βi,Θ(i)) : EndT (Θ(i)) → HomT (Q(i),Θ(i))

是同构. 因为 1Θ(i) ̸= 0, 所以 βi = HomC (βi,Θ(i))(1Θ(i)) ̸= 0. 令 f : Q(i) → Q(i) 使得 βif = βi.

假设对任意的 n ∈ Z+, 有 βi = βif
n. 因为 βi ̸= 0, 所以对任意的 n ∈ Z+ 有 fn ̸= 0. 注意到 Q(i)

是不可分解的, 由引理 2.1(1) 知, EndC (Q(i)) 是局部的 Artin R- 代数. 那么 rad(EndC (Q(i))) 是幂

零的, 且与 EndC (Q(i)) 中的非可逆元构成的集合是一致的. 因为 fn ̸= 0, 所以对任意的 n ∈ Z+, 有

f /∈ rad(EndC (Q(i))). 故 f 是可逆的. 这证明了 βi : Q(i) → Θ(i) 是右极小的.

现在证明 βi : Q(i) → Θ(i) 是 Θ(i) 的一个 P(Θ)- 预覆盖. 设 g : X → Θ(i), 则有 X ∈ P(Θ). 用函

子 HomC (X,−) 作用到 E- 三角 ηi (参见定义 3.2(PS5)), 有如下正合列:

HomC (X,Q(i))
HomC (X,βi)−−−−−−−−−→ HomC (X,Θ(i)) −→ E(X,K(i)).

因为 X ∈ P(Θ) 和 K(i) ∈ F(Θ), 所以有 E(X,K(i)) = 0. 这证明了 HomC (X,βi) 是满射. 因此 βi 是

Θ(i) 的一个 P(Θ)- 预覆盖.

(2) 可以直接由 (1) 得到.

设 (Θ,6)是外三角范畴 C 中的一个 Θ-系统.一个很自然的问题是,是否存在 C 中的一族对象 Q

使得 (Θ,Q,6) 成为 Θ- 投射系统. 为了解决这个问题, 需要如下一些准备. 对任意的 a, b ∈ Z (a 6 b),

记 [a, b] := {x ∈ Z | a 6 x 6 b}.
引理 3.3 设 (Θ,6) 是 C 中的一个尺码为 t 的 Θ- 系统, 其中 6 是关于 [1, t] 的自然顺序, 则下

列陈述成立:

(1) 如果 M ∈ F({Θ(j) | j ∈ [i, i + k]}), N ∈ F({Θ(r) | r > i + k}), L ∈ F({Θ(s) | s < i}), 那么
HomC (N,M) = 0, HomC (M,L) = 0;

(2) 如果 M ∈ F({Θ(j) | j ∈ [i, i + k]}), N ∈ F({Θ(r) | r > i + k}), L ∈ F({Θ(s) | s 6 i}), 那么
E(N,M) = 0 和 E(M,L) = 0;

(3) 如果 M,N ∈ F(Θ), 那么 HomC (M,ΩN) = 0.

证明 结论可以由引理 2.5 和 Θ- 系统的定义直接得到.

引理 3.4 设 C 是一个 Artin外三角 R-范畴且有足够多的投射和足够多的内射, (Θ,6)是 C 中

的一个尺码为 t的 Θ-系统, 6是关于 [1, t]的自然顺序,其中 t > 1和 i ∈ [1, t]. 则对每一个 k ∈ [1, t−i],
存在 C 中的 E- 三角 ξk : Vk // Uk // Θ(i) //__ 满足如下条件:

706



中国科学 : 数学 第 53 卷 第 5 期

(1) Uk 是不可分解的;

(2) Vk ∈ F({Θ(j) | i < j 6 i+ k});
(3) 对于 j ∈ [i, i+ k], 有 E(Uk,Θ(j)) = 0.

证明 对 k 应用数学归纳法.

当 k = 1 时, 通过定义有 HomC (Θ(i+1),Θ(i)) = 0. 当 E(Θ(i),Θ(i+1)) = 0 时, 我们所期望的 E-
三角如下:

0 // Θ(i)
1 // Θ(i) //___ 0.

假设 E(Θ(i),Θ(i+ 1)) ̸= 0. 由引理 2.2 知, 存在如下非可裂的 E- 三角:

ξ : Θ(i+ 1)n // B // Θ(i) //___

且 E(B,Θ(i+ 1)) = 0. 用函子 HomC (−,Θ(i)) 作用于 ξ, 有如下正合列:

E(Θ(i),Θ(i)) // E(B,Θ(i)) // E(Θ(i+ 1)n,Θ(i)).

因为 E(Θ(i),Θ(i)) = 0 = E(Θ(i+ 1)n,Θ(i)) = 0, 所以有 E(B,Θ(i)) = 0. 因为

HomC (Θ(i+ 1)n,Θ(i)) = 0 = HomC (Θ(i+ 1)n,ΩΘ(i)) = 0,

由命题 2.1 知, 存在 E- 三角 ξ′ : Θ(i+ 1)m // U1
// Θ(i) //__ , 其中, m 6 n, U1 是 B 的一个不可分

解的直和项. 取 ξ1 := ξ′ 满足题设的条件. 假设存在 E- 三角

ξk : Vk // Uk // Θ(i) //___

满足题设的要求. 我们能够从 ξk 出发, 通过如下方式构造 ξk+1.

如果 E(Uk,Θ(i+ k + 1)) = 0, 则 ξk+1 := ξk 为所求的 E- 三角. 如果 E(Uk,Θ(i+ k + 1)) ̸= 0, 则由

引理 2.2 知, 存在非可裂的 E- 三角

η : Θ(i+ k + 1)a // U // Uk //___

且 E(U,Θ(i+ k + 1)) = 0. 用函子 HomC (−,Θ(i+ k + s)) 作用 η, 其中 s ∈ [−k, 0], 有如下正合列:

E(Uk,Θ(i+ k + s)) → E(U,Θ(i+ k + s)) → E(Θ(i+ k + 1)a,Θ(i+ k + s)).

因为 E(Θ(i+ k + 1)a,Θ(i+ k + s)) = 0, E(Uk,Θ(i+ k + s)) = 0, 则对于 s ∈ [−k, 0], 有

E(U,Θ(i+ k + s)) = 0,

进而对于 j ∈ [i, i+ k + 1], 有 E(U,Θ(j)) = 0.

因为 Uk ∈ F({Θ(j) | j ∈ [i, i+ k]}), 由引理 3.3(1), 有 HomC (Θ(i+ k+1)a, Uk) = 0. 由引理 3.3(3),

得到

HomC (Θ(i+ k + 1)a,ΩUk) = 0.
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由命题 2.1 知, 存在 E- 三角 η′ : Θ(i+ k + 1)d // Uk+1
// Uk //__ , 其中, d 6 a, Uk+1 是 U 的一个不

可分解的直和项. 通过 (ET4)
op

, 有如下 E- 三角之间的交换图:

Θ(i+ k + 1)d // Vk+1
//

µk+1

��

Vk //___

µk

��
Θ(i+ k + 1)d // Uk+1

//

��

Uk //___

��
Θ(i)

���
�
�

Θ(i)

���
�
�

.

注意到 Vk ∈ F({Θ(j) | i < j 6 i+ k}), 由引理 2.4 知,

Vk+1 ∈ F({Θ(j) | i < j 6 i+ k + 1}).

因为 Uk+1 是 U 的一个不可分解的直和项,所以对于 j ∈ [i, i+ k+1], 有 E(Uk+1,Θ(j)) = 0. 因此所期

望的 E- 三角就是上述交换图中的第二列, 即 ξk+1 取 E- 三角

Vk+1
µk+1 // Uk+1

// Θ(i) //___ .

至此完成全部结论的证明.

定理 3.1 设 C 是一个 Artin 外三角 R- 范畴且有足够多的投射和足够多的内射, (Θ,6) 是 C

的一个尺码为 t 的 Θ- 系统. 则在 C 中存在唯一的 (在同构的意义下) 一族对象 Q 使得 (Θ,Q,6) 是

尺码为 t 的 Θ- 投射系统.

证明 不失一般性, 可以假设 6 是关于 [1, t] 的自然顺序. 对于每一个 i < t, 记 ηi := ξt−i, 其中

ξt−i 是引理 3.4 中的 E- 三角

ξt−i : Vt−i // Ut−i // Θ(i) //___ .

设 K(i) := Vt−i 和 Q(i) := Ut−i, 则有 K(i) ∈ F({Θ(j) | j > i}) 和

HomC (Q(i),Θ(j)[1]) = 0, 对于 j > i.

由 E- 三角 ξt−i 知, Q(i) ∈ F({Θ(j) | j > i}). 由引理 3.3(2) 和 3.3(3), 得到 E(Q(i),Θ(r)[1]) = 0 (对于

r 6 i) 和 HomC (Q(i),ΩΘ(r)) = 0 (对任意的 r). 所以对任意的 i, 有 Q(i) ∈ ⊥(ΩΘ) ∩ ⊥EΘ. 对于 i = t,

取如下 E- 三角:

ηt : 0 // Θ(t)
1 //// Θ(t) //___

且记 Q(t) := Θ(t) 和 K(t) := 0, 则此 E- 三角是我们所期望的. 如果还存在另外一族对象 Q′ 使得

(Θ,6) 是一个尺码为 t 的 Θ- 投射系统, 则由引理 3.2 可得 Q ≃ Q′.

将定理 3.1 应用到三角范畴, 有如下结论.

推论 3.1 (参见文献 [6, 定理 5.9]) 设 C 是一个 Artin 三角 R- 范畴, (Θ,6) 是 C 的一个尺码为

t 的 Θ- 系统. 则在 C 中存在唯一的 (在同构的意义下) 一族对象 Q 使得 (Θ,Q,6) 是尺码为 t 的 Θ-

投射系统.
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引理 3.5 设 C 是一个外三角 R- 范畴且有足够多的投射和足够多的内射, (Θ,Q,6) 是 C 的尺

码为 t 的 Θ- 投射系统. 则对于 Q′ ∈ add(Q), R- 函子 HomC (Q′,−) : F(Θ) → Mod(R) 是正合的.

证明 设 η : A
f // B

g //// C //__ 是 F(Θ) 中的 E- 三角且 Q′ ∈ add(Q). 用函子 HomC (Q′,−) 作用

于 η, 则有正合列

HomC (Q′, A)
HomC (Q′,f)−−−−−−−−→ HomC (Q′, B) → HomC (Q′, C) → E(Q′, A).

因为 Q ⊆ ⊥(ΩΘ) ∩ ⊥EΘ, 所以由引理 2.2 知, E(Q′, A) = 0 和 HomC (Q′,ΩC) = 0.

现在证明 HomC (Q′, f) 是单射.

任取 h ∈ KerHomC (Q′, f), 则有 fh = 0. 由于 C 有足够多的投射, 所以存在 E- 三角

ΩC
x // P

y // C //___ ,

其中 P ∈ P. 于是有如下 E- 三角之间的交换图:

ΩC
x //

w

���
�
� P

y //

u

��

C //___

A
f // B

g // C //___

使得

ΩC
(x
w)−−→ P ⊕A

(u,−f)−−−−→ B //___

是 E- 三角. 因为 fh = 0, 所以有 (u,−f)
(
0
h

)
= 0. 从而存在态射 t : Q′ → ΩC 使得

(
x
w

)
t =

(
0
h

)
, 即有

h = wt. 而 t ∈ HomC (Q′,ΩC) = 0, 因此有 h = 0. 这证明了 HomC (Q′, f) 是单射. 因此

0 → HomC (Q′, A) → HomC (Q′, B) → HomC (Q′, C) → 0

是正合列, 故结论成立.

引理 3.6 设 C 是一个外三角 R- 范畴且有足够多的投射和足够多的内射, (Θ,Q,6) 是 C 的尺

码为 t 的 Θ- 投射系统. 则下列陈述成立:

(1) 对任意的 M ∈ F(Θ), M 和 Θ(i) 的滤链多样性 [M : Θ(i)]ξ 不依赖于 M 的 Θ- 滤链 ξ, 因此将

它记为 [M : Θ(i)]. 特别地, ℓΘ(M) =
∑t
i=1[M : Θ(i)].

(2) 对于 i ̸= j, 有 Q(i) ̸≃ Q(j).

证明 (1) 考虑 M ∈ F(Θ) 的 Θ- 滤链

ξ = {ξl : Ml−1
// Ml

// Θ(jl) //___ }nl=0,

其中, M−1 = 0 = Θ(j0), jl ∈ [1, t] (l > 1), Mn =M .

用函子 HomC (Q(i),−) 作用到每一个 E- 三角 ξj , 记 ⟨X,Y ⟩ := ℓR(HomC (X,Y )), 有如下等式:

⟨Q(i),M1⟩ = ⟨Q(i), 0⟩+ ⟨Q(i),Θ(j1)⟩,

⟨Q(i),M2⟩ = ⟨Q(i),Θ(j1)⟩+ ⟨Q(i),Θ(j2)⟩,

⟨Q(i),M3⟩ = ⟨Q(i),M2⟩+ ⟨Q(i),Θ(j3)⟩,
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...

⟨Q(i),M⟩ = ⟨Q(i),Mn−1⟩+ ⟨Q(i),Θ(jn)⟩.

设 ci := ⟨Q(i),M⟩ =
∑t
j=1[M : Θ(j)]ξ⟨Q(i),Θ(j)⟩. 考虑矩阵 D := (dij), 其中 dij := ⟨Q(i),Θ(j)⟩. 由引

理 3.1(2) 可知, D 是一个上三角矩阵且主对角线的每一个元素 dii ̸= 0. 故 det (D) ̸= 0. 通过使用列

向量

X := ([M : Θ(1)]ξ, [M : Θ(2)]ξ, . . . , [M : Θ(t)]ξ)
T

和 C := (c1, c2, . . . , ct)
T, 上面的那些等式能够写成矩阵方程 DX = C. 因为 det(D) ̸= 0, 所以有

X = D−1C. 因此 [M : Θ(j)]ξ 仅仅依赖于数 ci = ⟨Q(i),M⟩ 和 dij = ⟨Q(i),Θ(j)⟩.
(2) 设 i ̸= j. 假设 j > i. 由 (1) 和定义 3.2(PS5), 有 [Q(i) : Θ(i)] = 1 和 [Q(j) : Θ(i)] = 0. 故 Q(i)

̸≃ Q(j).

定义 3.4 设 C 是一个外三角 R- 范畴且有足够多的投射和足够多的内射, (Θ,Q,6) 是 C 的尺

码为 t 的 Θ- 投射系统. M ∈ F(Θ) 的 Θ- 支撑被定义成如下集合:

SuppΘ(M) := {i ∈ [1, t] | [M : Θ(i)] ̸= 0}.

对于 0 ̸= M ∈ F(Θ), 记 max (M) 是关于全序集 6 的 SuppΘ(M) 的最大值, min (M) 是关于全序

集 6 的 SuppΘ(M) 的最小值. 记 max (0) := −∞ 和 min (0) := +∞.

定理 3.2 设 C 是一个外三角 R- 范畴且有足够多的投射和足够多的内射, (Θ,Q,6) 是 C 的尺

码为 t 的 Θ- 投射系统, M ∈ F(Θ) 和 i := min (M). 则存在 C 中的 E- 三角

N // Q0(M)
εM // M //___

满足如下条件:

(1) N ∈ F(Θ) 和 Q0(M) ∈ add(
⊕

j>i Q(j));

(2) min (M) < min (N) (M ̸= 0);

(3) εM : Q0(M) →M 是 M 的一个 P(Θ)- 预覆盖.

证明 如果 M = 0,则平凡的 E-三角 0 → 0 → 0 99K满足题设条件.不失一般性,可以假设 6是
关于 [1, t] 的自然顺序.

如果 M ̸= 0, 则由引理 3.1(1) 和 2.6(3) 知, 存在 E- 三角

N
φ // M

ψ // Θ(i)mi //___ ,

其中 N ∈ F(Θ) 和 min (M) < min (N). 通过对 i = min (M) 进行反向归纳. 如果 i = min (M) = t, 则

有 N = 0. 因为 Q(t) ≃ Θ(t), 所以 0 → Θ(t)mi → Θ(t)mi 99K 是我们所期望的 E- 三角.

设 i = min (M) < t. 如果 N = 0, 则有 M = Θ(i)mi . 那么如下 E- 三角 (见定义 3.2(PS5)):

K(i)mi // Q(i)mi
β
mi
i // Θ(i)mi //___

是我们所期望的. 假设 N ̸= 0. 因为 i = min (M) < min (N), 通过归纳, 可知存在 E- 三角

N ′ // Q0(N)
εN // N //___
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使得 i < min (N) < min (N ′) =: i′, Q0(N) ∈ add(
⊕

j>i′ Q(j)), εN : Q0(N) → N 是 N 的一个 P(Θ)- 预

覆盖. 由引理 3.3 知, 存在如下 E- 三角之间的交换图:

K(i)mi

��

K(i)mi

��
N

i1 // E
p2 //

θ

��

Q(i)mi //___

β
mi
i

��
N

φ // M
ψ //

���
�
� Θ(i)mi //___

���
�
�

.

因为 N ∈ F(Θ), 所以有 E(Q(i), N) = 0. 则上述交换图的第二行的 E- 三角是可裂的. 因此存在态射

i2 : Q(i)mi → E 使得 βmi
i = ψθi2. 定义 α := θi2 和

ε := (φεN , α) : Q0(N)⊕Q(i)mi −→M.

因此有如下交换图:

Q0(N)
j1 //

εN

��

Q0(M)
π2 //

ε

��

Q(i)mi

β
mi
i

��

0 //___

N
φ // M

ψ // Θ(i)mi //___ ,

其中, Q0(M) := Q0(N)⊕Q(i)mi , j1 :=
(
1
0

)
, π2 := (0, 1). 因为 εN 和 βmi

i 均是容许满态射, 所以一定存

在一个容许满态射 ε′ : Q0(M) →M 使得下图是 E- 三角之间的态射:

Q0(N)
j1 //

εN

��

Q0(M)
π2 //

ε′

���
�
�

Q(i)mi

β
mi
i

��

0 //___

N
φ // M

ψ // Θ(i)mi //___ .

因为 ε′ : Q0(M) →M 是容许满态射, 则它能够嵌入到一个 E- 三角

P // Q0(M)
ε′ // M //___ .

由文献 [5, 引理 4.14] 知, 存在如下 E- 三角之间的交换图:

N ′ //

��

P //

��

K(i)mi //___

��
Q0(N)

j1 //

εN

��

Q0(M)
π2 //

ε

��

Q(i)mi //___

β
mi
i

��
N

φ //

���
�
� M

ψ //

���
�
� Θ(i)mi //___

���
�
�

.

711



何婧等: 外三角范畴的同调系统

我们断言

P // Q0(M)
ε′ // M //___

即为所求的 E- 三角. 事实上, 因为

Q0(N) ∈ add

(⊕
j>i′

Q(j)

)
,

其中, i < min (N) < min (N ′) = i′, Q(i)mi ∈ F({Θ(j) | j > i}), 所以有

Q0(M) ∈ add

(⊕
j>i

Q(j)

)
.

因为

K(i)mi ∈ F({Θ(j) | j > i}), N ′ ∈ F({Θ(j) | j > i′}),

其中 i < i′, 从上面图表的第一行可知 P ∈ F({Θ(j) | j > i}), 所以 i = min (M) < min (P [−1]).

最后证明 ε 是 M 的一个 P(Θ)- 预覆盖. 假设 h : X → M 是 C 中的态射且 X ∈ P(Θ). 用函子

HomC (X,−) 作用到 E- 三角 P // Q0(M)
ε′ // M //__ , 则有如下正合列:

HomC (X,Q0(M))
HomC (X,ε′)−−−−−−−−→ HomC (X,M) −→ E(X,P ).

由引理 2.3 知, E⊥Θ = E⊥F(Θ). 因为 P ∈ F(Θ), 所以有 E(X,P ) = 0. 这证明了 HomC (X, ε′) 是满射.

故态射 ε′ 是 M 的一个 P(Θ)- 预覆盖.

将定理 3.2 应用到三角范畴, 有如下结论:

推论 3.2 (参见文献 [6, 定理 5.13]) 设 C 是三角 R- 范畴, (Θ,Q,6) 是 C 的尺码为 t 的 Θ- 投

射系统, M ∈ F(Θ), i := min (M), 则存在 C 中的 E- 三角N // Q0(M)
εM // M //__ 满足如下条件:

(1) N ∈ F(Θ) 和 Q0(M) ∈ add(
⊕

j>i Q(j));

(2) 如果 M ̸= 0, 则 min (M) < min (N);

(3) εM : Q0(M) →M 是 M 的一个 P(Θ)- 预覆盖.

4 标准分层代数与 Θ- 投射系统的联系

设 R 是一个交换环. A 是一个 Artin R- 代数. 记 mod(A) 是所有有限生成的左 A- 模构成的模

范畴. 对任意的 M,N ∈ mod(A), 将所有 M 到 N 的态射像的和称为 M 在 N 中的迹 (trace), 记作

TrM (N). 设 t 是 Grothendieck 群 K0(A) 的秩, 记作 rankK0(A) = t. 将 mod(A) 中所有互不同构且

不可分解的投射模 AP (i) 构成的集合记作 AP = {AP (i) | i ∈ [1, t]}. 所有标准 A- 模构成的集合记作

A∆ = {A∆(i) | i ∈ [1, t]}, 其中 A∆(i) = AP (i)/Tr⊕
j>i AP (j)(AP (i)).

本节假设外三角范畴 (C ,E, s) 满足 WIC 条件.

定理 4.1 设 C 是一个 Artin 外三角 R- 范畴且有足够多的投射和足够多的内射, (Θ,Q,6) 是

C 的尺码为 t 的 Θ- 投射系统, A := EndC (Q)
op

,

eQ := HomC (Q,−) : C → mod(A)

和 AP (i) := eQ(Q(i)). 对于 i ∈ [1, t], 下列陈述成立:
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(1) AP := {AP (i) | i ∈ [1, t]} 是不可分解投射 A- 模的一个代表集. 特别地, A 是基本的且

rankK0(A) = t.

(2) eQ(Θ(i)) ≃ A∆(i), ∀ i ∈ [1, t], 其中 A∆ 能够使用 AP 和给定的关于 [1, t] 的顺序 6 计算.

(3) (A,6) 是一个标准分层代数, 换言之, proj(A) ⊆ F(A∆).

(4) 限制函子 eQ : F(Θ) → F(A∆) 是 R- 范畴之间的正合等价.

证明 通过引理 3.5 可知 eQ = HomC (Q,−) |F(Θ) : F(Θ) → mod(A) 是正合函子.

(1) 可以由引理 2.1 和 3.6(2) 直接得到.

(2) 和 (3) 假设 i ∈ [1, t]. 由定义 3.2(PS5) 和定理 3.2, 有如下两个 E- 三角:

ηi : K(i)
αi // Q(i) // Θ(i) //___ 和 η′i : K ′ // Q′ λi // K(i) //___ ,

其中, K(i),K ′ ∈ F({Θ(j) | j > i}), Q′ ∈ add(
⊕

j>i Q(j)).

用函子 eQ = HomC (Q,−) 作用到 E- 三角 ηi 和 η′i, 则有 mod(A) 中的正合列

εi : eQ(Q
′)

eQ(γi)−−−−→ AP (i) → eQ(Θ(i)) → 0,

其中 γi := αiλi. 我们断言 Im (eQ(γi)) = Tr⊕
j>i AP (j) (AP (i)).

注意到

eQ(Q
′) ∈ add

(⊕
j>i

AP (j)

)
,

于是有 Im (eQ(γi)) ⊆ Tr⊕
j>i AP (j) (AP (i)). 为了证明反包含, 假设 j > i, 考虑 f : AP (j) → AP (i). 通过

定义 3.2(PS3) 和引理 2.1(3) 有 HomA(AP (j), eQ(Θ(i))) = 0. 因此 f 能够进行 eQ(γi) 分解. 这证明了

我们的断言成立. 最后由该断言和正合列 εi 能够得到 (2) 和 (3) 成立.

(4) 因为 eQ : F(Θ) → mod(A) 是正合函子, 剩下的只需要证明函子 eQ : F(Θ) → F(A∆) 是满的、

忠实的和稠密的.

假设 M ∈ F(Θ). 通过对 ℓΘ(M) 进行归纳, 得到 eQ(M) ∈ F(A∆). 如果 ℓΘ(M) 6 1, 那么对某个 i,

有 M = Θ(i)mi . 因此通过 (1) 有 eQ(M) ∈ F(A∆).

假设 ℓΘ(M) > 1. 由引理 3.1(1) 和 2.5(3) 知, 存在 F(Θ) 中的 E- 三角 N → M → Θ(i)m 99K 使得
ℓΘ(N) < ℓΘ(M). 因为 F(A∆) 在扩张下是封闭的, 所以通过归纳可以得到 eQ(M) ∈ F(A∆). 这证明了

Im (eQ |F(Θ)) ⊆ F(A∆).

现在证明 eQ : F(Θ) → F(A∆) 是满的且是忠实的. 假设 M,N ∈ F(Θ). 由定理 3.2 和 eQ 的正合

性, 得到 mod(A) 中的正合列

ε : eQ(Q1) → eQ(Q0) →M → 0

使得 Q0, Q1 ∈ add Q. 从 ε 出发, 可以得到如下正合列之间的交换图:

0 //
C (M,N) //

α1

��

C (Q0, N) //

α2

��

C (Q1, N)

α3

��
0 //

A(eQ(M), eQ(N)) //
A(eQ(Q0), eQ(N)) //

A(eQ(Q1), eQ(N)),

其中 α2 和 α3 均是同构 (参见引理 2.1(3)). 那么由五引理知, α1 也是同构, 这证明了 eQ 是满的且是

忠实的.
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最后证明 eQ : F(Θ) → F(A∆) 是稠密的.

假设 M ∈ F(A∆). 通过对 ℓ
A∆(M) 的 A∆- 长度来证明该结论. 如果 ℓ

A∆(M) = 1, 则对于某个 i,

有 M ≃ A∆(i) ≃ eQ(Θ(i)).

假设 ℓ
A∆(M) > 1, 则存在 mod(A) 中的正合列

0 //
A∆(i) // M // M/A∆(i) // 0,

其中, 对于某个 i, 有 ℓA∆(M/A∆(i)) = ℓA∆(M) − 1. 所以通过归纳假设可知存在 Z ∈ F(Θ) 使得

eQ(Z) ≃M/A∆(i). 而且由定理 3.2 知, 存在 F(Θ) 的 E- 三角

ηZ : Z ′ u−→ Q0(Z)
εZ−−→ Z 99K,

其中 Q0(Z) ∈ add(Q). 则得到 mod(A) 中正合列交换图:

0

��

0

��
eQ(Z

′)

µ

��

eQ(Z
′)

eQ(u)

��
η : 0 //

A∆(i)
i1 // C

p2 //

λ

��

eQ(Q0(Z)) //

eQ(εZ)

��

0

0 //
A∆(i) // M //

��

eQ(Z) //

��

0

0 0.

因为 eQ(Q0(Z)) ∈ proj(A), 所以 η 是可裂的. 因此

C = A∆(i)⊕ eQ(Q0(Z)) ≃ eQ(Θ(i)⊕Q0(Z)), i1 =

(
1

0

)
和 p2 = (0, 1),

即 µ =
(

φ
eQ(u)

)
,其中 φ : eQ(Z

′) → eQ(Θ(i)). 因为限制函子 eQ |F(Θ)是满的,所以存在态射 h : Z ′ → Θ(i)

使得 eQ(h) = φ. 因此 µ = eQ(ψ), 其中 ψ :=
(
h
u

)
. 因为 (0, 1)

(
h
u

)
= u, u 是容许单态射, 所以

(
h
u

)
也是

容许单态射. 因此它能够嵌入到一个 E- 三角

Z ′ (hu)−−→ Θ(i)⊕Q0(Z) −→ X 99K .

由引理 3.4 可知, 存在如下 E- 三角之间的交换图:

Θ(i)

��

Θ(i)

��
Z ′ ψ // Θ(i)

⊕
Q0(Z) //

π2

��

X //___

α

��
Z ′ u // Q0(Z)

εZ //

���
�
� Z //___

���
�
�

,
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其中 π2 := (0, 1). 因为 F(Θ) 在扩张下是封闭的, 所以有 X ∈ F(Θ). 用函子 eQ 作用到上图的第二行,

则有正合列

0 // eQ(Z ′)
eQ(ψ) // eQ(Θ(i)

⊕
Q0(Z)) // eQ(X) // 0.

而 eQ(ψ) = µ, 因此有 eQ(X) ≃ Coker (µ) =M . 这证明了 eQ : F(Θ) → F(A∆) 是稠密的.

将定理 4.1 应用到三角范畴, 有如下结论.

推论 4.1 (参见文献 [6, 定理 6.1]) 设 C 是一个 Artin 三角 R- 范畴, (Θ,Q,6) 是 C 的尺码为

t 的 Θ- 投射系统, A := EndC (Q)
op

, eQ := HomC (Q,−) : C → mod(A) 和 AP (i) := eQ(Q(i)). 对于

i ∈ [1, t], 下列陈述成立:

(1) AP := {AP (i) | i ∈ [1, t]} 是不可分解投射 A- 模的一个代表集, 特别地, A 是基本的且

rankK0(A) = t;

(2) eQ(Θ(i)) ≃ A∆(i), ∀ i ∈ [1, t], 其中 A∆ 能够使用 AP 和给定的关于 [1, t] 的顺序 6 计算;

(3) (A,6) 是一个标准分层代数, 换言之, proj(A) ⊆ F(A∆);

(4) 限制函子 eQ : F(Θ) → F(A∆) 是 R- 范畴之间的正合等价.

命题 4.1 设 C 是一个 Artin 外三角 R- 范畴且有足够多的投射和足够多的内射, (Θ,Q,6) 是

C 的尺码为 t 的 Θ- 投射系统, 则下列陈述成立:

(1) F(Θ) 在扩张和直和项下均是封闭的;

(2) 对每一个 i ∈ [1, t], Θ(i) 是不可分解的;

(3) 对任意的对象 0 ̸=M ∈ F(Θ), 存在 F(Θ) 的 E- 三角 Z → QM →M 99K 使得 QM →M 是 M

的一个 add(Q)- 覆盖且 min (M) < min (Z).

证明 设 A := EndT (Q)op. 通过定理 4.1, 可知 eQ : F(Θ) → F(A∆) 是正合范畴的等价, (A,6) 是

标准分层代数, eQ(Θ(i)) ≃ A∆(i). 因为 A∆(i) 是不可分解的, EndT (Θ(i)) ≃ EndA(A∆(i)), 所以 (2)

成立.

现在证明 (1). 众所周知, F(A∆) 在直和项下是封闭的 (参见文献 [1]). 又因为 eQ 是等价的且 C

和 mod(A) 是 Krull-Schmidt 的, 所以 (1) 成立.

因为 F(A∆) 是 mod(A) 的一个余可解 (resolving) 子范畴 (参见文献 [1]), 通过定理 3.2 和正合等

价 eQ : F(Θ) → F(A∆) 得到 (3) 成立.

推论 4.2 设 C 是一个 Artin 外三角 R- 范畴且有足够多的投射和足够多的内射, (Θ,Q,6) 是

C 的尺码为 t 的 Θ- 投射系统, K := {K(i)}ti=1, 其中对每一个 i, K(i) 是出现在定义 3.2(PS5) 中的对

象. 如果 HomT (ΣK,ΩΘ) = 0, 那么 (Θ,6) 是 C 的尺码为 t 的 Θ- 系统.

证明 结论可以由命题 4.1(2)、引理 3.1(1) 和 3.1(3) 直接得到.

推论 4.3 设 C 是一个 Artin 外三角 R- 范畴且有足够多的投射和足够多的内射, (Θ,Q,6) 是

C 的尺码为 t 的 Θ- 投射系统, 则下列陈述成立:

(1) F(Θ) 在扩张和直和项下均是封闭的;

(2) 从 Θ- 系统 (Θ,6) 出发, 能够找到唯一的 (在同构的意义下) 尺码为 t 的 Θ- 投射系统;

(3) 对任意的对象 0 ̸=M ∈ F(Θ), 存在 F(Θ) 的 E- 三角 Z → QM →M 99K 使得 QM →M 是 M

的一个 add(Q)- 覆盖且 min (M) < min (Z);

(4) F(Θ) ∩ P(Θ) = add(Q).
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证明 结论可由定理 3.1、命题 4.1 和推论 3.2 得到.

推论 4.4 设 C 是一个 Artin 外三角 R- 范畴且有足够多的投射和足够多的内射, (Θ,6) 是 C

的尺码为 t 的 Θ- 系统, 则存在一个标准分层代数 A 使得 RHomC (Q,−) : Db(F(Θ)) −→ Db(mod(A))

是三角范畴之间的等价.

证明 由定理 3.1 知, 存在尺码为 t 的 Θ- 投射系统 (Θ,Q,6). 由定理 4.1(4) 中的等价能够诱导

有界导出范畴 RHomC (Q,−) : Db(F(Θ))
≃−→ Db(F(A∆)). 因为 A 是标准分层代数, 所以由文献 [6, 引

理 7.1] 知, Db(F(A∆)) ≃ Db(mod(A)), 从而结论成立.

致谢 感谢审稿人仔细审理本文并提出宝贵的建议.
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