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摘要: 研究了对方案含有主观偏好且指标取值为区间灰数的多属性决策问题.利用主观条件概率和客观条件概率构造

出灰偏差函数,基于灰偏差函数给出逼近于主观条件概率的优化模型, 通过求解该模型得到了属性的权重向量, 并由区

间灰数排序公式得到方案的排序.应用实例说明了该方法的可行性和有效性.
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� � 多属性决策分析方法是决策理论研究的一个重要

内容,其主要解决具有多个属性(或指标)的有限方案

的排序问题
[ 1- 2]

. 根据决策者对问题提供偏好信息的

方式不同,可将目前提出的多属性决策求解方法分为

三类.第一类是无偏好信息的多属性决策问题,决策者

对决策问题不提供任何偏好信息, 在这种情况下, 可采

用古典的决策规则来解决,如极大极小规则、极大极大

规则等 [ 3] ,也可以采用其它方法确定属性权重,如主成

分分析法
[ 4]
、熵技术法等

[ 3]
.第二类是给出属性偏好的

多属性决策问题,这类问题的分析方法很丰富,如字典

序法、加权法、理想点法、层次分析法等.第三类是给出

方案偏好信息的多属性决策问题. 本文研究的问题属

于第三类.

由于人们的知识水平、经验及认识事物的不确定

性,所以对于某一属性,得到的信息往往是不确定的,

诸如此种类型的决策即是不确定型决策. 本文研究的

主要是给出方案偏好信息且指标取值为区间灰数的多

属性决策问题, 它属于不确定型多属性决策. 基本思

想:首先, 决策者通过某种方式事先给出方案的偏好信

息,再采用类似于层次分析法确定对所有方案的偏好

程度的�主观条件概率 ; 然后,采用加权法则得到决策
问题的各方案的评价值, 再由各方案的评价值计算�客

观条件概率 ;最后, 将客观条件概率的下限或上限逼

近主观条件概率,求出尽可能反映出决策者偏好程度

的方案排序结果.

关于方案的属性评价信息为区间灰数的多属性决

策问题,已有不少成果出现
[ 5- 9]

, 但是, 在属性评价信

息为区间灰数的条件下, 对属性权重的确定、方案综合

信息的集成、风险型群体决策等决策问题的研究还不

够深入系统和完善, 这方面的研究对灰色决策理论的

发展与应用具有一定的价值。

1 � 基本定义

定义 1 [ 10] (区间灰数运算 ) � 对任意区间灰数

a( � ) ! [ a, b] , b( � ) ! [ c , d] , 且 a, b, c, d 均为非负

数,则

a( � ) + b( � ) ! [ a+ b, a + b] ,

a( � ) - b( � ) ! [ a+ b, a + b] ,

a( � ) ∀ b( � ) !

� [min{ a b, ab, ab , a b } , max { a b , ab, ab, a b} ] ,

a( � ) / b( � ) ! [min{ a/ b, a/ b, a/ b, a/ b} ,

� max { a/ b, a/ b, a/ b, a/ b} ] ,

�∀ a( � ) !
[ �a , �a] , �# 0, � ! R

[ �a , �a] , �< 0, � ! R
.

定义 2[ 5] (可能度公式) � 对任意区间灰数 a( � )
! [ a,  a] , b( � ) ! [ b, b] , l a =  a - a, l b =  b - b, 则

a( � ) # b( � ) 的可能度定义为

p ( a( � ) #b( � ) ) =
min{ la + lb , max { a - b, 0} }

l a + l b

(1)

定义 3[ 5] (排序公式) � 若建立的可能度矩阵 p =

( p it ) n∃ m, 其中 p it = p ( r ij ( � ) # r tj ( � ) ) 且 r ij ( � ) 为



需比较的区间灰数, i, t = 1, 2, %n.则排序公式为

ui =
1

n( n - 1)
( &

n

t= 1
p it +

n
2
- 1) (2)

2 � 方法与原理

2. 1 � 主观条件概率的确定方法
若 p

i
ij 是只考虑方案s i 和方案s j 时,决策者将采用

类似于层次分析法( AHP) [ 2] 中1 ~ 9标度来给出选择

方案 s i 的主观条件概率的确定方法:

( i) s i 比 s j ;极端偏好,取 p
i
ij = 1 -

1
9
;

( ii) s i 比 s j ;强烈偏好,取 p
i
ij = 1-

1
7
;

( iii) si 比 s j ;明显偏好,取 p
i
ij = 1-

1
5
;

( iv) s i 比 s j ;稍微偏好, 取 p
i
ij = 1 -

1
3
;

( v) s i 比 s j ; 同样偏好,取 p
i
ij = 1 -

1
2
;

( vi) s i 比 s j ;偏好程度介于上述( i) 与( ii) 之间,取

p
i
ij = 1 -

1
8
;

( vii) s i 比 s j ;偏好程度介于上述( ii) 与( iii) 之间,

取 p
i
ij = 1 - 1

6
;

( viii) s i 比s j ;偏好程度介于上述( iii) 与( iv) 之间,

取 p
i
ij = 1 - 1

4
;

当 p
i
ij 确定后,用 p

i
ij + p

j
ij = 1来确定 p

j
ij .

2. 2 � 决策分析方法
设区间灰数多属性决策问题的方案集 A = { A 1 ,

A 2 , %, A n} ,属性集 G = {G1 , G2 , %, Gm } ,属性的权向

量为w = (w 1 , w 2 , %, w m )
T且满足0 ∋ w k ∋ 1, &

m

k = 1

w k

= 1.方案A i 对属性G j 的属性值记为a ij ( � ) ( i = 1, 2,

%, n; j = 1, 2, %, m) , 所以 决策 矩 阵 为 A =

aij ( � ) n∃m , i = 1, 2, %, n; j = 1, 2, %, m.由于属性

通常有效益型、成本型、固定型、区间型之分, 所以为了

消除量纲而增加可比性, 可将矩阵 A 按一定的方法规

范化 处理, 记 已 规范 化 的决 策 矩阵 为 B =

( bik ( � ) ) n∃m, 其中 bik ( � ) ! [ bik ,  bik ] .
由决策加权法则,决策方案 A i 的综合评价值为

d i ( � ) = &
m

k= 1
bik ( � ) w k , i = 1, 2, %, n (3)

由综合评价值得出方案 A i 与方案A j 的客观条件

概率为:

p
i
ij ( � ) =

&
m

k= 1
bik ( � ) w k

&
m

k= 1

( bik ( � ) + bj k ( � ) ) w k

=

�
[ &

m

k = 1

bikw k , &
m

k= 1

 bikw k ]

[ &
m

k= 1

( bik + bj k ) w k , &
m

k= 1

( bik +  bj k ) w k ]

(4)

所以

p
i
ij ( � ) ! [

&
m

k= 1
bikw k

&
m

k= 1
(!bik + !bj k ) wk

,
&
m

k= 1
!bikw k

&
m

k= 1
( bik + bj k ) wk

] =

� [ p i
ij , ∀p i

ij ] (5)

i, j = 1, 2, %n. 并称 p
i
ij , ∀p i

ij 分别为客观条件概率的下

限值和上限值.

由于决策者给出的主观条件概率是一个精确数,

而客观条件概率是一个区间灰数, 所以它们不完全一

致,为此引入下面灰偏差函数

g
i
ij ( w ) ( � ) = p

i
ij - p

i
ij ( � ) ,

所以

g
i
ij ( w ) ( � ) ! [ p

i
ij - ∀p i

ij , p
i
ij - p

i
ij ] =

� [ g i
ij ( w ) , ∀g i

ij ( w ) ] (6)

则称g
i
ij ( w ) 为下限偏差函数, ∀g i

ij ( w ) 为上限偏差函

数.

为了便于计算, 将上述灰偏差函数 g
i
ij ( w ) ( � ) 的

下限、上限记为

H
i
ij ( w ) = p

i
ij &

m

k= 1
( bik + bj k ) w k - &

m

k= 1
 bikw k ,

� i , j = 1, 2, %, n.

#H i
ij ( w ) = p

i
ij &

m

k= 1

( bik +  bj k ) w k - &
m

k= 1

bikw k ,

� i , j = 1, 2, %, n (7)

显然, 为了使方案的客观条件概率下限值p
i
ij 和上

限值∀p i
ij 最大程度地与主观条件概率相一致, 自然总希

望灰偏差函数 g
i
ij ( w ) ( � ) 的下限偏差函数g

i
ij ( w ) 和

上限偏差函数 ∀g i
ij ( w ) 的模越小越好.为此构造如下最

优化模型 I:

min H (w ) = &
n

i= 1
&
n

j = 1
[ p

i
ij &

m

k= 1
( bik + bjk ) w k -

� &
m

k = 1
 bikw k ]

2
,

s. t . &
m

k= 1
w k = 1, w k # 0, k = 1, 2, %, m (8)

最优化模型 II:

min#H (w ) = &
n

i= 1
&
n

j= 1

[ p
i
ij &

m

k= 1

( bik +  bj k ) w k -

∀324∀ 厦门大学学报(自然科学版) � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2008 年



� &
m

k = 1
bikw k ]

2
,

s. t . &
m

k= 1
w k = 1, w k # 0, k = 1, 2, %m (9)

先求解模型 I: 构造 Lagrange函数

L = &
n

j = 1
&
n

j= 1

[ p
i
ij &

m

k= 1

( bik + bj k ) w k - &
m

k= 1

 bikw k ]
2
+

� 2�( &
m

k= 1
w k - 1) ,

上式中, �为 Lag range乘子,令

∃L
∃w k

= 0, k = 1, 2, %, m.

&
n

i = 1
&
n

j = 1
{ &

m

k= 1
[ p

i
ij ( bik + bjk ) -  bik ] w k } ∀

� [ p i
ij ( bik + bj k ) -

�  bik ] + �= 0, k = 1, 2, %, m (10)

由式(8) 中的约束条件, 可把式(10) 写成含有 m

+ 1个变量w 1 , w 2 , %, w m, �的m+ 1个方程组,可写成

矩阵形式

Q e

e
T
0

%w
�

=
0

1
(11)

式中 e = ( 1, 1, %, 1) T
, Q = ( qlk ) m∃m. 矩阵Q中的元素

构成如下:

qlk = &
n

i= 1
&
n

j= 1
[ p

i
ij ( bik + bj k ) -  bik ] [ p i

ij ( bik + bj k )

� -  bik ] , j , k = 1, 2, %, m.

求方程组( 11) , 则可得出在下限偏差函数 g
i
ij ( w )

的模达到最小条件下多属性决策问题的属性权向量为

w * =
Q
- 1
e

e
T
Q

- 1
e

(12)

同种方法可求解模型 II,可得

w
*
=

Q
- 1
1 e

e
T
Q

- 1
1 e

(13)

其中 e = (1, 1, %, 1) T , Q1 = ( q(lk ) m∃ m,且 Q1中的元素

构成如下:

q(lk = &
n

i= 1
&
n

j = 1
[ p

i
ij ( bik +  bj k ) - bik ] ∀

� [ p i
ij ( bik +  bj k ) - bik ] , � l, k = 1, 2, %, m (14)

所求出的 %w *
为在上限偏差函数∀g i

ij ( w ) 的模达到

最小条件下多属性决策问题的权向量.

值得指出由式( 12)、(13) 得到的属性权向量 w * 、

%w *
是在没有考虑最优化模型 I、II中变量约束w k #0

的情况下求出的.在大多数实际的决策问题中,所求出

的w * , %w * 将满足非负约束条件, 但有时求出的w * 或

%w *
就不能满足,如果是这样, 就需要按照有关求解二

次规划问题中的方法来直接求解 w * 或 %w *
.

在选取属性权向量时可分为下面 3种情况:

( i) 选用下限效果属性权向量 w * ,此时决策者要

求使客观条件概率的下限值与主观条件概率的偏差达

到最小即可;

( ii) 选用上限效果属性权向量 %w *
, 此时决策者要

求使客观条件概率的上限值与主观条件概率的偏差达

到最小即可;

( iii) 折中效果属性权向量 w
*
= �w * + ( 1 -

�) %w *
(0 < �< 1) ,这时决策者综合考虑到客观条件概

率上限值与下限值分别与主观条件概率的偏离程度,

一般情况下取 �= 0. 5.

无论采取上面的任何一种情况, 最后得到属性权

向量记为: w = (w 1 , w 2 , %, w m )
T
.

综上所述, 下面给出用客观条件概率的分析方法

去解区间灰数多属性决策问题的步骤:

步骤 1: 将决策矩阵 A = ( aij ( � ) ) n∃m, 按一定的

方法进行标准化处理, 得到规范化决策矩阵 B =

( bik ( � ) ) n∃m;

步骤 2: 按照上面介绍确定主观条件概率的方法

确定主观条件概率矩阵 p = ( p
i
ij ) n∃ n ;

步骤 3: 设权重向量 w = (w 1 , w 2 , %, w n)
T
,按公

式(4) 计算客观条件概率 p
i
ij ( � ) ,构造最优模型 I、II,

并求解 w * 、%w *
和 w

*
, 这一步也可根据决策者的偏

好,直接选用模型 I或模型 II求解 w * 或 %w *
;

步骤 4:根据决策者的偏好选用 w = (w 1 , w 2 , %,
w m)

T
,然后代入公式(3) 计算决策方案 A i 的综合评价

值 d i ( � ) ( w ) = &
m

k= 1
bik ( � ) w k , i = 1, 2, %, n;

步骤 5: 利用公式 (1) 建立可能度矩阵 p =

( p it ) n∃ n ,其中 p it = p ( d ij ( � ) # d tj ( � ) ) , i, t = 1, 2,

%n; j = 1, 2, %, m.再利用排序公式( 2) 计算各方案

的排序值 u i , u i 越大,方案越优.

3 � 实例分析[ 11]

假设对于某一区间灰数多属性决策问题, 有 A i ( i

= 1, 2, %, 5) 个候选方案,要考虑的属性指标 G j ( j =

1, 2, 3, 4) ,其中 G1 为成本型属性; G2 为固定型属性;

G3为区间型属性; G4 为效益型属性;即: G1 越小越好;

G2为一固定值时是合宜的; G3是在一个固定区间是最

佳的, G4 越大越好. 设 G2 的理想值为 70, G3 的理想区

间为[ 20, 30] . 这 5个方案的属性值为区间灰数, 该问

题的原始矩阵 A = ( aij ( � ) ) 5∃4 为

A =

[ 30, 40] [ 65, 75] [ 20, 35] [ 50, 55]

[ 35, 40] [ 60, 64] [ 30, 35] [ 70, 80]

[ 70, 75] [ 65, 75] [ 25, 35] [ 150, 155]

[ 60, 80] [ 79, 80] [ 35, 40] [ 100, 170]

[ 55, 85] [ 70, 80] [ 10, 19] [ 95, 200]
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第 j 列为 G j 型目标, j = 1, 2, 3, 4.

( i) 将采用下列方法对原始决策矩阵 A 进行标准

化:

1) 对于效益型指标[ 5]

bij =
aij - a

&
j

 a*j - a
&
j

, bij =
aij - a

&
j

 a*j - a
&
j

;

2) 对于成本型指标
[ 5]

bij =
a
*
ij - a ij

 a*j - a
&
j
, bij =

a
*
j - aij

 a*j - a
&
j
,

其中

 a*j = max
1 ∋ i ∋ n

{ aij } , a
&
j = min

1 ∋ i∋ n
{ aij } , j = 1, 2, %, m;

3) 对于区间型属性: 记 [ c
*
, d

*
] 为理想区间,

[ c* , c* ] ) [ d* ) d* ] 为负理想区间且

c* = min
1 ∋ i∋ n

{ aij } , d* = max
1 ∋ i ∋ n

{ a ij } , j = 1, 2, %, m.

则定义

bij =
1
2
[

a ij - c*

d* - c* + aij - c
* +

� d* -  a ij

d * - c* +  a ij - d
* ] ;

若对于 x ! [ c
*
, d

*
] ,都有 x ! [ a ij ,  a ij ] , 则

 bij = 1

或者

 bij = 1 -
1
2

c
*
- aij

d * - c*
+

 aij - d
*

d* - c*
;

4) 对于固定型属性,记 a
*
为理想值,则定义:

bij = 1 -
max ( aij - a

*
,  a ij - a

*
)

max
j

aij - a
*

+ max
j

 a ij - a
* ,

 bij = 1 -
min( aij - a

*
,  a ij - a

*
)

max
j

aij - a
*

+ max
j

 a ij - a
* .

所以采用上面的方法规范化后的决策矩阵为

� � B =

[ 0.8181,1] [ 0. 75, 0. 75] [ 0. 2381, 1] [0, 0.0333]

[0. 8182, 0. 9091] [ 0. 5, 0. 7] [ 0. 3214, 0. 75] [ 0. 1333, 0. 2]

[0. 1819, 0. 2727] [ 0. 75, 0. 75] [ 0. 2857, 1] [ 0. 6667, 0. 7]

[0. 0909, 0. 4545] [ 0. 5, 0. 55] [ 0.2778,0. 5833] [ 0. 3333, 0. 8]

[ 0,0. 5455] [ 0.5, 1] [ 0. 2593, 0. 65] [ 0. 3,0. 5]

( ii) 计算主观条件概率 p = ( p
i
ij ) 5∃ 5

p =

1/ 2 6/ 7 4/ 5 6/ 7 1/ 2

1/ 7 1/ 2 1/ 4 3/ 4 1/ 6

1/ 5 3/ 4 1/ 2 4/ 5 3/ 4

1/ 7 1/ 4 1/ 5 1/ 2 1/ 5

1/ 2 5/ 6 1/ 4 4/ 5 1/ 2

=

�

0. 5 0. 8571 0. 8 0. 8571 0. 5

0. 1429 0. 5 0. 25 0. 75 0. 1667

0. 2 0. 75 0. 5 0. 8 0. 75

0. 1429 0. 25 0. 2 0. 5 0. 2

0. 5 0. 8333 0. 25 0. 8 0. 5

( iii) 由建立的主观条件概率 p = ( p
i
ij ) 5∃ 5 ,及规范

化决策矩阵 B = ( bij ( � ) ) 5∃ 4 ,在这里采用上限效果属

性权向量,即使客观条件的上限值与主观条件概率的

偏差达到最小, 构造模型 II,可求得:

%w *
= (0. 3215, 0. 1587, 0. 2347, 0. 2851) .

( iv) 令 w = %w *
= (0. 3215, 0. 1587, 0. 2347,

0. 2851) , 计算 d i ( � ) ( w ) = &
4

k= 1
bik � w k ,得

d1( � ) ( w ) ! [ 0. 4379, 0. 6847] ,

d2( � ) ( w ) ! [ 0. 4558, 0. 6364] ,

d3( � ) ( w ) ! [ 0. 4346, 0. 6409] ,

d4( � ) ( w ) ! [ 0. 2688, 0. 5984] ,

d5( � ) ( w ) ! [ 0. 2257, 0. 7717] .

( v) 由公式( 1) ,建立可能度矩阵

p =

�

0. 5 0. 5356 0. 5519 0. 7215 0. 5789

0. 4644 0. 5 0. 5216 0. 7205 0. 5652

0. 4481 0. 4784 0. 5 0. 6943 0. 5519

0. 2785 0. 2795 0. 3057 0. 5 0. 4257

0. 4211 0. 4348 0. 4481 0. 5743 0. 5

.

由排序公式(2) 计算方案 A i 的排序数为

u1 = 0. 2194, u2 = 0. 2136, u3 = 0. 2086,

u4 = 0. 1645, u5 = 0. 1939.

所以得到方案的排序为 A 1 ∋ A 2 ∋ A 3 ∋ A 5 ∋
A 4 .

经过分析得到这种排序方法基本上符合决策者对

方案的偏好.

4 � 结束语

本文给出了带有方案偏好信息的不确定型多属性

决策问题的一种解法, 此种方法能最大限度地体现决

策者的主观偏好.文献[ 1]是本文的一个特例.由于决

策问题本身的复杂性及人们对客观事物认识的不确定

性,所以对不确定多属性决策问题的研究有待于进一

步的拓广和深入.
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Abstract: This paper studies multi�attr ibut e decision making problem w ith internal g rey number va lued index , w hich include alter�

nativ e scheme preference info rmation. We construct g r ey dev iated function t hr ough subjective condit ional probability and objectiv e

conditional probability . Based on g rey dev iated funct ion, an approach to subjective conditional pr obability optimized model is pr o�

posed. By using the model, t he attr ibute weights can be got ten. The decision alt ernatives ar e r anked by using the pr ior ity formula o f

interva l g rey number . F inally, an example is g iven to show the feasibility and availability of this method.
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