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摘要 镶嵌数问题与椭圆曲线的算术紧密相关. 利用 Birch 引理和由本文作者之一田野发展的归纳法
来证明 Heegner 点非挠的方法, 本文给出一类多个素因子的镶嵌数的构造, 并且证明相关椭圆曲线的

BSD 猜想 2- 部分. 本文处理的椭圆曲线二次扭族不带复乘, 且其 2-Selmer 群的分布不被已知的猜想
和结论所预测.
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1 引论

一个重要的组合问题是, 对一个给定的正整数 n, 判断是否可以将正三角形分割成 n 个全等三角

形 (参见文献 [1]). 容易看出, 若正三角形可以被分割成 n 个全等三角形, 那么对任意正整数 k, 正三
角形也可以被分割成 nk2 个全等的三角形. 称一个正整数 n 为镶嵌数, 若存在某个正整数 k 使得正

三角形可以被分割成 nk2 个全等的三角形. 显然一个正整数是否为镶嵌数只依赖其平方自由部分.

镶嵌数问题与 θ- 同余数问题相关, 后者是同余数的推广. 一个正整数 n 称为 θ- 同余数, 若存在
一个有理边长三角形使得有一个角为 θ,且若记 cos θ = a

b , a, b ∈ Z, (a, b) = 1,则其面积为 n ·
√
b2 − a2.

我们也称 π
2 - 同余数为同余数, 即 n 是同余数当且仅当其是一个有理直角三角形的面积. n 是镶嵌数

当且仅当 n 是 2π
3 - 或 π

3 - 同余数 (参见文献 [2]).
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我们有如下基本问题:

(1) 判断一个给定的正整数 n 是否为镶嵌数;

(2) 镶嵌数的分布;

(3) 构造给定素因子个数的无平方因子的镶嵌数.

对于 θ- 同余数, 也可以提出类似的问题. 这些问题与椭圆曲线的算术直接相关 (参见文献 [2]).

对于一条给定的椭圆曲线 A/Q, 它有如下两个重要的不变量:

• Mordell-Weil 群 A(Q), 这是一个有限生成的交换群, 称其自由部分的秩 rankZ(A(Q)) 为 A 的代

数秩;

• Hasse-Weil L- 函数 L(s,A), 其有解析延拓且满足函数方程

Ns/2(2π)−sΓ(s)L(s,A) = ϵ ·N (2−s)/2(2π)−(2−s)Γ(2− s)L(2− s,A),

其中 N 为 A 的导子, 称 ϵ ∈ {±1} 为根数, 称 L(s,A) 在 1 处的零点阶数 ords=1L(s,A) 为 A 的解

析秩.

对一个非零有理数 n,记 A(n) 为 A的关于 Q(
√
n)的二次扭,它为 Q上的一条椭圆曲线且做基变

换到 Q(
√
n) 上和 A 做相同的基变换后同构. 对一个无平方因子的大于 3 的正整数 n, 其为一个镶嵌

数当且仅当 Q 上椭圆曲线

E : y2 = x(x− 1)(x+ 3)

的两个二次扭 E(±n) 中至少有一个代数秩为正 (参见文献 [3]).

BSD猜想秩部分断言一条椭圆曲线 A/Q的代数秩 rankZ(A(Q))和解析秩 ords=1L(s,A)相等. 解
析秩的奇偶性可以由根数判断, 当根数为 1 时, 解析秩为偶数; 当根数为 −1 时, 解析秩为奇数. 从而,
猜测当 E(n) 或 E(−n) 的根数为 −1 时, n 为一个镶嵌数. 当根数为 +1 时, 关于镶嵌数对应椭圆曲线
二次扭族的 Tunnell 类型的定理 [4, 5] 可以用来判断 E(n) (n ∈ Z) 的解析秩是否大于 0.

一般地, Goldfeld猜想断言一个椭圆曲线的二次扭族中符号为 +1的椭圆曲线其秩按照概率 100%

为 0, 符号为 −1 的椭圆曲线其秩按照概率 100% 为 1. 关于镶嵌数对应椭圆曲线二次扭族, 有如下结
论: 对一个平方自由的正整数 n,

• L(s,E(n)) 的根数为 −1 当且仅当 n ≡ 6, 10, 11, 13, 17, 18, 21, 22, 23 (mod 24);

• L(s,E(−n)) 的根数为 −1 当且仅当 n ≡ 5, 9, 10, 15, 17, 19, 21, 22, 23 (mod 24).

关于镶嵌数的具体构造, 已经被许多人研究过, 如 Yoshida [6] 和 Kan [7]. 他们通过 Heegner 点的
非平凡性证明了对任意素数 p ≡ −1 (mod 24), E(±p) 的代数秩都为 1. 本文, 我们将文献 [8, 9] 中引入
的用归纳法来研究多个素因子情形的方法推广应用到镶嵌数情形. 如下是本文的主要结果.
定理 1.1 令 n 为一个无平方因子的正整数, 满足下面条件:

(1) n ≡ −1 (mod 24) 且其每个素因子 ≡ ±1 (mod 24);

(2) 虚二次域 Q(
√
−n) 的类群没有 4 阶元,

则对 A = E(±n), 有

(1) A 的 BSD 猜想秩部分成立:

rankZ(A(Q)) = 1 = ords=1L(s,A);

(2) A 的 BSD 公式 2- 部分成立且其 Sha 群的阶 #X(A/Q) 为奇数.
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镶嵌数或更一般的 θ 同余数问题对应于某些椭圆曲线二次扭族的算术性质. 镶嵌数对应的椭圆
曲线二次扭族与人们之前研究的二次扭族相比有许多很不一样的性质. 例如, 这个扭族不带有复乘;
#E(Q)[2] = 4 且 E 有一个有理 4- 循环同源. 一般地, 对于椭圆曲线 A/Q, 若 A 没有 2 阶有理挠点,
或 #A(Q)[2] = 4 且 A 没有有理 4- 循环同源, 则 A 的二次扭族 2-Selmer 群甚至 2∞-Selmer 群的分布
已经研究得很清楚 (参见文献 [10]), 其满足一般的猜想 (参见文献 [11]). 但是对于镶嵌数对应的二次
扭族, 我们甚至还没有一个其 2-Selmer 群分布的猜想.

现在概述通过构造非平凡 Heegner 点来构造镶嵌数的方法. 令 A 为一个导子是 N 的椭圆曲线,

K 为一个判别式为 D 的虚二次域且使得 (A,K) 满足经典的 Heegner 假设, 即任意整除 N 的素数都

在 K 中分裂. 从而 K 的整数环 OK 中存在一个范为 N 的理想 N 使得 OK/N ≃ Z/NZ. 通过模参数
化 f : X0(N) → A 和复乘理论可构造 Heegner 点

yK = TrHK/Kf(P ) ∈ A(K),

这里 HK 为 K 的 Hilbert 类域,

P := (C/OK → C/N−1) ∈ X0(N)(HK).

Gross-Zagier (参见文献 [12]) 和 Kolyvagin [13] 的深刻定理说明, 若 yK 是非挠的, 则 A(D) 的代数秩和

解析秩都为 1. 且也有精确公式将 L′(1, A(D)) 和 yK 的 Néron-Tate 高度联系起来 (参见文献 [14]). 例
如,对 A = E(−1), K = Q(

√
−n)使得 n ≡ −1 (mod 24). 若 yK 非挠,则 E(n) 的代数秩与解析秩均为 1,

从而 n 是镶嵌数.

现在问题归结到如何构造 K 使得 yK 非挠. 当 yK 不是挠点时, Gross-Zagier 公式和一般的精确
BSD 猜想预言: 当 Sha 群 2- 部分平凡时 (这可以由 2 递降方法检验, 参见命题 4.1), yK 的 2 可除性

本质上等于 Tamagawa 数
∏

ℓ cℓ(A
(D)) 关于 4 的阶. 若 #A(Q)[2] = 4, 则由亏格 (genus) 理论可知 yK

的 2 不可除性应该与 ord2#(Cl(K)/2Cl(K)) = µ(D)− 1 很接近, 其中 µ(·) 代表素因子个数.

我们通过考虑 Heegner 点 yK 和其扭

yχ =
∑

σ∈Gal(HK/K)

χ(σ)f(P )σ

之间的关系来证明上述猜测, 其中 χ 跑遍所有 Gal(HK/K) 的二次特征. 更精确地, 令 H0 ⊂ HK 为由

关系 Gal(HK/H0) ≃ 2Cl(K) 确定的子域, 称为亏格子域, 考虑在文献 [8] 中引入的亏格点 y0, 则有如
下亏格特征对应的点间的关系:

yK +
∑

1 ̸=χ∈Ĝal(H0/K)

yχ = [H0 : K] · y0.

每个 χ 给出了一个虚二次域 Kχ = Q(
√
Dχ), 其中 K(

√
Dχ) = Hkerχ

0 且 Dχ 为一个基本判别式.

在与 Birch 引理类似的假设下, 可以明确地知道上述等式右端的 2 不可除性为 µ(D) − 1. 通常
Dχ 的素因子个数严格少于 D. 为了构造非平凡的 yK , 我们希望通过说明 yχ (χ ̸= 1) 为误差项, 从而
yK 的 2 可除性就和上述 [H0 : K] · y0 的 2 可除性相同. 若假设 L(1, A) ̸= 0 且当 L(s,A, χ) 的符号为

−1 时, (A,Kχ) 也满足 Heegner 假设, 则 yχ 非挠蕴涵了 yKχ 非挠且它们落在同一个一维 Q 线性空间
A(H0)

χ
Q = A(Kχ)Q. 我们希望通过考察 yχ 与 yKχ 的关系以及对 yKχ 应用归纳假设来探讨 yχ 的 2 可

1581



何伟等: 镶嵌数问题及 θ- 同余数问题

除性. 事实上, 我们可以通过考察这两个点的高度关系来考察这两点的比率. 由 Gross-Zagier 公式 [14]

可知, ĥQ(yχ)

ĥQ(yKχ )
和 L(D/Dχ)

2 很接近, 其中

L(D/Dχ) :=

√√
D/DχL(1, A(D/Dχ))

L(1, A)
∈ Q.

为了说明 yχ 为误差项, 我们需要得到关于 L(D/Dχ) 的好的 2- 进赋值下界估计. 一个困难是, 在
归纳的过程中,我们在某些情形需要的 L(D/Dχ)的 2-进赋值的下界足够大使得有 L(1, A(D/Dχ)) = 0,

或 L(1, A(D/Dχ)) ̸= 0 且此时根据 BSD 猜想所预言, Sha 群 2- 部分必须非平凡. 此时, 我们需要寻找
m ∈ Z>0 使得

rankF2(Sel2((A
(m)/Q))/(A(m)(Q)[2])) > 0.

令人意外的是, 我们发现这样的 m 在某个剩余类中概率是 100%, 见命题 4.2.
关于 L(D/Dχ) 的 2- 进赋值下界估计通常有几种方式. 然而, 用通常模符号 [15] 的方法得到的估

计远远不够用. 这里采用与文献 [9] 相同的通过对环面积分做归纳法来估计其 2- 进赋值的方法. 这时
就有另外一个困难, A(n) 和 A(−n) 并不同构, 这时需要考察更精确的亏格特征对应的周期间的关系使
得只有一个非误差项出现.

2 环面周期

2.1 Waldspurger 公式

令 A 为一条定义在 Q 上的椭圆曲线, 其导子为 N . 令 K 为一个虚二次域, 其判别式为 D. 令 χ

为 K 上的一个有限阶非分歧特征.

假设 Rankin-Selberg L- 函数 L(s,A, χ) 的符号为 +1. 由 Tunnell-Saito 条件知, 这决定了一个定
义在 Q 上的正定四元数代数 B 和一个嵌入 K → B. 由文献 [14] 可知 B 中存在一个判别式为 N 的

阶 R 且满足 R ∩ K = OK . 考虑 Π 为 B×
A 上的自守表示且满足其在 GL2 上的 Jacquet-Langlands

对应为 A 对应的自守表示, 则存在唯一的一个一维空间 (参见文献 [14, 命题 3.7]) C · f ⊂ ΠR̂×
满足∏

p | (N,D) K
×
p 通过 χ−1 作用. f 可看作 Shimura 集 X = B×\B̂×/R̂× 上的函数.

固定上述 Shimura 集的代表元 X = {[gi]}, gi ∈ B̂×. Shimura 集 X 的复值函数空间上有一个

Hermite 内积结构 ⟨∑
i

ai[gi],
∑
i

bi[gi]

⟩
=

∑
i

1

wi
aibi,

其中 wi = [giR̂
×g−1

i ∩B× : ±1]. 定义 f 和 χ 对应的环面周期为

Pχ(f) :=
∑

t∈Cl(K)

χ(t)f(t).

Waldspurger 公式叙述如下:
定理 2.1 (参见文献 [14, 定理 1.8]) 记号如上, 有

L(1, A, χ) = 2−µ(N,D) 8π2(ϕ, ϕ)Γ0(N)

[O×
K : Z×]2

√
|D|

|Pχ(f)|2

⟨f, f⟩
,

其中 ϕ 为对应于 A 的新形式, (·, ·)Γ0(N) 为 X0(N) 上的 Petersson 内积, µ(N,D) 为 (N,D) 的素因子

个数.
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2.2 归纳结构

令 H0 为 HK 的亏格子域.
命题 2.1 (亏格理论) • [H0 : K] = 2µ(D)−1;

• H0 = K(
√
p∗i ), 其中 pi 跑遍所有 D 的奇素因子且 p∗i = (−1)

pi−1

2 pi;

• 有如下两个集合间的一一对应:

• Gal(H0/K) 的特征 χd

和

• D 的因子 d (满足 d < 0 且 d 为基本判别式)
对应关系为

K(
√
d) = Hkerχd

0 .

假设 L(s,A,1K) 符号为 1, 令 f 为上一小节对应于 (A,χ = 1K) 的测试向量. 通过类域论可以将
Cl(K) 和 Gal(HK/K) 等同. 令

yχd
=

∑
t∈Cl(K)

χd(t)f(t), Kd = Q(
√
d), yd =

∑
t∈Cl(Kd)

f(t).

令 H ′
0 为 H0 的一个满足 [H0 : H ′

0] = 2, H0 = H ′
0(i), 若 4 ∥ D,

H0, 其他情形

的子域.

令 y0 =
∑

σ∈Gal(HK/H′
0)
f(σ), 称其为亏格周期. 我们有如下的亏格特征对应的周期间的关系:

yD +
∑

1̸=χd∈Ĝal(H′
0/K)

yχd
= [H ′

0 : K]y0.

假设 L(1, A) ̸= 0, 且对每个上述求和中的 yχd
, 当 yχd

̸= 0 时, (A,1Kd
) 和 (A,1K) 对应相同的测试向

量. 注意到当 yχd
̸= 0 时, f 也是上一小节中 (A,χd) 对应的测试向量, 则由精确 Waldspurger 公式得

yχd
= L

(
D

d

)
ϵd[O×

K : Z×]

[O×
Kd

: Z×]
yd,

其中

L
(
D

d

)
:=

√
2µ(N,D/d)

√
D/dL(1, A(D/d))

L(1, A)
∈ Q,

ϵd ∈ {±1}. 我们有如下更精确的不同虚二次域对应的周期间的关系.
命题 2.2 假设

• L(1, A) ̸= 0, L(s,A,1K) 的符号为 1;

•对任意 d | D, d<0为一个基本判别式,当 yχd
̸= 0时, (A,1Kd

)和 (A,1K)共享相同的测试向量,

则有

yD +
∑
d

yd · L
(
D

d

)
ϵd[O×

K : Z×]

[O×
Kd

: Z×]
= [H ′

0 : K]y0,
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其中 d 满足 1 ̸= χd ∈ Ĝal(H ′
0/K),

ϵd =

0, 若 yχd
= 0,

±1, 其余情形.

证明 我们有如下亏格特征对应的周期间的关系:

yD +
∑
d

yχd
= [H ′

0 : K]y0,

其中 d 满足 1 ̸= χd ∈ Ĝal(H ′
0/K). 通过应用 Waldspurger 公式, 可得

yD +
∑
d

yd · L
(
D

d

)
·
ϵd[O×

K : Z×]

[O×
Kd

: Z×]
= [H ′

0 : K]y0.

证毕.

注 2.1 若 f 取值为奇数, 则由亏格理论知 2µ(D)−1 整除等式右端. 这里介绍 H ′
0 的目的是使得

只有一个非误差项出现在左端等式中, 从而可以应用归纳法.

假设 n 为一个使得 A(n) 的符号为 +1 的整数, 定义解析 Sha 为

L(A(n)) :=
L(1, A(n))

Ω(A(n))
· #(A(n)(Q)tor)

2∏
ℓ cℓ(A

(n))
.

假设 m 为 r 个不同素数乘积, m ≡ 1 (mod 24) 且每个素因子 ℓi ≡ ±1 (mod 24). 令 E/Q 为椭圆曲线
y2 = x(x− 1)(x+ 3).
命题 2.3 对 r > 1 和 ϵ = ±1, 有

L(E(ϵm)) ∈ 21−ϵZ.

注 2.2 上述命题有如下等价形式: 对于 A = E(ϵ), ϵ ∈ {±1}, 有

L(m) ∈ 2r+1Z.

我们通过考察不同虚二次域对应的周期间的关系, 应用 Waldspurger 公式和归纳法对上述命题给
出证明.
事实 2.1 (Eichler-Siegel 权重公式 [16]) 令 B 为 Q 上一个正定四元数代数, OB 为一个极大阶,

则对任意阶 R ⊂ OB , 有 ∑ 1

wi
= |ζ(−1)|

∏
p : Bp 分歧

(p− 1) · [Ô×
B : R̂×].

考虑定义在 Q 上只在 3 和 ∞ 分歧的四元数代数 B = Q⊕Qi⊕Qj⊕Qk, 其中 i2 = −1, j2 = −3,
k = ij = −ji. 一个极大阶 OB 为 Z[i, 1+j

2 , i1+j
2 ]. 令 R− = Z[i] + 2(1 + i)OB 是判别式为 24 的阶,

R+ = Z[i] + 4OB 是判别式为 48 的阶. 记 Xϵ 为 Shimura 集 B×\B̂×/R̂ϵ,×. 固定一组 Xϵ 的代表元

Xϵ = {[gϵi ]}, 令 wϵ
i = [gϵi R̂

ϵ
×
gϵ,−1
i ∩B× : ±1].

引理 2.1 (1) #X+ = 4, #X− = 2;
(2) 对 ϵ = ±1, wϵ

i = 2;
(3) 文献 [14] 中对应于 (E(−ϵ),1Q(i)) 的测试向量空间由如下 (Z 本原的) 测试向量 f ϵ 生成, 其中

f− = (1,−1) 且 f+ = (1, 1,−1,−1).
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证明 直接计算可得

[GL2(Z2) : 1 + 4M2(Z2)] = 16× 6, [(Z[i] + 4OB2)
× : 1 + 4OB2 ] = 8,

O×
B =

{
± 1,±i,±1± j

2
,± i(1± j)

2

}
,

((Z[i] + 4OB2)
× ∩ O×

B) = {±1,±i}.

故由 B 的类数为 1 可知 #X+ = 4. 注意到 (1 + 2(1 + i) 1+j
2 )2 在 X+ 中非平凡但是在 X− 中平

凡, 故 #X− = 2. 由上述 Eichler-Siegel 权重公式可得∑ 1

wϵ
i

= |ζ(−1)|
∏

p : Bp 分歧

(p− 1)[Ô×
B : R̂ϵ,×],

从而可知 wϵ
i = 2, ϵ = ±1.

故可以选取 f− = (1,−1).

不妨设 f+ = (a,−a, b,−b), 其中 (a, b) = 1, a, b ∈ Z 且 f+(1) = a. 对 (E(−1),Q(i)) 应用 Wald-
spurger 公式, 结合事实 Lalg(1, E) = 1

8 和 Lalg(1, E(−1)) = 1
4 可知,

|P1Q(i)
(f+)|2

⟨f+, f+⟩
=

1

2
,

即 a2 + b2 = 2a2. 故必须有 |a| = |b| = 1.

命题 2.3 的证明 固定 ϵ, 考虑

(A = E(−ϵ), χ = 1Q(
√
−m)),

其对应的测试向量为 f ϵ. 由 Waldspurger 公式知, 当 r > 1 时, 有

L(1, E(ϵm))

Ω(E(ϵm))
=

P1K
(f ϵ)2

⟨f ϵ, f ϵ⟩
.

我们有

P1K
(f ϵ)2 = 4r−1 · 21+ϵL(E(ϵm)).

故需要证明

P1K (f ϵ) ∈ 2rZ.

当 r = 1 时, 这可由 2 | #Cl(K) 得到.

我们将会在 yχd
、yd 和 y0 中添加上标 ϵ 用来区分它们是由测试向量 f ϵ 所定义出来的. 由不同虚

二次域对应的点间的关系知,

yϵ−4m +
∑
d

yϵd · ϵdL
(
D

d

)
= [H ′

0 : K]yϵ0,

这里 d < 0 跑遍所有 D 的真因子且满足

• d 为一个基本判别式;

• χd ∈ Ĝal(H ′
0/K).
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注意到当 |d| ≡ 3 (mod 4) 时, 由于 E(−ϵD/d) 根数为 −1, 故 L(1, E(−ϵD/d)) = 0. 从而

yϵ−4m +
∑

4|d|D,d<0

d为基本判别式,

1 ̸=χd∈Ĝal(H′
0/K)

yϵd · ϵdL
(
D

d

)
= [H ′

0 : K]yϵ0.

由于 f ϵ ≡ 1 (mod 2) 且 2 | #Gal(HK/H ′
0), 因此有 2 | yϵ0. 故由亏格理论有 2r | [H ′

0 : K]yϵ0.

注意到由 χd ∈ Ĝal(H ′
0/K) 可得 d ̸= −4. 由于 2 | yϵ0, 因此命题可由注 2.2 和归纳法得到.

3 Heegner 点

3.1 Gross-Zagier 公式

令 N > 1 为一个整数. 模曲线 X0(N) 为定义在 Q 上的一条射影代数曲线且

X0(N)(C) = Γ0(N)\H ⊔ P1(Q),

其中 H 为上半平面. 它的仿射部分 Y0(N) 有如下的模解释: 对 C 的任意一个子域 F , Y0(N)(F ) 参数

化了定义在 F 上的带有一个 N - 同源的椭圆曲线同构类.

令 A 为一条导子是 N 的椭圆曲线, K 为一个虚二次域且满足经典的 Heegner 假设, 即任意 N

的素因子都在 K 中分裂. 令 χ 为 K 上的一个有限阶非分歧 Hecke 特征, 则 Rankin-Selberg L- 函数
L(s,A, χ) 的符号为 −1 且我们有一个模参数化

f : X0(N) → A, [∞] 7→ O.

令 N ⊂ OK 为满足 OK/N ∼= Z/NZ 的一个整理想. 由复乘理论知, 同源

P : C/OK −→ C/N−1

实际上定义了 X0(N) 的一个 HK 点. 定义对应于 (A,χ) 的 Heegner 点为

yχ :=
∑

t∈Cl(K)

χ(t)f(P )σt ,

这里 σt 为 t 的通过类域论给出的在 K 的 Hilbert 类域对 K 的 Galois 群中的像.

记 D 为 K 的判别式. 令 ϕ 为 A 对应的权为 2、水平为 N 的新形式.

精确 Gross-Zagier 公式叙述如下:
命题 3.1 (参见文献 [14, 定理 1.5]) Gross-Zagier 公式叙述如下:

L′(1, A, χ) =
8π2(ϕ, ϕ)Γ0(N)

[O×
K : Z×]2

√
|D|

· ĥK(yχ)

deg f
,

其中 ĥK 为 E/K 上的 Néron-Tate 高度配对.
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3.2 Birch 引理

令 (A,K, χ) 如上小节. 当 χ 平凡时, 将 yχ 记为 yK .
如下的 Birch 引理说明了当 Cl(K) 没有 4 阶元且 T := f([0]) 在 A(Q)tor 中 2 不可除时, 对应的

Heegner 点是非挠的 (参见文献 [17]).
引理 3.1 (Birch引理) 假设 D = −p,其中 p ≡ 3 (mod 4)为一个素数; T /∈ 2A(Q),则 yK ∈ A(K)

为无穷阶元素.
更进一步地, 令 a 为一个奇数且使得 aA(K)tor ⊂ A(K)[2∞] = A(Q)[2∞], 则

z := a(2yK −#Cl(K)T ) ∈ A(K)− \ (2A(K)− +A(K)−tor).

特别地, A(−p) 的解析秩为 1.

证明 注意到 f(Pw)− ϵf(P ) = T 为一个常值映射, 其中 w 为 Fricke 对合变换且 −ϵ 为 L(s,A)

的函数方程的符号. 由于 T ̸= O, 通过取 P 为 w 的固定点可知 ϵ = −1. 由 w 在复乘点上的作用 (参
见文献 [18]) 可知,

yK + yK = hKT,

这里 hK 为 K 的类数. 令 a 为满足 aA(K)tor = A(Q)tor[2
∞] 的一个奇数, 则 a(yK + yK) = ahKT

∈ A(Q)[2∞]. 故
z := a(2yK − hKT ) ∈ A(K)−.

假设 z = 2z1+S ∈ 2A(K)−+A(K)−tor,其中 z1 ∈ A(K)−且 S ∈ A(K)−tor,则 2z1+S = z = a(2yK−hKT )

推出 2a(ayK − z1) = a(S + ahKT ) ∈ A(K)[2∞], 故有

S1 := a(ayK − z1) ∈ A(Q)[2∞].

现在有

a2hKT = a2(yK + yK) = 2S1 ∈ 2A(Q)tor,

这与 T /∈ 2A(Q) 矛盾.

命题 3.2 (参见文献 [19, 定理 3.2.16]) 令 N > 1 为一个整数, 则 X0(N) 的 Jacobi 簇 J0(N) 上

由度数 0 除子 [0]− [∞] 定义的挠点定义在 Q 上且其阶为 k(N)/m(N). 这里, 若 N =
∏

p |N pnp 为 N

的因子分解, N0 :=
∏

p |N p, 则 k(N) = N
∏

p |N (p− p−1) 且 m 为 k(N)、12wp (p | N) 和 24rd (d | N)

的最大公因子, 其中
• 对每个 p | N , wp = (npp− np + 2)

∏
p′ ̸=p,p′ |N (p′ − 1);

• 对每个 d | N , d > 0, 令 µ 为 Mobius 函数, rd = sd − sN/d, sd = N0µ(d)/d.

椭圆曲线 E : y2 = x(x−1)(x+3)的导子为 24且模曲线 X0(24)的亏格为 1,故 E = (X0(24), [∞]).
由命题 3.2, 有以下推论:
推论 3.1 我们有 f : (X0(24), [∞]) ≃ (E,O), 且点 f([0]) 的阶为 4 且满足 Birch 引理的假设, 即

f([0]) /∈ 2E(Q).
回顾关于 L- 函数特殊值的一个经典结果.

命题 3.3 (参见文献 [20, 命题 4.8]和 [21, 注记 2.9]) 令 ϕ ∈ S2(Γ0(N))为一个新形式, A为其对
应的 J0(N) 的最优商. 令 cA 为 A 对应的 Manin 常数, c∞ 为 A(R) 的连通分支数, 则

c∞cAL(1, A)/Ω(A)
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的分母整除 J0(N) 上挠点 [0]− [∞] 在 A 中像的阶数, 且当 L(1, A) ̸= 0、A 为椭圆曲线时, 两者相等.

注意到 E(−1) 的导子为 48, 且为 J0(48)的最优商. 对应的模参数化 f : X0(48) → E(−1) 的度数为

2 且 Manin 常数为 1. 由命题 3.3 和事实 L(1,E(−1))
Ω(E(−1))

= 1
4 有下面的推论:

推论 3.2 令 f : X0(48) → E(−1) 为最优参数化, 则 f([0]) 的阶为 2, 故 f([0]) /∈ 2E(−1)(Q).
注 3.1 可以通过 E(−6) 对应的模参数化证明对任意一个素数满足 ℓ ≡ −1 (mod 24), 6ℓ 为一个

镶嵌数.

3.3 归纳结构

令 y0 = TrHK/H0
f(P ), 称其为亏格点. 对于满足 Heegner 假设的基本判别式 d < 0, 记

yd =
∑

t∈Cl(Kd)

f(P )σt .

有如下的亏格特征对应的点间的关系:

yD +
∑
d

yχd
= [H0 : K]y0,

其中 χd 跑遍所有 Gal(H0/K) 的非平凡特征. 若对任意满足 yχd
非挠的 χd, 都有 (E,1Kd

) 满足经典

的 Heegner 假设, 则由 Gross-Zagier 公式有如下观察:

若 yχd
非挠, 则

• yKd
也非挠且两个点落在同一个一维 Q 线性空间 (A(H0)⊗Q)χd = A(Kd)⊗Q;

• yχd
本质上等于 ±L(D/d)

[O×
K :Z×]

[O×
Kd

:Z×]
yd, 这里

L
(
D

d

)
:=

√√
D/dL(1, A(D/d))

L(1, A)
∈ Q.

更精确地, 有如下的不同虚二次域对应的点间的关系:
命题 3.4 假设

• L(1, A) ̸= 0, L(s,A,1K) 的符号为 −1;

• 任意满足 d | D 且 d < 0 为基本判别式的整数 d, 当 L(s,A,1Kd
) 的符号为 −1 时, (A,Kd) 都满

足经典的 Heegner 假设,

则等式

yD +
∑
d

yd · L
(
D

d

)
·
ϵd[O×

K : Z×]

[O×
Kd

: Z×]
= [H0 : K]y0

在相差一个 E(H0) 中挠点的意义下成立, 这里 d < 0, d | D 且 d ̸= D 跑遍所有基本判别式,

ϵd =

0, 若 yχd
为挠点,

±1, 其余情形.

证明 我们有如下亏格特征对应的点间的关系:

yD +
∑
d

yχd
= [H0 : K]y0,
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其中 d < 0 且 d ̸= D 跑遍所有 D 的因子且满足 d 为一个基本判别式. χd ∈ Ĝal(H0/K) 为 d 对应的

特征 (参见 2.1). 由假设, 若 yχd
非挠, 则 yd 非挠且它们落在一维 Q 线性空间

(A(HK)⊗Q)χd = A(Kd)⊗Q.

由 Gross-Zagier 公式, 可得

ĥQ(yχd
)

ĥQ(yd)
=

ĥK(yχd
)

ĥKd
(yd)

= L
(
D

d

)2

·
[O×

K : Z×]2

[O×
Kd

: Z×]2
.

故等式

yD +
∑
d

yd · L
(
D

d

)
·
ϵd[O×

K : Z×]

[O×
Kd

: Z×]
= [H0 : K]y0

在相差 E(H0) 中挠点意义下成立.

考虑 A : y2 = x(x − 1)(x + 3) 或 y2 = x(x + 1)(x − 3). 令 n =
∏k

i=1 ℓi 且满足 n ≡ −1 (mod 24),
ℓi ≡ ±1 (mod 24), 1 6 i 6 k.

我们将会利用 Gross-Zagier 公式、归纳法和上节证明的 L- 函数特殊值的估计来证明如下的定理.
注意到该定理被 BSD 猜想所预测.

令 K = Q(
√
−n), H0 为其亏格域. 令 y−n ∈ A(K) 为 (A,K = Q(

√
−n),1K) 对应的 Heegner 点.

定理 3.1 我们有 z := (2y−n −#Cl(K)f(0)) ∈ 2k−1A(K)− +A(K)−tor. 更进一步地, 当 Cl(K) 没

有 4 阶元时, z /∈ 2kA(K)− + (A(K)−)tor.

注 3.2 由 Gross-Zagier 公式, 有如下关系:

[A(−n)(Q)/A(−n)(Q)tor : Zz]2 = 4k−1 · L′(A(−n)),

其中 L′(A(−n)) 为解析 Sha.

证明 注意到如下事实: 当 p > 3 时, 模 p 的 Galois 表示 GQ → AutFp(A[p]) 为满射, 则可证明
A(H0)tor = A(Q)[2∞]. 现在通过归纳法证明定理.

k = 1 时的结论可以直接由 Birch 引理得到. 现在假设 k > 1 且定理对 r < k 都成立.

由不同虚二次域对应的点间的关系, 有

y−n +
∑
d

yd · ϵdL(−n/d) = 2k−1y0 + tor,

其中 d < 0, d | −n 且满足 d ̸= −n, d 为一个基本判别式. 故 |d| ≡ −1 (mod 24) 且 µ(d) < µ(n). 由归
纳法和环面积分得到 L- 函数特殊值的估计, 有

2yd ∈ 2µ(d)−1A(H0) +A(H0)tor,

2µ(−n/d)+1

∣∣∣∣L(− n

d

)
.

故由归纳可知, y−n ∈ 2k−1A(H0) +A(H0)tor.

现在令 z := 2y−n −#Cl(K)f(0), 则 z ∈ A(K)−. 故有 z = 2k−1(2y0 − [HK : H0]f([0]) + 2z′) + tor,
其中 z′ ∈ A(H0)

−.
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断言 z′′ := 2y0 − [HK : H0]f([0]) + 2z′ ∈ A(K)−. 事实上, 对任意 σ ∈ Gal(H0/K), 都有

(σ − 1)(y0 + z′) ∈ A(H0)tor.

由于 σ 是二阶元,因此 (σ−1)(y0+z′)是一个二阶元. 从而 z′′ ∈ A(K)−,故 z ∈ 2k−1A(K)−+A(K)−tor.

现在考虑 Heegner 点的精确的 2 可除性. 我们有

y0 + y0 = [HK : H0]f([0]) ∈ A(H0)tor.

由于 2 - f(0) 且 A(H0)tor = A(Q)[2∞], 故 2 - [HK : H0] 推出 y0 /∈ 2A(H0) + A(H0)tor. 假设 2 -
[HK : H0]. 若 z = 2kz′′+u,其中 z′′ ∈ A(K)− 且 u ∈ A(K)−tor,则 z′′− (y0+z′) ∈ A(H0)tor = A(Q)[2∞].
所以

z′′ − y0 − z′ = −z′′ − y0 + z′,

从而 2(z′′ − y0 − z′) = −(y0 + y0) = −[HK : H0]f([0]), 矛盾.

4 2- 递降和 2- 部分 BSD 公式

4.1 2- 递降

令 m为一个平方自由的整数, E(m)/Q为椭圆曲线 y2 = x(x−m)(x+3m). 其 2-Selmer群定义为

Sel2(E
(m)/Q) := Ker

(
H1(Q, E(m)[2]) −→

∏
v

H1(Qv, E
(m))[2]

)
.

令 S 为所有整除 6m∞ 的素数的集合, Q(S, 2) ⊂ Q×/Q×2 为支撑在 S 上的子群, 等价地可描述为平
方自由的素因子都在 S 中的整数, 则 Sel2(E

(m)/Q) 中元素可以看作满足 CΛ(AQ) ̸= ∅ 的曲线 CΛ/Q,
这里 Λ = (b1, b2) ∈ Q(S, 2)×Q(S, 2),

CΛ :

b1z
2
1 − b2z

2
2 = mt2,

b1z
2
1 − b1b2z

2
3 = −3mt2.

注意到 CΛ(AQ) ̸= ∅ 当且仅当 CΛ(QS) ̸= ∅. 4 个 2- 挠点 O, (0, 0), (m, 0), (−3m, 0) 对应到 (b1, b2)

= (1, 1), (−3,−m), (m, 1), (−3m,−m).

假设 m 为一个平方自由且和 6 互素的整数. 若 Λ = (b1, b2) ∈ Q(S, 2) × Q(S, 2), 则对任意 p | m,
有 CΛ(Qp) ̸= ∅ 当且仅当

(
b1
p

)
=

(
b2
p

)
= 1, 若 p - b1b2,(

m/b1
p

)
=

(
b2
p

)
= 1, 若 p | b1, p - b2,(

−3b1
p

)
=

(
−m/b2

p

)
= 1, 若 p - b1, p | b2,(

−3m/b1
p

)
=

(
−m/b2

p

)
= 1, 若 p | b1, p | b2;
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CΛ(Q3) ̸= ∅ 当且仅当 3 - b2 且 
(
b2
3

)
= 1, 若 3 - b1,(

−b2m

3

)
= 1, 若 3 | b1.

(4.1)

从而可知 (i) CΛ(R) ̸= ∅ 当且仅当 b1b2 > 0, 若 m > 0,

b2 > 0, 若 m < 0;

(ii) 若 CΛ(Q2) ̸= ∅, 则 b1 必为奇数.

假设 m = ℓ1 · · · ℓk, 令 A = (aij) ∈ Mk×k(F2) 为如下方式定义的矩阵: 对任意 i ̸= j, aij := [
ℓj
ℓi
] (加

法 Legendre符号)且对任意 i有
∑

j aij = 0. 记 b1 = c1
∏

i ℓ
x1,i

i , b2 = c2
∏

i ℓ
x2,i

i , 其中 x1,i, x2,i ∈ F2 且

ci | 6. 记 αt (t = 1, 2) 为由元素 [ ctℓi ] 构成的列向量. 对任意整数 d, 令 Dd 为对角矩阵, 其元素为 [ dℓi ],
则当 m > 0 时, 有等式 A D−3

A+D−1

x1

x2

 =

α1

α2

 ,

当 m < 0 时, A+D−1 D−3

A

x1

x2

 =

α1

α2

 .

引理 4.1 令 A = (aij) ∈ Mk×k(F2), 其中 k 为奇数. 假设 aij + aji = 1 对任意 i ̸= j 都成

立, 且
∑

j aij = 0, ∀ i. 令 A′ = (a′ij) ∈ Mk×k(F2) 满足 a′ij = aij , 若 i ̸= j; a′ii = aii + 1, ∀ i, 则有
rankA′ = rankA+ 1.
命题 4.1 令 n ≡ −1 (mod 24) 为一个平方自由的正整数且其所有素因子都满足模 24 余 ±1, 则

Q(
√
−n) 没有 4 阶元当且仅当 Sel2(E

(±n)/Q)
/
E(±n)[2] = 1.

证明 令 m = ±n, 注意到 m 对应的矩阵 A 为 Q(
√
−n) 对应的 Rédei 矩阵, 故条件 Q(

√
−n) 没

有 4 阶元等价于 A 的余秩为 1 (因此由前述引理可知 A+D−1 为非退化矩阵).

首先假设 m > 0. 若 CΛ 在 6∞ 处有解, 则 (2, b1b2) = 1, ( b23 ) = 1 且 b1b2 > 0. 可能的使得 CΛ 在

所有整除 6∞ 的素数处都有解的 (c1, c2) 为 (1, 1), (3, 1), (−1,−1), (−3,−1).

更进一步地, (b1, b2) = (3, 1) 总是 CΛ 的一个关于所有 Qp 的解, 且它不是来自挠点.

假设 m < 0, 若 CΛ 在 p | 6∞ 处有解, 则 (b1, 2) = 1, (3, b2) = 1, 且若 3 - b1, 则 b2
3 = 1 成立;

若 3 | b1, 则 ( b23 ) = −1 成立. 唯一可能的使得 CΛ 在整除 6∞ 的素数处都有解的 (c1, c2) 由以下条件

给出:

(1, 1), (−1, 1), (3, 1), (−3, 1), (1, 2), (−1, 2), (3, 2), (−3, 2).

更进一步地, (b1, b2) = (3, 2) 总是 CΛ 关于所有 Qp 的解, 且它不是来自于挠点.

当 Cl(Q(
√
−d)) 没有 4 阶元时,A D−3

A+D−1

 和

A+D−1 D−3

A


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的余秩都为 1. 若 m > 0, 则 2-Selmer 秩为 3 且所有的解 (b1, b2) 为

(1, 1), (m, 1), (3, 1), (3m, 1), (−m,−m), (−1,−m), (−3m,−m), (−3,−m).

若 m < 0, 由 3- 进局部条件可知对每个 (c1, c2), 只有一个 (b1, b2) 满足每个局部都有解, 则 2-Selmer
秩为 3 且所有的解 (b1, b2) 为

(1, 1), (m, 1), (−3m,−m), (−3,−m), (−m,−2m), (−1,−2m), (3, 2), (3m, 2).

另一方面, 若 Cl(Q(
√
−d)) 有一个 4 阶元, 当 m > 0 时, 取 (c1, c2) 为 (3, 1); 当 m < 0 时, 取

(c1, c2) 为 (3, 2), 则 A D−3

A+D−1

 和

A+D−1 D−3

A


的余秩都比 2 大, 故有 2-Selmer 秩至少为 4.

用类似的方法可以证明:
命题 4.2 令 m ≡ 1 (mod 24) 为一个平方自由的正整数, 则

rankF2Sel2((E
(−m)/Q)) > rankF2(E

(−m)(Q)[2]).

4.2 2- 部分 BSD 公式

令 E/Q为椭圆曲线 y2 = x(x− 1)(x+3). 令 n ≡ −1 (mod 24)满足其所有素因子模 24余 ±1. 令
D = −n.
定理 4.1 若 Cl(Q(

√
−n)) 没有 4 阶元, 则 E(−ϵn) 的代数秩和解析秩都为 1, 其代数 Sha 群的阶

#X(E(−ϵn)) 和解析 Sha L′(E(−ϵn)) 都为奇数, 即 E(−ϵn) 的 2- 部分 BSD 公式成立.

证明 由 Gross-Zagier公式和定理 3.1,可知秩部分成立. 由 Kolyvagin的结果知, Sha群有限.更
进一步地,由上一小节的 2递降可知 Sha群的阶为奇数. 故 BSD公式 2-部分归结到证明解析 Sha为
奇数,这可由精确 Gross-Zagier公式和 Heegner点的 2可除性得到. 令 A = E(ϵ), K = Q(

√
−n), yK 为

(A,1K) 对应的 Heegner 点. 回顾精确 Gross-Zagier 公式为

L(1, A)L(1, A(−n)) =
8π2(ϕ, ϕ)√

n

ĥK(yK)

deg f
,

其中

deg(f) =

1, 若 ϵ = 1,

2, 若 ϵ = −1.

注意到

Lalg(1, A) =


1

8
, 若 ϵ = 1,

1

4
, 若 ϵ = −1,

8π2(ϕ, ϕ) =


1

2
Ω(A)Ω(A−1), 若 ϵ = 1,

Ω(A)Ω(A−1), 若 ϵ = −1,
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且由文献 [22] 可知

Ω(A(−n)) =
Ω(A(−1))√

n
,

故有

L′(1, A(−n))

Ω(A(−n))
=

4ĥK(yK), 若 ϵ = 1,

2ĥK(yK), 若 ϵ = −1.

令 y 为 A(−n)(Q) 的一个生成元, 则由定理 3.1 中 Heegner 点的 2 可除性可知等式

ĥK(yK) = a · 22k−3ĥQ(y)

对某个奇数 a 成立. 由 Tate 的算法 [23] 可知,

c2(A) =

4, 若 ϵ = 1,

2, 若 ϵ = −1,
c3(A) = 2, cp(A) = 4 若 p | n, (p, 24) = 1,

故

L′(A(−n)) =
L′(1, A(−n))

Ω(A(−n))ĥQ(y)
· #(A(−n)(Q)tor)

2∏
ℓ cℓ(A

(−n))

为一个奇数.
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