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摘要: 结构分解方法通过对线性系统的状态、输入、输出变量进行变换,将线性定常系统动态方程中的系数矩阵分解为

具有不同结构特点的特殊形式,以便进行控制分析. 本文对 Chen等提出的奇异系统结构分解过程进行改进,改进后的方

法在不影响已有的性质的情况下更易于系统的可控性和可观测性的分析, 并给出判定可控性和可观测性的充分必要条

件及其证明过程.
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� � 线性系统的 SCB 结构分解方法是 Sannut i和 Sa�
beri

[ 1]
在 1987年最早提出的, Chen等在文献[ 2- 3]中

发展了结构分解方法,提出不同的算法
[ 2]
,并对它的一

系列性质给出完整的证明[ 3] . 之后, He、Chen 等[ 4- 5]

将这种方法引入线性奇异系统当中, 提出线性奇异系

统结构分解的思想. 本文阐述对 He、Chen等提出的结

构分解方法的一点改进, 介绍线性系统的可控性、可观

测性,利用结构分解中或分解后动态方程的系数矩阵

的特殊结构,提出奇异系统可控性和可观测性判别法

则和相关证明.

1 � 改进的线性奇异系统结构分解方法

考虑由以下动态方程描述的线性连续系统

�:
E�x = Ax + Bu

y = Cx + Du
(1)

其中 x ! R
n
, u ! R

m
, y ! R

p 分别为状态、输入、输出

变量, E, A , B , C, D 分别为常值矩阵. 不失一般性, 假

设系数矩阵B和C都满秩.其中当E为非奇异矩阵时,

可将(1) 中第一个方程(状态方程) 两边同时左乘E
- 1
,

则(1) 即成为经典线性系统的形式; 当 E 为奇异矩阵

时,系统 � 被称为奇异系统; 一般情况下, 奇异系统的

分析和控制比经典线性系统复杂得多. 而满足正则条

件的奇异系统,即对所有 s ! C有 det ( sE - A) � 0,无
论是其动态方程的唯一解的确定还是在时域、频域方

面的分析,都更为简单和明确.以下本文讨论的奇异系

统都是正则系统.

以下定理为改进的奇异系统结构分解.

定理 1 对于动态方程(1) 所描述的正则多变量线

性奇异系统,必存在非奇异状态和输出常值变换矩阵

�s ! R
n∀n

, �o ! R
p ∀p

,以及m ∀ m非奇异输入变换矩阵

�i ( s) 和 n ∀ n非奇异变换矩阵 � e ( s) (其元素为含 s的

多项式) , 将方程(1) 变换为具有特殊结构的形式.

具体地,状态、输入、输出变量经过如下变换:

x = �x x , y = �o!y , u = �i!u ,

可转化为以下形式:

 x = x z x e x a x b x c x d
T
,

!y = y 0 y d y b
T
, !u = u0 ud u c

T
,

其中

x z ! R
n
z , x e ! R

n
e , x a ! R

n
a

x b ! R
n
b , x c ! R

n
c , x d ! R

n
d

y 0 ! R
m
0 , y d ! R

m
d , y b ! R

p
b

u0 ! R
m
0 , ud ! R

m
d , uc ! R

m
c

x d = x d 1 x d2 # x dm
d

T
,其中 x di ! R

q
i ,

ud = ud1 ud2 # udm
d

T
,

yd = y d1 y d2 # y dm
d

T
,

则分解后动态方程变为

J n
z
�x z = x z (2)

x e = Be0 u0 + B ec u c + B ed ud + sN ez ( s) x z (3)

�x a = A aax a + B0ay 0 + L ad y d + L aby b +

� sN az ( s) x z (4)

�x b = A bbx b + B0by 0 + L bdy d + sN bz ( s) x z (5)

yb = Cbx b + Cbz x z + sC bzs ( s) x z + Cbex e (6)

�x c = A ccx c + B0cy 0 + L cd y d + L cby b +

� BcM cax a + Bcu c + sN cz ( s) x z (7)

y0 = C0ax a + C0bx b + C0cx c+ C0dx d + u0 +

� C0zx z + sC 0zs ( s) x z + C0ex e (8)
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分析系统的可观测性等动态属性, 有关内容将在下一

节进行具体阐述.下面用一个例子来说明定理 1.

例 1 � 考虑以下奇异系统 �: ( E , A , B, C, D) :

E =

1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 - 1 1 - 2 0 2

0 0 - 1 1 - 3 0 3

0 - 1 0 0 0 1 0

0 0 1 0 - 1 0 1

0 - 1 0 0 0 1 0

,

A = I 7 , B =

1 1 0

- 1 0 1

- 2 1 1

- 1 1 1

- 1 0 1

- 2 1 1

- 1 0 1

,

C =
1 - 2 0 0 1 2 - 2

1 - 2 - 1 1 0 1 0
,

D =
- 1 1 0

0 0 0
.

根据以上分解方法, 使用文献[ 7] 的工具包,得:

其中, nz = 1, n e = 2, na = 1, nb = 0, nc = 1, nd = 2.

2 � 奇异系统的可控性与可观测性

可控性和可观测性是线性系统中极为重要的概

念,经典线性系统中可控性和可观测性的理论已经很

成熟了,对于奇异系统的可控性和可观测性许多学者

等都进行过研究 [ 6, 8- 13] , 他们或是从不同的角度提出

了若干概念、定义和定理, 如可控性、C�可控性、R�可
控性、无穷处可控性、可观测性、R�可观测性、脉冲可
观测性等,或是对这些概念进行分析和讨论.

在本节中, 我们主要讨论奇异系统结构分解下的

可观测性、R�可观测性和可控性、R�可控性, 并应用了
Dai在文献[ 6] 中给出的定义和一些相关定理.

定义 1(可观测性、R�可观测性)

若由u( t) 和 y( t) ( 0 % t < & ) 可唯一地确定初始

状态 x ( 0) ,则系统称为可观测的;若由 u(  ) 和 y ( t) (0

%  % t) 可唯一地确定出可达集的任意状态, 则系统

称为 R�可观测的.

在叙述奇异线性系统可控性和可观测性的判别定

理之前,我们首先在以下引理中将定理 1 的结构分解

以另一种形式进行描述, 后文的讨论和定理的证明中

我们需要用到它.

引理 1 � 根据定理 1的分解结果, 动态方程的系

数矩阵具有特殊的结构, 因而我们可用以下系数矩阵

来表示定理 1的分解结果.

 E = Enz E e E a E b E c E d =

�

J n
z
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 00In
a
000

0 0 0 I n
b

0 0

0 0 0 0 I n
c

0

0 0 0 0 0 I n
d

-
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时满足以下条件:

( i) 系统是 R� 可观测的, 即( A obs , Bobs) 是可观测

的.

( ii) 矩阵 EZ 为列满秩, 其中 EZ 由下式定义:

EZ : =

J n
z

0

- sN ez ( s) 0

C0 z + sC0z s( s) + sN az ( s) C0a + sN bz ( s) C0b C0e

+ sN cz ( s) C0c + sN dz ( s) C0d

Cdz + sC dz s ( s) + sN dz ( s) Cd Cde

Cbz + sCbz s ( s) + sN bz ( s) Cb C be

(24)

以上矩阵子块参见式(20) 和(22) .

证明以上定理之前, 同样必须先介绍以下引理.

引理 3( Dai[ 6] 定理 2- 3. 1(4) )

奇异系统( 1) 是可观测的当且仅当对所有有限 s

! C有 rank[ sE - A / C] = n成立,并且 rank[ E/ C] =

n.

定理 3的证明:

由前面的结论可知引理 3 的第一个条件即为 R�
可观测性的条件,它与定理 3的条件(1) 等价, 因此我

们只需证明定理3的条件(2) 与引理3的第二个条件:

rank[ E/ C] = n等价. 根据引理 1, 有

�
 E
 C

=

J n
z

0 0 0 0 0

- sN ez ( s) 0 0 0 0 0

- sN az ( s) 0 I na
0 0 0

- sN bz ( s) 0 0 I nb
0 0

- sN cz ( s) 0 0 0 I nc
0

- sN dz ( s) 0 0 0 0 I nd

C0z + sC0zs ( s) C0e C0a C0b C 0c C0d

Cdz + sCdz s ( s) Cde 0 0 0 Cd

Cbz + sCbzs ( s) Cbe 0 Cb 0 0

(25)

由于以上矩阵的结构, 则 r ank[ E / C] = n 当且仅当矩阵

EZ(阴影部份) 是列满秩的.证明完成.

注 1 � 根据以上结论, CE = [ C0e/ Cde / Cbe ] 列满秩

是定理3条件(2) 成立,即快子系统可观测性的必要条

件;

注2 由于 Jordan块的特殊形式,将式(26) 的阴影

部份写为:

那么容易看出, 在考虑列满秩条件时, 对于左下角部

分,我们只需考虑其中对应于各个 Jordan 块第一列的

列向量(阴影部分) . 并且有 N ez 和C E 都满足列满秩是

快子系统可观测性的一个充分条件,其中,

N ez = [ !ez 11 !ez 21 # !ez k1 ] (28)

CE = [ C0e / Cde / Cbe ] (29)

接下来考虑可观性和 R�可观性的对偶概念: 可控

性和 R�可控性.

定义 2(可控性、R�可控性)

若对任意 t 1 > 0, x (0) ! R
n和w ! R

n
, 存在控制

输入 u( t ) ! Cp
h- 1
能使 x ( t 1) = w , 则奇异线性系统

(1) 称为可控的; 若对任何给定的 t1 > 0, x 1(0) ! R
n

和w ! R
n
,总存在输入u( t ) ! Cp

h- 1
能使 x ( t1 ) = w ,

则系统称为 R�可控的.

定理 4( R�可控性)

给定的奇异系统是 R�可控的, 当且仅当按定理 1

的方法进行结构分解后, ( A con , Bcon ) 是可控的,其中

A con : =
A aa L abC b

0 A bb

, Bcon : =
B0 a L ad

B 0b L bd

,

以上矩阵子块参见式(20) 和(21) .

定理 5(可控性) :

给定的奇异系统是可控的, 当且仅当按定理 1的

方法进行结构分解后, ( A con , Bcon ) 是可控的, 并且 J nz

不存在.

由于改进后的分解方法并没有改变系数矩阵  E,

∀A ,  B的结构,只是输出矩阵  C的结构作了一点调整,因

而以上定理的证明过程与文献[ 13] 中的证明一致, 这
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里就不再具体叙述了.

以下用一个例子来说明第 2节的结论.

例2 � 讨论例 1的系统 �: ( E, A , B, C, D) 的可控

性与可观测性.

由例 1的分解结果,

( A obs , Bobs ) =
2. 7 0

1. 7 - 1
,

- 2. 1 0

- 2. 4 1

是可观测的,根据定理 2,系统 � 是 R�可观测的.

分解后式( 28) 和(29) 的

N e =
s
2
+ s+ 1

s + 1
和 Ce =

0 - 1

- 1 0

同为列满秩的, 由注 2, 快子系统是可观测的, 又 � 是

R�可观测的,根据定理 3,系统是可观测的.

分解后 ( A con , Bcon ) = ( [ 2. 7] , [ 2. 5] ) 是可控的,

根据定理 4, 系统 � 是 R�可控的;

根据定理5, 虽然系统是R�可控的,但 J nz 存在,因

而系统 � 是不可控的.
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Modified Structural Decomposition for Linear Singular Systems

and Its Properties of Controllability and Observability

YANG Jian�xiong, LI Mao�qing*

( Research Center for Sy stems and Cont rol, X iamen Univ ersity , X iamen 361005, China)

Abstract: The st ruct ur al decomposition t echnique proposed by Chen et al. fo r linear descripto r systems is a technique that decom�

poses the dynamical equations into several parts, w hich r eveal the structural proper ties, through tr ansfo rmations of the state, input

and output v ariables. In this paper, the pr ocess o f st ruct ur al decomposition is improved. The new so lution is easy to analy se t he con�

t rollability and the obser vability of the systems w hen the character is no t influenced. Lastly, some theor ems and proo fs for the pr oper�

t ies o f the cont rollability and the obser vability of the descripto r systems is g iven.

Key words: linear singular systems; structural decomposit ion; contr ollability; observability

∃342∃ 厦门大学学报(自然科学版) � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2008 年


