
第60卷 第6期 厦门大学学报(自然科学版) Vol.60 No.6

 2021年11月 JournalofXiamenUniversity(NaturalScience) Nov.2021 

http:∥jxmu.xmu.edu.cn

doi:10.6043/j.issn.0438-0479.202010010
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摘要:图的anti-Ramsey数ar(G,H)表示图G的最大边染色数,使得图G不含彩虹的子图H.本文主要研究一些联图

的anti-Ramsey数,包括Cn∨Ks、Pn∨Ks、Wn∨Ks和Fn∨Ks,其中子图主要包括短圈和三角形加一条悬挂边.
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1 预备知识

图的anti-Ramsey数是由Erdös等[1]在1973年

提出的.若将图G的边染色中所有的边都染成不同

的颜色,则称图G是彩虹的.图G的anti-Ramsey数

ar(G,H)是指图G的边染色中所用的最大颜色数,使
得图G 不包含彩虹子图H[1].Erdös等[1]最初研究

anti-Ramsey数的母图是完全图,且对完全图中的圈

和路的anti-Ramsey数提出猜想,并阐明了图的anti-
Ramsey数和图的Tur􀅡n数之间有着密切的联系.图
H 的Tur􀅡n数ex(n,H)是指n个顶点的图中所包含

的最大边数,使得该图不包含同构于H 的子图[2].
沿着这条研究主线,学者们研究了完全图中的其

他图类的anti-Ramsey数,比如:树[3]、小的二部图[4]、
点不交的圈[5]、匹配[6-8]等.后来,研究anti-Ramsey问

题的母图从完全图变换成其他的图类,比如完全二部

图[9-11]、完全分裂图[12]、超立方体[13]、平面三角剖分

图[14]、超图[15]等.
本文中所涉及的图都是简单的无向图,相关的基

本概念读者可以参考文献[2].令G是一个图,V(G)
和E(G)分别代表图G的顶点集和边集;G表示图G
的补图.若图G1 和G2 没有公共顶点,则称G1 和G2
是点不交的.图G1∪G2 是一个顶点集为V(G1)∪

V(G2)、边集为E(G1)∪E(G2)的图.不相交的两个图

G1和G2的联图G1∨G2是指在图G1∪G2中,将图G1
中的每个顶点和图G2 中的每个顶点都连接起来所得

到的图.
在图G中,对于∀v∈V(G),∀e∈E(G).用C(G)

表示图G所有边的颜色的集合;C(v)表示与顶点v
相关联的边的颜色的集合,c(e)表示边e的颜色.G1
和G2是图G中两个不同的子图,E(G1,G2)表示一

个端点在G1 中,另一个端点在G2 中的所有边的集

合,C(G1,G2)表示E(G1,G2)中所有边的颜色的

集合.
若图G中有一条边恰好只有一个端点的度为1,

则称这条为悬挂边.三角形加一条悬挂边的图,记为

C+
3.星图S1,n是特殊的完全二部图K1,n.Pn 和Cn 分别

表示n个顶点的路和n个顶点的圈.由一个圈添加一

个新的顶点v,并且把这个顶点v与圈上所有的顶点

相连,这样得到的图称为轮图,新得到的边称为轮图

的辐,具有n条辐的轮图记为Wn,它的顶点集V(Wn)=
{v,v1,…,vn}.任意两个顶点之间都恰好有一个公共

顶点,像这样的简单图称作友谊图,记为Fn.显然

|V(Fn)|=2n+1,|E(Fn)|=3n.
本文中主要研究了几种联图的anti-Ramsey数,

包括Cn∨Ks、Pn∨Ks、Wn∨Ks和Fn∨Ks,而研究该

问题的子图主要包括短圈C3、C4和C+
3.
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2 主要结果

首先,考虑联图Cn∨Ks中的短圈和三角形加一条

悬挂边的anti-Ramsey数,图Cn∨Ks是一个圈Cn 和一

个空图Ks的联图,其中V(Cn)={x1,…,xn},V(Ks)=
{z1,…,zs}.

2.1 联图Cn∨Ks的anti-Ramsey数

完全分裂图Kn∨Ks是一个完全图Kn 和一个空

图Ks的联图,关于完全分裂图中的三长圈C3 的anti-
Ramsey数,已经有了如下定理1的结果:

定理1[12] 若n≥2,s≥1,n+s≥3,则ar(Kn∨

Ks,C3)=n+s-1.
因为C3=K3,所以由定理1易得定理2.
定理2 若s≥1,则ar(C3∨Ks,C3)=s+2.
定理3[14] 若n≥4,则ar(Wn,C3)=n+1.
因为Cn∨K1=Wn,所以对于n≥4,ar(Cn∨K1,

C3)=ar(Wn,C3)=n+1.

定理4[14] 若n≥4,则ar(Tn,C3)=3n-62
,其中

Tn 是指具有n个顶点的平面三角剖分图的图类.
因为Cn∨K2=Tn+2,其中Tn+2是有n+2个顶点

的平面三角剖分图,所以对于n≥4,ar(Cn∨K2,C3)=

ar(Tn+2,C3)= 32n .

定理5 若n≥4,s≥1,则ar(Cn∨Ks,C+
3 )≥

ar(Cn∨Ks,C3)≥n+s.
证明 ar(Cn∨Ks,C+

3)≥ar(Cn∨Ks,C3)是显然

的.下面找到一种边染色方式,用n+s种颜色对图

Cn∨Ks 的边染色,使得图Cn∨Ks不包含彩虹的子图

C3.先用n种颜色将Cn 染成彩虹的,然后将Ks中的s
个点对应的s个星染成单色星S1,n,并且s个星的颜色

互不相同.此时,必然不存在彩虹的子图C3.
在完全二部图Kn,s和完全分裂图Kn∨Ks中,关于

四长圈C4的anti-Ramsey数,有定理6和定理7.
定理6[9] 若n≤s,k≤2,则
ar(Kn,s,C2k)=

 

(k-1)(n+s)-2(k-1)2+1,
 n≥2k-1;
(k-1)s+n-(k-1),
 k-1≤n≤2k-1;
sn,n≤k-1.

􀮠
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􀮡

􀪁
􀪁
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定理7[12] 若n∈{2,3},n+s≥4,则ar(Kn∨

Ks,C4)=ar(Kn,s,C4)+1.
通过定理6和定理7可以得到,对于s≥1,ar(C3∨

Ks,C4)=ar(K3∨Ks,C4)=ar(K3,s,C4)+1=s+3.
定理8 对于n≥3,n≤s,ar(Cn∨Ks,C4)≥

ar(Kn,s,C4)+1=n+s.
证明 找到一种边染色方式,用n+s种颜色对

Cn∨Ks的边进行染色,使得Cn∨Ks不包含彩虹的子

图C4.
对于n=4的情形,用ar(Kn,s,C4)种颜色对Kn,s

的边染色,使得Kn,s不包含彩虹的子图C4,用一种新

颜色对Cn 的边染色,使得Cn 是一个单色图.
对于n=3和n≥5的情形,用n种颜色将Cn 染成

彩虹的,剩余的边是由Ks中的s个顶点构成的s个星

S1,n,将这s个星染成单色星,且每个星的颜色各不

相同.
按照上面的染色方式,若在Cn∨Ks中存在一个

C4,则它一定至少包含两条颜色相同的边.
定理9 对于n≥5,n≤s,ar(Cn∨Ks,C4)≤

ar(Kn,s,C4)+n-1.
证明 考虑用ar(Kn,s,C4)+n种颜色对Cn∨Ks

的边任意染色,如果|C(Kn,s)|≥ar(Kn,s,C4)+1,那么

在Kn,s 中 可 以 找 到 彩 虹 的 C4.因 此,可 以 假 设

|C(Kn,s)|≤ar(Kn,s,C4)且|C(Cn)|≤n,而颜色数一

共是ar(Kn,s,C4)+n,所以|C(Kn,s)|=ar(Kn,s,C4),
|C(Cn)|=n且C(Kn,s)∩C(Cn)=⌀.ar(Kn,s,C4)=
n+s-1>s,根据鸽巢原理,至少存在一个点zi∈

V(Ks)满足|C(zi)|≥2.
下面根据n的奇偶进行分类讨论:
情形1 n是奇数.
假设Cn∨Ks中没有彩虹的C4 且c(x1zi)=1,那

么c(xmzi)=1,其中m=1,2,…,n.因此,对于所有的

zi∈V(Ks)满足|C(zi)|=1,产生矛盾.因此,Cn∨Ks

中存在彩虹的C4.
情形2 n是偶数.
假设Cn∨Ks中无彩虹的C4 且c(x1zi)=1,那么

c(xmzi)=1,其中m=1,3,5,…,n-1.
若c(x2zi)=2,则c(xmzi)=2,其中m=2,4,

6,…,n;
若c(x2zi)=1,则c(xmzi)=1,其中m=1,2,

3,…,n-1,n.
由此说明,若Cn∨Ks中无彩虹的C4,则对于所有

的zi∈V(Ks),|C(zi)|的最大值是2.若对于所有的
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zi∈V(Ks)均满足|C(zi)|=2,则|C(Kn,s)|=2s>n+
s-1,那么Kn,s中有彩虹的C4,产生矛盾.若对于所有

的zi∈V(Ks)均满足|C(zi)|=1,则|C(Kn,s)|=s,与至

少存在一个点zi∈V(Ks)满足|C(zi)|≥2矛盾.因
此,对于zi,i=1,2,…,s,这s个点不存在两个点zj,
zk 满足|C(zj)|=2,|C(zk)|=2且C(zj)∩C(zk)=
⌀,否则Kn,s中就有彩虹的C4.此时,|C(Kn,s)|=2+
s-1<n+s-1=ar(Kn,s,C4)且|C(Cn)|=n,产生矛

盾.因此,Cn∨Ks中存在彩虹的C4.
类似于定理8的证明,可以得到Cn∨Ks中关于Ct

的anti-Ramsey数的下界.
定理10 若4≤t≤n+s,n≥4,s≥1,且t是偶数,

则ar(Cn∨Ks,Ct)≥ar(Kn,s,Ct)+1.

2.2 联图Pn∨Ks的anti-Ramsey数

在这一节中,考虑联图Pn∨Ks中的短圈和三角形

加一条悬挂边的anti-Ramsey数,图Pn∨Ks是一条路

Pn 和一个空图Ks的联图,其中V(Pn)={y1,…,yn},

V(Ks)={z1,…,zs}.
当n=2时,ar(P2∨Ks,C3)=ar(K2∨Ks,C3)=

s+1,s≥1.
下面讨论当n≥3时,Pn∨Ks中的C3 和C+

3 的

anti-Ramsey数.
引理1[14] 若Ck是边着色图G 中的一个彩虹圈

且k≥4,如果G[Ck]有一条弦,则在G中有一个长度

小于k的彩虹圈.
定理11 ar(Pn∨K1,C3)=n,n≥3.
证明 用n-1种不同的颜色将Pn 染成彩虹的,

剩余的边用一种新的颜色染色,此时Pn∨K1中一定

不包含彩虹的C3,因此,ar(Pn∨K1,C3)≥n.
如果用n+1种不同的颜色对Pn∨K1的边任意

染色,可以找到一个彩虹的C3.在Pn∨K1中,取一个

彩虹的生成子图G,使得Pn∨K1中的每种颜色都恰好

有一条边在G中且使得G中属于Pn 中的边尽可能多.
|C(Pn)|+|C(Kn,1)\C(Pn)|=n+1,因为|C(Pn)|≤
n-1,所以|C(Kn,1)\C(Pn)|≥2.

要么G中有彩虹的C3,得证;要么G中无彩虹的

C3,但此时G中总有固定的结构Ck,k=4,5,…,n-

1.若F=Pn∨K1,则F[Ck]中有一条弦且Ck是彩虹

的,根据引理1,可以找到彩虹的C3.
定理12 若n≥3,则ar(Pn∨K1,C+

3)=ar(Pn∨

K1,C3)=n.

证明 ar(Pn∨K1,C+
3)≥ar(Pn∨K1,C3)显然成

立.下面只要证明ar(Pn∨K1,C+
3 )≤n.如果用n+1

种颜色对Pn∨K1的边任意染色,可以找到彩虹的

C+
3.ar(Pn∨K1,C3)=n<n+1,那么在Pn∨K1中一

定存在一个彩虹的C3.
彩虹的C3的位置有两种,如图1所示.

图1 Pn∨K1中C3的两种位置

Fig.1 TwolocationofC3inPn∨K1

假设Pn∨K1中没有彩虹的C+
3,根据彩虹C3 的

位置,分以下两种情形讨论:
情形1 彩虹C3位于前一种位置(图1(a)).
至少有(n-2)+2条边的颜色属于C(C3),Pn∨

K1中其余边数是(2n-1)-(n+3)=n-4,而n+1-
|C(C3)|=n-2,n-4<n-2,剩余边数小于剩余颜色

数,产生矛盾.
情形2 彩虹C3位于后一种位置(图1(b)).
至少有(n-2)+1条边的颜色属于C(C3),Pn∨

K1中其余边数是(2n-1)-(n-1+3)=n-3,而n+
1-|C(C3)|=n-2,n-3<n-2,剩余边数小于剩余

颜色数,产生矛盾.
因此,Pn∨K1中存在彩虹的C+

3,证毕.
定理13 若n≥3,s≥1,则ar(Pn∨Ks,C+

3 )≥

ar(Pn∨Ks,C3)≥n-1+s.
证明 ar(Pn∨Ks,C+

3)≥ar(Pn∨Ks,C3)显然成

立.如果找到一种边染色方式,用n-1+s种不同的颜

色对Pn∨Ks的边染色,使得Pn∨Ks不含彩虹的C3,

那么ar(Pn∨Ks,C3)≥n-1+s成立.
用n-1种不同的颜色对Pn 的边染色,使得Pn

是彩虹的,另外Ks中的s个顶点对应着s个单色星

S1,n,每个星的颜色互不相同.假如存在一个C3,则一

定会有两条同色边,产生矛盾.
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定理14 若n≥2,n+s≥4,则ar(Pn∨Ks,C4)≥
ar(Kn,s,C4)+1.

证明 用ar(Kn,s,C4)种颜色对Kn,s的边染色,使
得Kn,s不含彩虹的子图C4,将Pn 用另一种新颜色染

成单色图,如果Pn∨Ks包含一个彩虹C4,那么至少包

含Pn 中的两条同色边,产生矛盾.
类似于定理13和定理14的结果及证明,可以得

到Pn∨Ks中关于Ct 的anti-Ramsey数的下界,按照t
的奇偶性,分别如定理15和定理16所示.

定理15 若3≤t≤n+s且t是奇数,则ar(Pn∨

Ks,Ct)≥n-1+s.
定理16 若4≤t≤n+s且t是偶数,则ar(Pn∨

Ks,Ct)≥ar(Kn,s,Ct)+1.

2.3 联图Wn∨Ks的anti-Ramsey数

考虑联图Wn∨Ks中的短圈和三角形加一条悬挂

边的anti-Ramsey数,图Wn∨Ks是一个轮图Wn 和一

个空图Ks的联图,其中V(Wn)={v,v1,…,vn},

V (Ks)={z1,…,zs}.
已知对于n≥4,ar(Wn,C3)=n+1,下面证明对

于n≥4,ar(Wn,C+
3)=ar(Wn,C3)=n+1.

定理17 若n≥4,则ar(Wn,C+
3)=n+1.

证明 ar(Wn,C+
3 )≥ar(Wn,C3)=n+1显然成

立.下面只需证明ar(Wn,C+
3 )≤n+1.如果用n+2

种颜色对Wn 的边任意染色,可以找到彩虹的C+
3.由

于ar(Wn,C3)=n+1<n+2,那么此时Wn 中一定包

含一个彩虹的C3.根据轮图的结构特性,C3 中的两

条边是相邻的两条辐,还有一条边是外圈上的边.Wn-
C3是有n-2个顶点的路Pn-2.若C(Pn-2,C3)∩
C(C3)=⌀,则一定存在彩虹的C+

3.若C(Pn-2,C3)∩
C(C3)≠⌀,假设C(Pn-2,C3)⊂C(C3),|C(Wn)|≤
n-3+3=n<n+2,则产生矛盾.因此,E(Pn-2,C3)中
一定有一条边e的颜色不在C3 中,C3+e即是彩虹

的C+
3.
因为W3=K4,所以根据定理1可知ar(W3∨Ks,

C3)=s+3.
定理18 若n≥4,则s≥1,ar(Wn∨Ks,C+

3 )≥

ar(Wn∨Ks,C3)≥ar(Wn,C3)+s=n+1+s.
证明 ar(Wn∨Ks,C+

3)≥ar(Wn∨Ks,C3)显然

成立.只要找到一种边染色方式用n+1+s种颜色对

Wn∨Ks的边染色,使得Wn∨Ks不含彩虹的C3 即可.
将Wn 的n条辐染成同一种颜色c,Wn 剩余的n条边

染成不一样的颜色,另外Ks中的s个顶点对应着s个

单色星S1,n+1.此时Wn 中的C3—定有两条边的颜色

都是c;而一条边在W3 中、两条边在Kn+1,s中的C3,

Kn+1,s中的这两条边关联Ks中的同一个顶点,颜色一

样.因此Wn∨Ks不含彩虹的C3.
联图Wn∨Ks中4长圈C4 的位置存在3种情况:

第1种是4条边都在Wn 中(图2(a)),第2种是4条

边都在Kn+1,s中(图2(b)),第3种是两条边在Wn 中,
两条边在Kn+1,s中(图2(c)).

图2 W4∨K2中C4的3种位置

Fig.2 ThreelocationofC4inW4∨K2

定理19 若n≥3,s≥1,则ar(Wn∨Ks,C4)≥1+
ar(Kn+1,s,C4).

证明 找到一种边染色方式,用1+ar(Kn+1,s,

C4)种颜色对Wn∨Ks的边染色,使得Wn∨Ks不含彩

虹的C4.将Kn+1,s的边用ar(Kn+1,s,C4)种颜色染色,
使得它不包含彩虹的C4,Wn 用另一种新的颜色c.对
于C4的4条边都在Wn 中和4条边都在Kn+1,s中,这
两种情况一定不是彩虹的C4;对于C4的第3种情况,
至少有两条边在Wn 中,有相同的颜色c,也一定不是

彩虹的,产生矛盾.

2.4 联图Fn∨Ks的anti-Ramsey数

友谊图是任意两点之间都恰好有一个公共顶点

的图.图Fn∨Ks是一个友谊图Fn 和一个空图Ks的联

图,其中V(Fn)={v,v1,…,v2n},V(Ka)={z1,z2…,

zs}.这里主要研究图Fn∨Ks的anti-Ramsey数.
定理20 若n≥2,则ar(Fn,C3)=2n.
证明 对于友谊图Fn,实质上是n个三角形有一

个公共顶点的图.按照这样的特性,用n种颜色将每

个三角形中和公共顶点关联的两条边染成一样的颜

色,剩余的n条边用新的n种不同的颜色染色,此时在

Fn 中一定不含彩虹的C3.因此,ar(Fn,C3)≥2n.
如果用2n+1种颜色对Fn 的边任意染色,根据

鸽巢原理,那么至少有一个三角形的3条边颜色不一

样,即找到一个彩虹的C3.因此,ar(Fn,C3)<2n+1.
定理21 若n≥2,则ar(Fn,C+

3)=2n.
证明 ar(Fn,C+

3)≥ar(Fn,C3)=2n是显然的.
下面证明ar(Fn,C+

3)≤2n.如果用2n+1种颜色对Fn
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的边任意染色,可以找到彩虹子图C+
3,因为2n+1>

ar(Fn,C3),所以Fn 中存在彩虹C3.不失一般性地,假
设彩虹C3∶=zv1v2z且Fn 中没有彩虹的C+

3,则E=
{e=vvi|3≤i≤2n},C(E)={c(vvi)|3≤i≤2n}⊂
C(C3),|E(Fn)\(E∪C3)|=n-1,那么剩余的颜色数

是2n+1-3=2n-2>n-1,产生矛盾.因此在集合E
中总有一条边e和C3中的颜色不相同,故C3+e是彩

虹的C+
3,得证.

定理22 若n≥2,s≥1,则ar(Fn∨Ks,C+
3 )≥

ar(Fn∨Ks,C3)≥2n+1.
证明 ar(Fn∨Ks,C+

3)≥ar(Fn∨Ks,C+
3)是显然

的,只需要证明ar(Fn∨Ks,C3)≥2n+1即可.Fn 用

ar(Fn,C3)=2n种颜色染,使得它不含彩虹的C3,Ks中s
个顶点对应着s个单色星S1,2n+1,若包含一个彩虹的

C3,则一定会有两条边来自同一个单色星,产生矛盾.
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Anti-Ramseynumbersinsomejoingraphs
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Abstract:Theanti-Ramseynumberar(G,H)isthemaximumnumberofcolorsinanedge-coloringofGsuchthatGcontainsno
rainbowsubgraphsisomorphictoH.Inthispaper,weprimarilystudytheanti-Ramseynumbersinsomejoinsofgraphs,including
Cn∨Ks,Pn∨Ks,Wn∨KsandFn∨Ks,whereasthosesubgraphsincludeshortcyclesandthetrianglewithapendantedge.

Keywords:anti-Ramseynumber;edge-coloring;joingraph;rainbow
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