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基于XFEM的骨料分布对混凝土有效模量的影响
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摘　要:混凝土的弹性模量是结构设计中最基本的参数，在计算方法上需要保证足够的准确性。基于现有的3层球

壳解析模型，将骨料、界面过渡区和薄层砂浆组成的整体先行处理为等效夹杂体，并根据解析模型获得相应的弹

性模量，随后将混凝土视为由此等效而来的夹杂体与基体砂浆组成的二相复合材料。在固定背景网格体系中，采

用无附加自由度的扩展有限元方法计算不同级配和骨料含量的混凝土等效弹性模量。当混凝土的骨料分布发生

变化时，无附加自由度的扩展有限元方法能够在程序设计上避免整体刚度矩阵的维度变化问题。此外，为了能在

获得不同的骨料分布的同时获得较高的骨料含量，混凝土的级配采用固定的粒径分布形式。结果表明：骨料含量

同为47.12%的3种级配的混凝土弹性模量基本相同，说明级配对混凝土弹性模量的影响可以忽略；解析解可较准

确地预测稀疏骨料分布情况下的混凝土等效弹性模量，但骨料增加后其预测值出现较大偏差；混凝土弹性模量

随硬骨料含量的增加线性增大，随软骨料含量的增加线性减小。
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Abstract: Elastic modulus of concrete plays an important role in civil engineering design, thus it is important to keep the accuracy of its computa-

tion.  Based  on  the  on-hand  three-layered  spherical-shell  model,  an  equivalent  inclusion  that  consists  of  the  aggregate,  the  interfacial  transition

zone and cement mortar was made, and its elastic modulus was calculated by the three-layered spherical-shell model. Then, the concrete was seen

as a two-phase composite, which consists of the equivalent inclusion and basic cement mortar. Under the fixed-grid background, the extended fi-

nite element method without augmented degree of freedom was used to calculate the effective modulus of two-dimensional two-phase concrete

composed of equivalent inclusions and cement mortar. This kind of XFEM can avoid the problem of dimensional inconsistency after aggregate

distribution being changed. And the aggregate degradation was obtained through giving different aggregate diameters. It was shown that the ag-

gregate degradation has no influence on the effective modulus of concrete, and the analytical solutions for predicting the effective modulus of con-

crete are only reliable when aggregate content is low, and the effective modulus of concrete has a linear relationship with aggregate content.

Key words: concrete; interfacial transition zone; extended finite element method; effective elastic modulus

弹性模量是混凝土结构设计的重要性能参数，

其试验和理论研究十分广泛。Stock等[1]的试验结果

表明，混凝土的拉伸和压缩模量随着骨料含量的增

加而增加，且与混合理论的计算结果比较吻合。Wang
等[2]提出改进的直接法分析结冰效应对混凝土弹性

模量的影响，并进行试验验证。Vilardell等[3]设计专门
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的试件进行试验，用骨料的弹性模量预测大坝混凝

土弹性模量。Lutz等[4]利用非均匀过渡区模型分析含

沙水泥砂浆的体积模量，推断出界面区的弹性模量

比体积模量低30%～50%。Li等[5]提出四相球体模型

预测三相混凝土体积模量，该模型可分析最大骨料

尺寸和骨料级配对混凝土模量的影响规律，且与试

验数据吻合很好。同时，Li等[6]通过数值方法以合理

精度预测三相混凝土弹性模量，并通过试验数据进

行验证。石宵爽等[7]阐述了再生混凝土弹性模量随着

再生粗骨料取代率的增加逐渐下降的规律，其中，当

取代率大于30%后下降趋势变得平缓。近年来，再生

混凝土性能的研究越来越受到重视，需要开展相应

的数值计算研究。众多研究表明，由于粗骨料的畴壁

效应（wall effect），在骨料表面附近会形成的孔隙率

高于砂浆的界面过渡区（interfacial transition zone，
ITZ）[8–11]。尽管有研究显示ITZ或许和水泥砂浆并无

明显区别[12]，混凝土在细观层次上仍被普遍认为是

由骨料、水泥砂浆和二者之间的界面过渡区（ITZ）组

成的三相非均质复合材料[8–11]。在预测混凝土力学性

能上，ITZ作为有别于骨料和砂浆的第三相组份，受

到格外关注，在理论和试验研究上都有相当多的工

作见诸文献。由于ITZ的成因和构成十分复杂[13]，通

过试验方法获得的ITZ性能参数既不全面，也不能反

映ITZ在混凝土内部的真实构成[14–15]，因此在混凝土

细观研究中所采用的ITZ力学参数大多建立在经验

和假设基础之上[16]。

ITZ在数值模型中通常被简化为均匀材料[17]，为

降低计算量，模拟 ITZ的厚度也比实际情况要大

（ITZ的实际厚度一般不超过100 μm）[18]。为能反映

ITZ的性质在其厚度上的渐变性，有研究将ITZ进行

分层处理[19]，但在提高模拟精度的同时，计算量也随

之增加。为减轻计算负担，有研究者提出将混凝土细

观结构进行等效处理[18–19]。杜修力等[18，20]提出的细

观单元等效模型通过两步等效法将混凝土区域离散

成在单元内性能均匀的网格体系。在这种模型中，相

邻单元的性能存在差异，计算应力场时会产生较大

误差。肖诗云等[21]将混凝土简化为两级二相复合材

料的叠加，把骨料和界面过渡区视为一级二相复合

材料，再将其组成的弹性夹杂与砂浆视为二级二相

复合材料，随后根据Mori–Tanaka理论和Eshelby等效

夹杂理论推导了一级和二级二相复合材料的等效弹

性模量。文献[18，21]的等效做法舍弃了原本反映细

观特征的混凝土组份信息，通过均匀化处理又返回

至宏观分析，且在细观特征发生变化时需重新进行

等效分析。

为获得能考虑界面过渡区性能渐变特征的复合

材料等效模量，段慧玲等[22]通过解析法获得了具有

幂指数分布规律的非均匀界面相的颗粒增强复合材

料等效弹性模量。该解析解得到的是3层球壳复合材

料的等效模量，其中：内层球体为硬性夹杂，最外层

为基体材料，硬性夹杂和基体均为均匀弹性材料；中间

层为界面过渡区材料，材料性能具有幂指数分布规律。

利用解析方法获得三相组分混凝土的等效模量

目前仍面临诸多困难。不仅是因为理论发展尚不成

熟，还在于骨料随机分布方式带来组分间不确定的

相互作用。故数值模拟方法是当前进行混凝土细观

研究的重要手段。由于ITZ的厚度一般在10～100 μm，

混凝土结构至少在100 mm量级以上，在有限元建模

上面临较大尺度跨越。在考虑ITZ的非均匀性时，如

果采用分层处理方式（文献[17]将ITZ划分为20层），尺

度跨越会更大。为保证数值模拟方法的可行性，本文

先利用段慧玲等[22]提出的解析解，将ITZ与粗骨料先

行做等效夹杂处理，使其成为一个整体，从而避免了

混凝土细观结构特征尺寸跨度大的问题；再利用水

平集和扩展有限元法对等效夹杂体和砂浆组成的混

凝土进行数值分析，做到充分考虑骨料随机分布对

混凝土等效弹性模量的影响。

1   等效夹杂体

1.1   3层球壳解析模型

3层球壳模型的代表性体积单元（RVE）如图1所
示。段慧玲等[22]通过在RVE外边界上施加径向位移

的方式推导得到了具有非均匀界面相的复合材料等

效体积模量。

r = a/am

σ

为简便，以无量纲参数 表示RVE中物质

点的位置。骨料区域的位移场ur和应力场 分别为[22]：

ur = Apr （1）

σrr = σθθ = σφφ = 3κpAp （2）

砂浆区域的位移场和应力场为[22]：

ur = B1r+
B2

r2
（3）

σrr = 3κmB1−
4µmB2

r3
（4）

 

过渡区半径

骨料半径

夹杂体
半径

图 1　等效夹杂体示意图

Fig. 1　Schematic diagram of the equivalent inclusion
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σθθ = σφφ = 3κmB1+
2µmB2

r3
（5）

κ式（1）～（5）中，Ap、B1、B2为待定系数， 为体积模量。

非均匀界面相区域内用径向位移表达的平衡方

程为[22]：

d2ur

dr2
+

2
r

dur

dr
−2

ur

r2
+

dκⅠ
dr
+

4
3

dµⅠ
dr

κⅠ+
4
3
µⅠ

dur

dr
+

dκⅠ
dr
− 2

3
dµⅠ
dr

κⅠ+
4
3
µⅠ

2ur

r
= 0 （6）

κⅠ

µⅠ

假设非均匀界面相的体积弹性模量 和剪切模

量 按式（7）～（8）的形式变化[22]：

κⅠ = κ0+ lκrQ （7）

µⅠ = µ0+ lµrQ （8）

剪切模量恒定、体积模量按式（7）变化时，求解

平衡方程后得到界面相的位移场和应力场为[22]：

ur (r) =
D1

r2
+

D2

r2

w r2

ς+ rQ
dr （9）

σrr =

(
κⅠ+

4
3
µⅠ

)
dur

dr
+

(
2κⅠ−

4
3
µⅠ

)
ur

r
（10）

其中：

ς =
κ0+

4µ0

3

lκ +
4lµ
3

（11）

σrr

ur = εt

给定Q的值，通过式（9）确定位移场，常数Ap、B1、

B2、D1和D2可由ur和 在两界面处的连续性条件及

外边界上 确定。推导的方程组为：
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,

B1+B2 = ε̄t

（12）

显然，给定初始边界位移后，若ITZ厚度与粗骨

料半径之比保持不变，则未知系数的值也保持不变，

即等效弹性模量与骨料粒径无关。

3层球壳模型的平均径向应力为[22]：

σrr = σrr |r=1 （13）

复合材料的等效体积模量为：

κ =
σrr

3εt
=

3κmB1−4µmB2

3εt
（14）

1.2   等效夹杂体的特征

所分析的等效夹杂体由2维圆形骨料及其外层

包围的界面过渡区和基础砂浆组成，如图1所示。骨

料粒径范围为10～40 mm，分布在200 mm×200 mm的

混凝土范围内。将界面过渡区和基础砂浆的厚度视

为骨料粒径的线性函数[23]，且满足：骨料粒径为10 mm
时，ITZ和基础砂浆厚度均为10 μm；骨料粒径为40 mm
时，ITZ和基础砂浆厚度均为40 μm。需要指出的是，

段慧玲等的解析模型是根据Hashin等[24–25]的观点将

复合材料视为一系列大小不等的3层同心球壳堆积

而成，如图2所示。其计算结果即复合材料的等效模

量，而本文的等效夹杂体是和基体砂浆组成二相混

凝土后经过有限元计算才能得到混凝土的等效模量。

2   有限元模型

2.1   无附加自由度的XFEM
利用下列水平集函数描述固定背景网格中等效

夹杂体的内、外区域及边界（图3）：

 

颗粒或纤维

基体

图 2　复合材料的颗粒混杂模型（CSA）或纤维混杂模型

（CCA）

Fig. 2　CSA (composite sphere assemblage) or CCA (com-
posite cylinder assemblage) model of a composite

 

 

D

Ω
2

Ω
1

Ω
i

φ
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φ
i
 = 0

φ
i
 < 0

图 3　等效夹杂体的水平集描述

Fig. 3　Level set description of equivalent inclusions in
concrete
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
φs(x) > 0, x ∈ Ωs;
φs(x) = 0, x ∈ ∂Ωs;
φs(x) < 0, x ∈ D\Ωs

（15）

φs(x) =max(φ1,φ2, · · · ,φn) φi

Ωs

式中： ， 为等效夹杂体i的水

平集函数；D为混凝土所占区域； 为所有等效夹杂

体所在区域。 
φi(x) > 0, x ∈ Ωi;
φi(x) = 0, x ∈ ∂Ωi;
φi(x) < 0, x ∈ D\Ωi

（16）

Ωs = ∪n
i=1Ωi显然， 。

基于上述水平集函数对等效夹杂体的描述，采

用Wei等[26]提出的无附加自由度的扩展有限元法进

行有限元分析。位移插值函数见式（17），H为Heav-
iside函数。利用子域法计算切割单元的刚度矩阵，如

图4所示[27]。在切割单元内部的边界两侧材料属性不

同（一侧为等效夹杂体，另一侧为基础砂浆），积分时

根据积分点的位置选择相应弹性模量进行计算。子

域法的优点是无需保证间断作为子域的边界，且矩

形子域的高斯积分点坐标是独立的，在计算上具有

规范性，有利于MATLAB的向量化计算。

u(x) =
∑
i∈I

Ni(x)H(x)ui （17）

2.2   骨料投放

用MATLAB编写的骨料投放程序得到固定背景

网格中的骨料分布，如图5所示。该程序可随机生成

骨料粒径，也可按要求生成指定的骨料粒径，且可以

控制骨料在混凝土中所占体积百分比（骨料含量）。

由于随机生成骨料粒径的方法不易获得较高骨料含

量，故文中采用固定骨料粒径的方式进行多级配的

骨料投放。在分析骨料级配对混凝土等效模量的影

响时选用3种级配（1级配、2级配、3级配）和多种骨料

含量（15.32%～60.08%）进行计算。

3   算　例

利用文献[18]中的数据进行计算，如表1和2所示。

首先需要表达出 ITZ性能分布。取Q=3，根据

ITZ外侧边界与砂浆性能相同得：
κm = κ0+ lκr

Q
Ⅰ

（18）

根据ITZ内侧边界孔隙率比例（按20%计算）得：

0.667κm = κ0+ lκrQ
p （19）

联立式（14）、（15），得：

 

图 4　计算切割单元刚度矩阵的子域法

Fig. 4　Numerical integration of cut element by rectangu-
lar sub-grids method

 

 

(a) 混凝土3级配模型

(b) 随机骨料粒径模型
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图 5　混凝土骨料模型

Fig. 5　Concrete aggregate model
 

 

表 1　混凝土材料力学参数

Tab. 1　 Mechanical properties parameters of concrete
 

材料 弹性模量/GPa 泊松比

砂浆 30 0.22

界面 22 0.20

骨料 50 0.16
 

 

表 2　有效弹性模量与孔隙率的关系

Tab. 2　 Relationship between effective elastic modulus and
porosity

 

孔隙率/% 5 10 15 20

弹模比 0.977 0.951 0.739 0.667

    注：弹模比是有效弹性模量与孔隙率为0时弹性模量的比值。
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κ0 = −973.216 9, lκ = 997.044 4 （20）

求解方程得到等效夹杂体的体积模量为：

κ =
3κmB1−4µmB2

3εt
= 28.36 GPa （21）

等效夹杂泊松比取0.2，则等效夹杂体的弹性模

量为51.05 GPa。将表1中数据带入XFEM的计算程序

后得到骨料含量均为47.12%的1级配、2级配和3级配

混凝土（图6），得到的弹性模量为39.2 、38.8、39.3 GPa。

计算得到混凝土的等效弹模与骨料含量的关系

如图7所示，同时给出了等效模量为10 GPa的软夹杂

混凝土弹性模量随骨料含量的变化，以及段慧玲解

析解计算的结果。

由图7可知，随着骨料含量的增加，3层球壳模型[22]

的解析解逐渐偏离数值解，表明其适用性越来越差。

4   结　论

利用解析解先行计算等效夹杂体弹性模量的做

法可避免在有限元分析中考虑界面过渡区较小的尺

寸特征，网格划分不至过密，在求解效率上能够得到

保证。扩展有限元的背景网格在骨料分布及骨料粒

径变化时可保持不变，在分析不同的骨料级配时

具有统一形式，分析过程与传统有限元相比得到了

简化。

用本文方法对混凝土弹性模量进行分析发现：

1）骨料含量相同时，3种级配的混凝土弹性模量相差

不大；2）段慧玲提出的解析解在骨料含量较低时计

算较为准确，但随着骨料含量的增加，其计算误差逐

渐扩大，用数值方法求解更合理；3）混凝土弹性模量

随硬骨料含量的增加线性增大，随软骨料含量的增

加线性减小。
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