
中国科学 : 数学 2021年 第 51卷 第 6期 : 833∼ 846

SCIENTIA SINICA Mathematica

自然科学基金项目进展专栏 综 述

英文引用格式: Chen H, Chen H G. Eigenvalue problem of degenerate elliptic operators (in Chinese). Sci Sin Math, 2021, 51:

833–846, doi: 10.1360/SSM-2020-0219

c⃝ 2021《中国科学》杂志社 www.scichina.com mathcn.scichina.com

退化椭圆算子的特征值问题
献给陈恕行教授 80 华诞

陈化∗, 陈洪葛

武汉大学数学与统计学院, 武汉 430072

E-mail: chenhua@whu.edu.cn, hongge chen@whu.edu.cn

收稿日期: 2020-07-06; 接受日期: 2021-02-25; 网络出版日期: 2021-03-08; * 通信作者

国家自然科学基金 (批准号: 11631011) 资助项目

摘要 本文简要介绍退化椭圆算子的特征值问题的研究结果与研究方法; 以有限阶退化椭圆算子为主

线, 主要阐述研究其 Dirichlet 特征值上下界估计和渐近估计的方法与结论.
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1 引言

特征值问题是数学研究领域中的一个重要的研究课题,这不仅反映在对线性和非线性偏微分方程

的研究中, 而且还通过对几何谱不变量的研究在几何和拓扑上也具有重要的研究价值, 在物理上也同

时与电磁波的色散现象、黑体辐射问题和量子力学等物理问题都有紧密的联系, 故而这方面的研究自

19 世纪开始直到现在一直是数学家和物理学家所关注的热点研究问题. 对于经典椭圆算子的特征值

问题, Weyl [1] 在 1911 年首次得到了 Laplace 算子的特征值的首项渐近公式, 证明了区域的体积是几

何谱不变量, 从而在偏微分算子的谱和几何的交叉研究方面开创了一个新的研究分支, 这即为 “谱几

何” 研究的开始. 继 Weyl [1] 的开创性工作之后, Courant [2]、Carleman [3, 4]、Hörmander [5]、Seeley [6]、

Ivrii [7]、Melrose [8] 和 Levitan [9] 等多位杰出数学家相继在椭圆算子特征值的渐近问题上得到了一系列

重要的结果.此外,椭圆算子特征值的上下界估计和相邻特征值的间隙估计等问题在偏微分方程和微分

几何的理论研究上都有重要意义,同时在物理和工程领域也有重要的应用,进而也引起了人们的广泛关

注. 关于这方面的问题,可参见 Pólya [10]、Cheng和 Li [11]、Li和 Yau [12]、Li [13]、Kröger [14]、Laptev [15]、

Cheng和Wei [16] 以及 Cheng和 Yang [17, 18] 等的工作.另外,关于经典椭圆算子特征值问题的研究,我

们还可以列出文献 [19–24] 和 [25–30] 等的工作以供读者参考.

作为经典椭圆算子的一种自然推广,退化椭圆算子的理论研究在偏微分方程理论中具有重要的意

义. 同时, 退化椭圆算子与几何、物理及概率论中所研究的许多对象均有着密切的关系,如复几何中的
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∂-Neumann 方程、量子力学中 Heisenberg 群上的 Kohn Laplace 算子和概率论中的 Malliavin 计算等.

自 20世纪 60年代 Fields奖得主 Hörmander对退化椭圆算子理论的开创性工作以来,一大批著名数学

家如 Folland、Stein、Fefferman、Métivier 和 Kohn 等相继在此领域也做了许多基础性理论研究. 具体

而言, Hörmander [31] 在 1967 年首次建立了著名的平方和定理, 揭示了满足 Hörmander 条件的退化向

量场所构成的一类平方和算子的亚椭圆性. 在 Hörmander [31] 的开创性工作之后, Kohn [32,33]、Olĕınik

和 Radkevich [34] 等利用拟微分算子的技巧相继给出了平方和定理的不同证明. 但是, Hörmander 等

所建立的次椭圆估计并不是最佳的, 其正则性的阶一般无法被精确刻画. 为了得到精确的次椭圆估计,

在 20 世纪 70 年代, Folland和 Stein [35] 研究了 Heisenberg 群上的 ∂b 算子的正则性问题, 并利用奇异

积分算子理论等工具得到了最佳的次椭圆估计 (其正则性的阶依赖于向量场的 Hörmander 指标). 接

着 Folland [36] 将这一精确的结果推广到带有齐性结构的 Lie 群 (分层 Lie 群) 上的次 Laplace 算子上.

但是,满足 Hörmander条件的退化椭圆算子一般并不具备这种齐性群的结构. 为了突破这一关键的障

碍, Rothschild 和 Stein [37] 在 1976 年建立了向量场的提升和逼近理论, 他们证明了满足 Hörmander

条件的退化椭圆算子在提升到更高维的空间后可以被具备这种齐性群结构的次 Laplace 算子局部逼

近, 从而给出了满足 Hörmander 条件的一般退化椭圆算子的拟基本解的估计. 接着, 利用奇异积分算

子等工具, 他们得到了至今为止最佳的次椭圆估计和正则性结果. Rothschild 和 Stein [37] 的里程碑式

工作给出了研究退化椭圆算子的一套强有力的工具, 并由 Rothschild [38]、Nourrigat [39–41]、Helffer 和

Nier [42]、Helffer 和 Nourrigat [43, 44] 进一步推广. 基于这一理论工具, 退化椭圆算子的基本理论研究

取得了长足的进步与发展. 例如, Jerison [45]、Jerison 和 Sánchez-Calle [46]、Sánchez-Calle [47] 得到了满

足 Hörmander 条件的退化椭圆算子的 Green 核估计和热核估计及对应的 Poincaré 不等式等重要工

具, Xu [48,49] 研究了拟线性次椭圆方程并建立了 Hölder估计, Bramanti等 [50] 研究了非散度型退化抛

物方程并给出了热核估计和 Harnack 不等式, 等等.

另一方面,满足 Hörmander条件的退化向量场对应着一种次 Riemann几何的全新几何框架 (参见

文献 [51]). 早在 20世纪 30年代, Chow [52] 和 Rashevskii [53] 独立证明了在 Hörmander条件下,区域内

任意两点可以用以向量场形成的积分曲线组合而成的曲线来连接. 该结果后来被称为 Chow-Rashevskii

定理,是次 Riemann几何领域的第一个大定理. 通过进一步研究这种几何性质, Bony [54] 等给出了退化

椭圆方程以及退化热方程的强极值原理和对应的 Harnack不等式. 值得注意的是,由 Chow-Rashevskii

定理可以得到一种不同于经典 Euclid 度量的全新的自然内在度量, 即 Carnot-Carathéodory 度量. 这

种由向量场形成的积分曲线所刻画的抽象度量在退化椭圆算子和次 Riemann 几何领域的研究中都占

据着重要地位, 几乎所有关于退化椭圆算子的基本核 (Green 核和热核) 的估计均依赖于此度量. 在

1981 年, Fefferman 和 Phong [55] 通过 Carnot-Carathéodory 度量给出了次椭圆估计的一种等价的几何

描述. 为了进一步定量估计这种抽象的度量, Nagel 等 [56] 在 1985 年证明了著名的 “球盒子” 定理, 其

给出了由 Carnot-Carathéodory 度量所形成的球的体积的显式估计公式. 在 Nagel、Stein 和 Wainger

的工作后, 关于退化椭圆算子的很多定量分析得以开展, 例如, Capogna 和 Danielli [57] 给出了非线性

次椭圆方程的嵌入定理, Varopoulos 等 [58] 研究了 Carnot 群上的退化椭圆算子的热核及 Harnack 不

等式, Yung [59] 给出了精确的 Sobolev 嵌入定理, 等等. 至今为止, 在 Hörmander 条件下的退化椭圆算

子已经有了较为完备的理论框架, 可参见文献 [60].

对于退化椭圆算子的特征值问题, 最早的研究工作属于 Métivier. 在 1976 年, Métivier [61] 利用

Rothschild 和 Stein 建立的向量场的提升和逼近理论给出了满足 Métivier 条件下的 Hörmander 型自

伴次椭圆算子的特征值的渐近公式. 值得指出的是, Métivier 条件是一个关于 Hörmander 向量场的

非常强的假设, 在这一条件下, 由向量场生成的 Lie 代数将具备某种定常的结构 (在次 Riemann 几何
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中称为等度正则 (equiregular) 结构, 参见文献 [51]), 即此向量场所张成的 Lie 代数在每一点处的结构

与点的位置无关. 因此, 满足 Métivier 条件的向量场可以被某 Carnot 群上带有齐性结构的左不变向

量场局部逼近, 进而具备非常良好的性质. 然而, 在实际应用中存在大量仅满足 Hörmander 条件但并

不满足 Métivier 条件的向量场. 在这更一般的情形下, Métivier 所给出的渐近公式将不再适用. 本文

接下来将主要介绍仅满足 Hörmander 条件的向量场所形成的一般自伴退化椭圆算子的 Dirichlet 特

征值问题的研究结果和相关研究方法,这里所涉及的是本文作者团队近期在这一研究领域的一些研究

结果.

2 有限阶退化椭圆算子

Hörmander [31] 于 1967 年引入了 Hörmander 条件, 在几何上也称为 Chow 条件 (参见文献 [51]),

其定义如下:

定义 2.1 (Hörmander 条件 [31]) 设 W 是 Rn 中的开集, X = (X1, X2, . . . , Xm) 为定义在 W 上

的光滑实向量场. 令 I = (j1, . . . , jk) (1 6 ji 6 m) 为多重指标, 记 I 的长度为 |I| = k. 则向量场的 k

阶交换子定义为

XI = [Xj1 , [Xj2 , · · · [Xjk−1
, Xjk ] · · · ]].

记 Tx(W ) 为点 x 处的切空间, 如果存在正整数 Q, 使得

span
|I|6Q

{XI(x)} = Tx(W ), ∀x ∈ W,

则称向量场 X 在 W 上满足 Hörmander 条件. 这里 Q 为使得 Hörmander 条件成立的最小正整数, 称

其为向量场 X 的 Hörmander 指标. 这时称向量场 X 是有限阶退化的, 也称向量场 X 为 Hörmander

向量场.

例 2.1 考虑定义在 R2 上的 Grushin 型向量场 X = {∂x1 , x1∂x2}, 则 X 满足 Hörmander 条件,

并且其 Hörmander 指标 Q = 2.

对 Rn 中开集 W 上的一组向量场 X = (X1, X2, . . . , Xm), 我们可引入带权的 Sobolev 空间, 其定

义如下:

定义 2.2 (带权的 Sobolev 空间 [62]) 定义

H1
X(W ) = {u ∈ L2(W ) | Xju ∈ L2(W ), j = 1, . . . ,m}.

容易验证, H1
X(W ) 为一个 Hilbert 空间, 其范数为

∥u∥2H1
X(W ) = ∥u∥2L2(W ) + ∥Xu∥2L2(W ),

其中

∥Xu∥2L2(W ) =

m∑
j=1

∥Xju∥2L2(W ).

令 Ω ⊂⊂ W 为有界的连通开子集, ∂Ω 为光滑的且关于向量场 X 是非特征的, 即对任意 x0 ∈ ∂Ω,

存在至少一个向量场 Xj0 (1 6 j0 6 m) 使得

Xj0(x0) /∈ Tx0(∂Ω).
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显然, 向量场 X 在 Ω 上也满足 Hörmander 条件. 在下文中为了方便起见, 假设在 Ω 上的 Hörmander

指标也是 Q. 记 H1
X,0(Ω) 表示 C∞

0 (Ω) 在 H1
X(W ) 中的闭包. 此时, H1

X,0(Ω) 也是一个 Hilbert 空间.

对满足 Hörmander 条件的向量场 X = (X1, . . . , Xm), 令

∆X := −
m∑
j=1

X∗
jXj ,

则 ∆X 为有限阶退化的二阶椭圆算子, 其中 X∗
j 为 Xj 的伴随算子, 并且有

X∗
j = −Xj − divXj .

关于 ∆X 的方程 ∆Xu = f 称为有限阶退化椭圆方程. 对于 Hörmander 向量场及对应的退化椭圆算

子 ∆X , Hörmander [31]、Kohn [32,33]、Olĕınik和 Radkevich [34] 给出了以下的次椭圆估计,因此也称 ∆X

为次椭圆算子.

命题 2.1 (ε- 次椭圆估计 I) 假设向量场 X = (X1, X2, . . . , Xm) 在 Rn 中的开子集 W 上满足

Hörmander 条件, 则对任意满足 Ω ⊂⊂ W 的有界开集 Ω, 存在常数 C > 0 和 ε > 0 使得

∥u∥2Hε(Rn) 6 C

( m∑
i=1

∥Xiu∥2L2(Rn) + ∥u∥2L2(Rn)

)
, ∀u ∈ H1

X,0(Ω), (2.1)

其中

∥u∥2Hε(Rn) =

∫
Rn

(1 + |ξ|2)ε|û(ξ)|2dξ

为经典的 Sobolev 范数.

命题 2.2 (ε- 次椭圆估计 II) 假设向量场 X = (X1, X2, . . . , Xm) 在 Rn 中的开子集 W 上满足

Hörmander 条件. 令 Ω ⊂⊂ W 为任一个有界开集, 函数 ϕ, ϕ1 ∈ C∞
0 (Ω), 且在 ϕ 的支集上有 ϕ1 ≡ 1, 则

存在 ε > 0, 使得对于任意 s > 0 有

∥ϕu∥Hs+2ε(Rn) 6 C(∥ϕ1∆Xu∥Hs(Rn) + ∥ϕ1u∥L2(Rn)), ∀u ∈ L2(Ω) ∩ C∞(Ω), (2.2)

以及

∥u∥Hs+2ε(Rn) 6 C(∥∆Xu∥Hs(Rn) + ∥u∥L2(Rn)), ∀u ∈ C∞
0 (Ω), (2.3)

其中正常数 C 与 s 和 Ω 有关, 但是与 ε 无关.

注 2.1 假设向量场 X = (X1, X2, . . . , Xm) 在 Rn 中的开子集 W 上满足 Hörmander 条件, 并且

其 Hörmander 指标为 Q. Rothschild 和 Stein [37] 证明了命题 2.1 和 2.2 中的参数 ε 可具体取到 1
Q , 这

也是迄今为止已知的最佳次椭圆估计.

对 Hörmander 向量场, 我们有如下带权的 Poincaré 不等式:

命题 2.3 (带权的 Poincaré不等式 [62, 63]) 假设向量场 X = (X1, X2, . . . , Xm)在 Rn 的某一连通

开子集 W 上满足 Hörmander 条件, 设 Ω ⊂⊂ W 为一个有界连通的开子集, 且 Ω 的边界 ∂Ω 是光滑

的并且关于向量场是非特征的, 则退化椭圆算子 ∆X 在 Ω 上的第一 Dirichlet 特征值 λ1 是严格正的.

进一步地, 有如下带权的 Poincaré 不等式成立:

λ1

∫
Ω

|u|2dx 6
∫
Ω

|Xu|2dx, ∀u ∈ H1
X,0(Ω). (2.4)
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3 退化椭圆算子的 Dirichlet 特征值问题

接着, 考虑退化椭圆算子 −∆X 在 H1
X,0(Ω) 上的 Dirichlet 特征值问题−∆Xu = λu, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω.
(3.1)

由带权的 Poincaré不等式 (2.4)和 Lax-Milgram定理容易证得退化椭圆算子∆X 存在逆算子∆−1
X ,

且 ∆−1
X : L2(Ω) → H1

X,0(Ω)是连续线性算子. 再由次椭圆估计 (命题 2.1)可知嵌入 H1
X,0(Ω) ↪→ H

1
Q (Ω)

是连续的,并且嵌入 H
1
Q (Ω) ↪→ L2(Ω)是紧的. 所以空间 H1

X,0(Ω)也可以紧嵌入到 L2(Ω),故退化椭圆

算子 ∆X 的逆算子 ∆−1
X 是一个从 L2(Ω) 到 L2(Ω) 的紧算子. 根据紧算子的谱理论可知退化椭圆算子

具有正的离散的特征值,记作 {λk}∞k=1,且满足 0 < λ1 < λ2 6 λ3 6 · · · 6 λk 6 · · · ,并且当 k → +∞时
有 λk → +∞. 若令 {ϕk}∞k=1 为特征值 {λk}∞k=1 对应的特征函数, 则 {ϕk}∞k=1 为 H1

X,0(Ω) 空间的一组

正交基, 并且为 L2(Ω) 的一组规范正交基.

关于退化椭圆算子 ∆X 的特征值问题,其最早的研究结果由 Métivier [61] 在 1976年得到. Métivier

首先对向量场 X 增加了如下更强的假设:

定义 3.1 (Métivier 条件 [61]) 对 W 中的任意一点 x, 记 Vj(x) (1 6 j 6 Q) 为 x 点处切空间

Tx(W ) 的一个子空间, 其由长度不超过 j 的向量场 X1, . . . , Xm 的交换子所张成. 如果在 Ω 中的每一

点 x 的某一个邻域内, 向量空间 Vj(x) 的维数 dimVj(x) 都为与点 x 选取无关的常数 νj , 则称向量场

X 在 Ω 上满足所谓的 Métivier 条件, 其对应的 Métivier 指标定义为

ν =

Q∑
j=1

j(νj − νj−1), ν0 := 0. (3.2)

这里的 Métivier 指标 ν 也称为 Ω 关于向量场 X 的 Hausdorff 维数 (或齐性维数).

在这一更强的假设下, Métivier 得到了如下的渐近估计结果:

命题 3.1 (参见文献 [61, 定理 1.3]) 假设向量场 X 同时满足 Hörmander 条件和 Métivier 条件,

对 Ω 上的自伴退化椭圆算子 ∆X 的 Dirichlet 特征值问题, 有

lim
λ→+∞

λ− ν
2 N(λ) =

∫
Ω

γ(x)dx, (3.3)

其中 γ(x) 是定义在 Ω 上的严格正的连续函数, N(λ) := #{k | λk 6 λ} 为不超过 λ 的 Dirichlet 特征

值的个数 (也称为 Dirichlet 计数函数), ν 为 (3.2) 中定义的 Métivier 指标. 估计式 (3.3) 等价于

λk = ck
2
ν + o(k

2
ν ), k → +∞, (3.4)

这里 c 是依赖于区域 Ω 和向量场 X 的正常数.

注 3.1 Métivier 建立的渐近结果 (3.3) 和 (3.4) 也适用于紧致无边流形上满足 Métivier 条件的

Hörmander 向量场 X 所对应的退化椭圆算子 ∆X (参见文献 [61, 推论 1.2]).

然而, 在实际应用中存在很多满足 Hörmander 条件但并不满足 Métivier 条件的向量场 (如例 2.1

中的 Grushin 型向量场), 在这更一般的情形下, Métivier 的渐近结果将不再适用.

另一方面,退化椭圆算子特征值的上下界估计也引起了人们的广泛关注. 2015年, Chen和 Luo [64]

利用次椭圆估计 (命题 2.1)对一般满足 Hörmander条件的退化椭圆算子 ∆X 的 Dirichlet特征值给出

了如下的显式下界估计:
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命题 3.2 (参见文献 [64, 定理 1.1]) 令向量场 X 满足 Hörmander条件, λk 为退化椭圆算子 ∆X

的第 k 个 Dirichlet 特征值, 则有

k∑
j=1

λj > C1k
1+ 2

nQ , ∀ k > 1, (3.5)

这里

C1 =
nQ(2π)

2
Q

C(nQ+ 2)(|Ω| · |Bn|)
2

nQ

,

其中 C > 0 为依赖于向量场 X 和区域 Ω 的常数, |Bn| 为 Rn 中单位球的体积, Q 为向量场 X 对应的

Hörmander 指标, |Ω| 表示有界区域 Ω 的体积 (即 Ω 的 Lebesgue 测度).

注 3.2 注意到 λk 6 λk+1, 从 (3.5) 可推导出 λk > C1k
2

nQ . 这个结果可以回到经典 Laplace 算

子的情形, 即若取 ∆X = ∆, 则 (3.5) 中的常数 C1 可以取到
nCn

n+2 , 这与 Li 和 Yau [12] 给出的下界估计

结果是一致的.

注 3.3 通过比较命题 3.2 和 Métivier 的渐近结果 (3.4), 容易观察到, 当 Q > 1 时, (3.5) 得到的

λk 的下界的多项式的阶是 k 的 2
Qn 次幂, 如果向量场同时满足 Hörmander 条件和 Métivier 条件, 则

从 (3.5) 得到的 λk 的下界的阶将严格小于 Métivier 的渐近式 (3.4) 中的阶. 这说明命题 3.2 中的下界

估计的阶在 Métivier 条件下并不是最佳的. 事实上, 以下的例子说明 (3.5) 中下界估计的阶的确是不

精确的.

例 3.1 考虑定义在 Heisenberg 群 HN ⊂ R2N+1 上由向量场 X = (X1, . . . , XN , Y1, . . . , YN ) 形成

的 Kohn Laplace 算子, 其中

Xj = ∂xj + 2yj∂t, Yj = ∂yj − 2xj∂t, j = 1, . . . , N.

容易验证, X 同时满足 Hörmander 条件和 Métivier 条件, 其 Hörmander 指标和 Métivier 指标分别为

Q = 2 和 ν = 2N + 2. 对这个特殊的向量场 X 所形成的退化椭圆算子 ∆X 在区域 Ω 上的 Dirichlet

特征值问题 (3.1), Hansson 和 Laptev [65] 在 2008 年证明了

λk >
(
2(2π)N+1(N + 1)N+2

CN (N + 2)N+1|Ω|

) 1
N+1

· k
1

N+1 , ∀ k > 1, (3.6)

这里

CN =
∑

n1,...,nN>0

(2(n1 + · · ·+ nN ) +N)−(N+1).

从这一例子可知 nQ = 2(2N + 1) > 2N + 2 = ν, 这里特征值 λk 的下界关于 k 的阶为 2
ν = 1

N+1 , 这与

Métivier 的渐近结果 (3.4) 中的阶是一致的, 故而是最佳的. 由 (3.5), 下界估计的阶是

2

nQ
=

1

2N + 1
<

1

N + 1
,

故而是不精确的.

为了得到在一般 Hörmander 条件下更为精确的下界估计, 我们需要引入如下的广义 Métivier 指

标 (这也称为区域 Ω 关于向量场 X 的各向异性维数 (non-isotropic dimension) (参见文献 [59])).
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定义 3.2 (广义 Métivier 指标 [64]) 对 W 中的任意一点 x, 同样记 Vj(x) (1 6 j 6 Q) 为 x 点处

切空间 Tx(W ) 的一个子空间, 它由长度不超过 j 的向量场 X1, . . . , Xm 的交换子所张成. 对 W 中的

任意一点 x, 令 νj(x) = dimVj(x), 则 x 点处的逐点齐性维数 ν(x) 定义为

ν(x) :=

Q∑
j=1

j(νj(x)− νj−1(x)), ν0(x) := 0. (3.7)

设 Ω ⊂⊂ W 为一个开子集, 定义 Ω 上的广义 Métivier 指标为

ν̃ = max
x∈Ω

ν(x). (3.8)

注 3.4 从 (3.7) 和 (3.8) 可以得到当 Q > 1 时有 n+Q− 1 6 ν̃ < nQ. 如果 Métivier 条件满足,

则有 ν̃ = ν.

Chen 和 Luo [64] 考虑了 Grushin 型退化向量场 X = (∂x1 , . . . , ∂xn−1 , x
l
1∂xn) 的 Dirichlet 特征值问

题, 其中 l 为正整数. 假设有界区域 Ω 具有光滑非特征的边界 ∂Ω, 且 Ω ∩ {x1 = 0} ≠ ∅. 这时, 向量场

X 在 Ω 上不满足 Métivier 条件, 但向量场 X 是有限退化的, 且 Hörmander 指标 Q = l + 1 > 2, 广义

Métivier 指标 ν̃ = n+Q− 1 = n+ l. 通过运用适当的投影技巧, Chen 和 Luo [64] 得到了这种 Grushin

型算子的 Dirichlet 特征值的更佳的下界估计, 即 λk > c1k
2
ν̃ . 这一精确的下界结果后来被陈化等继续

推广到更一般的 Grushin 型算子, 可参见文献 [66].

为了研究一般满足 Hörmander 条件的退化椭圆算子的特征值问题, 我们需要考虑其对应的退化

的 Dirichlet 热核.

4 次椭圆 Dirichlet 热核

次椭圆算子 ∆X 对应的次椭圆 Dirichlet 热核 hD(x, y, t) 是退化热算子 ∂t −∆X 的基本解. 具体

来说, 即对每个固定的点 y ∈ Ω, hD(x, y, t) 为下列方程的解:(
∂

∂t
−∆X

)
hD(x, y, t) = 0, (x, t) ∈ Ω× (0,+∞), (4.1)

并且 hD(x, y, t) 具备下列基本性质:

(1) hD(x, y, t) ∈ C∞(Ω × Ω × R+) ∩ C(Ω × Ω × R+). 同时, 对任意固定的 (y, t) ∈ Ω × R+, 有

hD(x, y, t) ∈ H1
X,0(Ω).

(2) 对任意 φ ∈ C∞
0 (Ω), 有

lim
t→0+

∫
Ω

hD(x, y, t)φ(y)dy = φ(x).

(3) 对任意 x, y ∈ ∂Ω, 有 hD(x, y, t) = 0. 同时, hD(x, y, t) 关于 x 和 y 对称, 即

hD(x, y, t) = hD(y, x, t).

(4) 对任意 s, t > 0, 有

hD(x, y, t+ s) =

∫
Ω

hD(x, z, t)hD(z, y, s)dz.
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(5) 对任意 (x, y, t) ∈ Ω× Ω× (0,+∞), 有 hD(x, y, t) > 0. 同时, 对任意 (x, t) ∈ Ω× (0,+∞), 有∫
Ω

hD(x, y, t)dy 6 1.

(6) 对每个函数 f0(x) ∈ L2(Ω), f(x, t) =
∫
Ω
hD(x, y, t)f0(y)dy 为下列退化热方程的解:

(
∆X − ∂

∂t

)
f(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω× (0,+∞),

lim
t→0+

f(x, t) = f0(x), 于 L2(Ω),

f(x, t) = 0, 于 ∂Ω× (0,+∞).

事实上, 我们有如下的命题:

命题 4.1 (参见文献 [67, 命题 4.1]) 满足 Hörmander 条件的次椭圆算子 ∆X 存在一个在 Ω× Ω

×(0,+∞) 上适定的次椭圆 Dirichlet 热核 hD(x, y, t), 并且其有以下的级数展开:

hD(x, y, t) =

∞∑
i=1

e−λitϕi(x)ϕi(y), (4.2)

这里 ϕi 为对应的 Dirichlet 特征函数, 同时对任意 a > 0, 级数 (4.2) 在 Ω × Ω × [a,+∞) 上一致收敛.

进一步地, hD(x, y, t) 是唯一的, 并且满足以上提到的性质 (1)–(6).

文献 [68] 给出了通过半群理论建立经典 Laplace 算子的 Dirichlet 热核的方法, 此方法也适合于

满足 Hörmander 条件的自伴次椭圆算子. 除了半群理论之外, 我们还可以通过概率论和位势理论等

工具来建立次椭圆 Dirichlet 热核. 特别地, 我们也可以直接证明级数 (4.2) 的一致收敛性来建立次椭

圆 Dirichlet 热核, 这个方法需要用到如下关于 Hörmander 向量场的带权的 Sobolev 不等式 (参见文

献 [59]):

命题 4.2 (带权的 Sobolev 嵌入定理 [59]) 记 ν̃ 为向量场 X 在 Ω 上的广义 Métivier 指标, 则对

1 6 p < ν̃, 存在一个常数 C = C(Ω, X) > 0, 使得对任意 u ∈ C∞(Ω), 有

∥u∥Lq(Ω) 6 C(∥Xu∥Lp(Ω) + ∥u∥Lp(Ω)), (4.3)

其中 q = ν̃p
ν̃−p .

结合带权的 Poincaré 不等式 (命题 2.3), 可得下面的带权的 Sobolev 不等式:

命题 4.3 (带权的 Sobolev 不等式) 存在依赖于 X 和区域 Ω 的常数 C > 0, 使得对每个 u ∈
H1

X,0(Ω) 有 (∫
Ω

|u|
2ν̃

ν̃−2 dx

) ν̃−2
2ν̃

6 C

(∫
Ω

|Xu|2dx
) 1

2

. (4.4)

由带权的 Sobolev 不等式 (4.4) 并结合 Moser 迭代技术可以得到 Dirichlet 特征函数的 L∞ 估计,

即下面的命题:

命题 4.4 (参见文献 [67, 命题 3.1]) 存在依赖于 X 和区域 Ω 的常数 C1 > 0, 使得

∥ϕi∥∞ 6 C1 · λ
ν̃
4
i , (4.5)

其中 ∥ · ∥∞ 记作 Ω 上的 L∞ 范数.

840



中国科学 : 数学 第 51 卷 第 6 期

利用 Dirichlet 特征函数的 L∞ 估计式 (4.5) 和特征值的显式下界估计 (3.5), 容易得到级数 (4.2)

的一致收敛性, 从而证明次椭圆 Dirichlet 热核 hD(x, y, t) 的存在性. 接着, 利用次椭圆估计 (命题 2.2)

和 Bony 强极值原理 (参见文献 [54, 定理 3.2]), 可证明 hD(x, y, t) 的基本性质 (1)–(6). 详细的证明可

参见文献 [67, 命题 4.1].

文献 [67] 建立了次椭圆 Dirichlet 热核的对角渐近估计.

命题 4.5 (参见文献 [67, 命题 5.4]) 存在一个定义在 Ω 上的非负可测函数 γ0, 其对任意 x ∈ Ω

满足 γ0(x) > 0, 并且有

lim
t→0+

t
ν(x)
2 hD(x, x, t) = γ0(x), ∀x ∈ Ω. (4.6)

进一步地, 从带权的 Sobolev 不等式还可推出次椭圆 Dirichlet 热核 hD(x, y, t) 的一致上界估计.

定理 4.1 (参见文献 [67, 定理 1.1]) hD(x, y, t) 满足如下的一致上界估计:

hD(x, x, t) 6 C

t
ν̃
2

, ∀ (x, t) ∈ Ω× (0,+∞), (4.7)

这里 ν̃ 为 X 在 Ω 上的广义 Métivier 指标, C 为依赖于 X 和 Ω 的正常数.

5 退化椭圆算子的 Dirichlet 特征值的估计

由次椭圆 Dirichlet 热核 hD(x, y, t) 的一致上界估计, 并利用 hD(x, y, t) 的级数展开公式, 可以得

到 Dirichlet 特征值的精确下界估计.

定理 5.1 (参见文献 [67,定理 1.2]) 假设 X = (X1, X2, . . . , Xm)为一组定义在连通区域W ⊂ Rn

上的实光滑向量场,且在 W 上满足 Hörmander条件.令 Ω ⊂⊂ W 为一个有界的连通开子集, ∂Ω为光

滑的且关于向量场 X 是非特征的. 如果 Hörmander 指标 Q > 2, 则对任意 k > 1, 有

k∑
j=1

λj > C1 · k1+
2
ν̃ , (5.1)

这里 ν̃ 为向量场 X 在 Ω上的广义 Métivier指标, C1 = (Ce|Ω|)− 2
ν̃ 是一个依赖于 Ω和 ν̃ 的正常数,常

数 C > 0 来自于带权的 Sobolev 不等式 (4.4).

同时, 通过 Tauberian 定理 (参见文献 [69, 定理 1.1])、命题 4.5 和定理 4.1, 我们还可以建立对一

般 Hörmander 向量场形成的自伴退化椭圆算子 ∆X 的 Dirichlet 特征值的渐近公式.

定理 5.2 (参见文献 [67, 定理 1.3]) 假设向量场 X = (X1, X2, . . . , Xm) 满足定理 5.1 中的条件,

则在 Ω 上存在一个非负的可测函数 γ0, 其对任意 x ∈ Ω 满足 r0(x) > 0, 并且有

lim
λ→+∞

λ− ν̃
2 N(λ) =

1

Γ( ν̃2 + 1)
·
∫
H

γ0(x)dx, (5.2)

这里 H := {x ∈ Ω | ν(x) = ν̃}是区域 Ω的一个子集, ν(x)为逐点齐性维数, N(λ) := #{k | 0 < λk 6 λ}
为 Dirichlet 计数函数. 进一步可得如下结论:

• 若 H 的 Lebesgue 测度 |H| > 0, 则有

λk =

(
Γ( ν̃2 + 1)∫
H
γ0(x)dx

) 2
ν̃

· k 2
ν̃ + o(k

2
ν̃ ), k → +∞; (5.3)
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若 |H| = 0, 则有

lim
k→+∞

k
2
ν̃

λk
= 0. (5.4)

定理 5.2 有如下明显的推论:

推论 5.1 记 λk 为次椭圆算子 ∆X 在 Ω 上的 Dirichlet 特征值, 则 λk ≈ k
2
ν̃ (k → +∞) 成立当

且仅当 |H| > 0. 这个结果的几何意义是, 当 |H| > 0 时, 区域 Ω 上关于向量场 X 的各向异性维数 ν̃

为谱不变量.

注 5.1 从定理 5.2容易看到, 若集合 H = {x ∈ Ω | ν(x) = ν̃} 的 Lebesgue 测度为正, 则定理 5.1

中对特征值 λk 的下界估计关于 k 的阶是最优的. 特别地, 如果向量场满足 Métivier 条件, 则意味着

H = Ω, 因此 |H| > 0 显然成立. 这时, 渐近公式 (5.3) 与 Métivier 的渐近公式 (3.4) 是一致的. 因此,

定理 5.2 推广了 Métivier 在 1976 年得到的结果 (命题 3.1). 可见 Métivier 当年所提出的 Métivier 条

件仅给出了退化椭圆算子的特征值具有第一项渐近的充分条件, 而这里定理 5.2 中的条件 |H| > 0 是

退化椭圆算子的特征值具有第一项渐近的充要条件. 如果集合 |H| = 0, 则定理 5.2 的结论可以推导出

当 k → +∞ 时 λ−1
k = o(k−

2
ν̃ ) (这表明 λk 趋向于无穷大的速度比 k

2
ν̃ 要快), 这时在 (5.1) 中得到的特

征值下界估计的阶将是不精确的.

注 5.2 定理 5.1 和 5.2 的结果也适用于紧致无边流形上满足 Hörmander 条件向量场 X 所对应

的退化椭圆算子 ∆X (参见文献 [70]).

注 5.3 这里关于一般的 Hörmander 向量场所对应的退化椭圆算子的特征值研究, 在复几何的

一类问题的研究上具有重要的应用. 在复几何上需要研究 CR (Cauchy-Riemann) 流形上的 CR 向量

场, 为简单起见, 令 M 为复 Euclid 空间 Cn (n > 2) 上由 ρ = 0 定义的光滑实超曲面. 记 (z1, . . . , zn)

为 Cn 中的坐标. 不失一般性, 假设在 M 上有

ρzn :=
∂ρ

∂zn
̸= 0,

则

Lj =
∂

∂zj
−

ρzj
ρzn

∂

∂zn
(j = 1, . . . , n− 1)

为 M 上 CR 向量场的一组基. 令 Xj = Re(Lj) 和 Xj+n = Im(Lj) 分别为复向量场 Lj 的实部和虚部,

则向量场 X = (X1, . . . , X2n−2)满足 Hörmander条件当且仅当 M 在 Bloom-Graham意义下是有限型

的, 这在几何上等价于在 M 中不包含任何复超曲面 (参见文献 [71]). 当 M 为 Levi 非退化时, 向量场

X 的 Hörmander指标为 2并且满足 Métivier条件.此外,另一种满足 Métivier条件的情形是 M 为一

致有限的非退化情形 (参见文献 [72]). 例如, M ⊂ C3 是由 z21 + z22 = z23 定义的 Freeman 锥的情形. 一

般来说, 具有上述更为复杂的几何背景的 Hörmander 向量场 X 不会满足 Métivier 条件. 向量场的广

义 Métivier 指标与 M 上的 Levi 形式的退化程度有关, 此指标为 2 当且仅当其沿着至少一个 CR 方

向的点是 Levi 非退化的, 而在其他情形时其指标将大于等于 3. 向量场 X 形成的 Hörmander 次椭圆

算子与 M 上的 Kohn Laplace算子密切相关. 在 Métivier条件下, 我们知道对应的 M 为强拟凸的, 关

于这方面谱理论的研究已有大量的结果 (参见文献 [73]). Métivier 条件不成立时对应于 M 为有限型

并且弱拟凸的情形, 这方面目前的研究结果还所知甚少, 也更有意义和具有挑战性.

另外, 关于退化椭圆算子 ∆X 的 Dirichlet 特征值 λk 的上界, 我们也有如下的结果:
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定理 5.3 (参见文献 [67, 定理 1.4]) 假设向量场 X = (X1, X2, . . . , Xm) 满足定理 5.1 中的条件,

令 λk 为自伴次椭圆算子 ∆X 的第 k 个 Dirichlet 特征值, 则有

λk 6 C̃ · (k − 1)
2
n + λ1, ∀ k > 1, (5.5)

这里 C̃ > 0 是一个依赖于 X 和 Ω 的常数.

回顾前面经典的 Laplace 算子的特征值结果, 可知在非退化情形下 Laplace 算子的 Dirichlet 特征

值 λk 有如下的渐近估计:

λk ≈ k
2
n , k → +∞.

因此, (5.5)的结果仅证明了对退化椭圆算子的 Dirichlet特征值 λk 的上界估计具有与非退化情形时同

样的阶, 即在一般 Hörmander 条件下, 退化椭圆算子的 Dirichlet 特征值 λk 的上界的阶不会超过 k
2
n .

若 Hörmander 指标 Q > 1, 则有 ν̃ > n, 于是从上面推论 5.1 的结果可以看出, 当 |H| > 0 时, 这个

上界估计 (5.5) 不是精确的. 但是当 |H| = 0 时, 退化椭圆算子的 Dirichlet 特征值 λk 趋于无穷大的

速度比 k
2
ν̃ 要快, 下面的结果将说明在这样的情形下, 甚至于退化椭圆算子的 Dirichlet 特征值 λk 的

下界的阶也会达到 k
2
n (也就是与经典的非退化椭圆算子的特征值的增长阶数是一致的). 这表明在定

理 5.3中得到的退化椭圆算子的 Dirichlet特征值 λk 的上界的阶在某些一般的退化情形下已经是无法

再改进了, 所以较之经典的非退化情形, 对退化椭圆算子的特征值研究要复杂得多.

为了这一目的, 我们需要引入以下的条件:

条件 (A) 称向量场 X = (X1, X2, . . . , Xm) 在 Ω 上满足假设条件 (A), 如果∫
Ω

dx∑
|det(Yi1 , Yi2 , . . . , Yin)(x)|

< +∞, (5.6)

这里的求和将遍历集合 {X1, X2, . . . , Xm} 的所有 n 重组合 (Yi1 , Yi2 , . . . , Yin).

注 5.4 |H| = 0 为条件 (A) 的必要条件. 文献 [67] 证明了当 n > 3 时, Rn 上的向量场 {∂x1 , . . . ,

∂xn−1 , x1∂xn , . . . , xn−1∂xn} 满足假设条件 (A).

在条件 (A) 下, 我们有如下更高阶的下界估计:

定理 5.4 (参见文献 [67, 定理 1.5]) 若向量场 X = (X1, X2, . . . , Xm) 满足定理 5.1 中的条件, 并

且在 Ω 上满足假设条件 (A), 则有

k∑
i=1

λi > C · k1+ 2
n , ∀ k > 1, (5.7)

这里常数 C > 0 与 k 无关, λi 为第 i 个 Dirichlet 特征值.

注 5.5 定理 5.4的结论意味着,在假设条件 (A)下,退化椭圆算子的 Dirichlet特征值 λk > C ·k 2
n .

因此, 在这种情形下有 λk ≈ k
2
n (k → +∞), 此时关于 λk 的上界估计 (5.5) 里 k 的阶数是最佳的.
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