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摘要 部分线性单指标模型是在科学研究中具有广泛应用的经典半参数模型之一. 本文主要研究具

有自相关误差结构的面板数据的部分线性单指标模型的统计推断问题. 通过结合局部多项式和纠偏

广义估计方程方法, 本文提出模型参数的可行加权广义估计 (feasible weighted generalized estimating

equation estimation, GEE-FW), 证明该估计具有相合性和渐近正态性, 并且在渐近方差意义下阐明该

估计比工作独立的广义估计 (generalized estimating equation estimation based on working independence,

GEE-WI)更加有效. 此外,本文对模型中未知连接函数提出两阶段局部线性估计 (two step local linear

generalized estimating equation estimation, GEE-TS),建立该估计的渐近性质. 数值模拟研究和实际数

据分析都表明了本文所提出的方法是有效的, 在理论和应用方面均具有良好的表现.
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1 引言

面板数据是指对给定的多个不同研究个体在一段时间的多个时间点进行多次观测所得到的数据,

比横截面数据和时间序列数据可以提供更多的信息. 面板数据分析已经广泛应用于经济、金融、生物

和医学等众多领域. 面板数据参数模型的统计推断已经被广泛深入研究, 可参见文献 [1–4]. 然而简单

易解释的参数模型却有模型误设的风险. 为降低参数模型的限制, Ruckstuhl 等 [5] 提出了非参数面板

数据回归模型, 探求潜在的结构, 减少建模偏差. 但是非参数模型也会存在如维数灾难难以解释和不

易外推等缺陷. 为此, 近十几年来, 很多文献提出用部分线性半参数模型对面板数据建模并进行统计
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推断研究 (参见文献 [6–8]). 然而, 当非参数协变量的个数很多时, 部分线性模型仍然存在维数灾难问

题. 因此考虑如下起到降维、避免维数灾难问题的部分线性单指标模型:

Yit = XT
itβ + g(ZT

itθ) + εit, i = 1, . . . , n, t = 1, . . . , T, (1.1)

其中 Yit 是响应变量; (XT
it ,Z

T
it)

T = (Xit1, . . . , Xitp, Zit1, . . . , Zitq)
T 是解释变量, 它与模型误差 εit 独

立; β 和 θ 分别为 p 和 q 维未知的回归系数; g(·) 是未知的连接函数.

显见,模型 (1.1)包含很多常见的参数、半参数和非参数模型. 例如,当 q = 1时,模型简化为常见

的面板数据部分线性模型. 已有很多学者把该模型运用到实际问题分析中, 如 Zeger 和 Diggle [9]. 当

g(·) ≡ 0 时, 模型变成了面板数据线性回归模型 (参见文献 [1, 3]). 当 T ≡ 1 时, 模型退化为经典的截

面数据部分线性单指标模型 (参见文献 [10–17]).

个体内部相关性和横截面异质性是面板数据很重要的特性. 如何合理描述其误差结构是值得研究

的重要问题之一. 单因素自相关误差结构是实际中比较常见的情形. 为此, 进一步假定模型 (1.1) 中的

随机误差项 εit 服从如下单因素 AR(s) 自相关的误差结构:

εit = µi + νit, νit = ρ1νi,t−1 + · · ·+ ρsνi,t−s + eit, (1.2)

其中 µi 和 eit 为独立同分布均值为 0、方差分别为 σ2
µ 和 σ2

e 的随机变量; ρ = (ρ1, . . . , ρs)
T 为满足平

稳条件 1 − ρ1z − · · · − ρsz
s ̸= 0 (|z| 6 1) 的未知自相关系数; 个体随机效应 µi 与服从 AR(s) 过程的

剩余扰动 νit 相互独立. 根据文献 [18]可知, AR(s)过程是平稳 s- 阶相依过程 (E(νitνi,t−j) = γj , 其中

γ−j = γj) 的一个特例.

误差项 (1.2) 比传统的假定 (εit 和 εit′ 具有等相关的误差结构, 如文献 [3]) 更具有一般性. 在模

型 (1.2) 下, 同一个个体的多个观测间 Yi1, . . . , YiT 允许相关. 误差结构 (1.2) 与 Chen 等 [19] 提出的主

要不同之处在于: 他们考虑用固定效应来刻画横截面异质性, 而我们将它视为随机效应. 另外, 他们提

出的估计渐近理论是在时间 T 和样本量 n 都趋于无穷条件下得到的, 而本文研究假定 T 固定不趋于

无穷并且 T > s, 这在很多领域的面板数据中是较常见的情形.

令 Y = (Y T
1 , . . . ,Y T

n )T, 其中 Yi = (Yi1, . . . , YiT )
T, X = (XT

1 , . . . ,X
T
n )

T, Xi = (Xi1, . . . ,XiT )
T,

Z = (ZT
1 , . . . ,Z

T
n )

T, Zi = (Zi1, . . . ,ZiT )
T, ε = (εT1 , . . . , ε

T
n )

T, εi = (εi1, . . . , εiT )
T, 则模型 (1.1) 可以写

成如下向量矩阵形式:

Yi = Xiβ + g(Ziθ) + εi, i = 1, . . . , n,

Y = Xβ + g(Zθ) + ε.

误差项模型 (1.2) 写成如下向量形式:

εi = 1Tµi + νi, i = 1, . . . , n,

ε = (In ⊗ 1T )µ+ ν,

其中 νi = (νi1, . . . , νiT )
T, µ = (µ1, . . . , µn)

T, νT = (ν11, . . . , ν1T , . . . , νn1, . . . , νnT ), 1T 为所有元素为 1

的 T 维向量, In 是维数为 n的单位阵, ⊗表示 Kronecker乘积. εi 和 ε的方差和协方差矩阵可分别表

示为

Σ0 = E(εiε
T
i ) = σ2

µJT +Ψ, Ω = E(εεT) = σ2
µ(In ⊗ JT ) + In ⊗Ψ = In ⊗Σ0,
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其中 JT = 1T1
T
T 是所有元素为 1 的 T × T 矩阵; Ψ = σ2

vV = E(νiν
T
i ) 为剩余扰动项 νi (假定每个

个体都相同) 的方差协方差矩阵; V 假定为对称正定矩阵, 并且 σ2
v = γ0 = E(ν2it). 特别地, 记 s = 1 和

νi0 ∼ N(0, σ2
e/(1− ρ2)), 则 Ψ = σ2

vV , σ2
v = σ2

e/(1− ρ2),

V =



1 ρ ρ2 · · · ρT−1

ρ 1 ρ · · · ρT−2

...
...

...
. . .

...

ρT−1 ρT−2 ρT−3 · · · 1


.

对于模型 (1.1) 和 (1.2), 未知参数分量和非参数连接函数的有效估计是值得重点关注的问题. 其

特殊情形之一, 即针对截面数据部分线性单指标模型, 已有不少文献进行了研究. 例如, Ma 和 Zhu [17]

提出了一类稳健的纠偏广义估计方程方法,但这些研究方法无法直接简单应用到个体内具有相关性和

横截面具有异质性的面板数据的部分线性单指标模型的统计推断中. 针对面板数据部分线性单指标

模型, Li 等 [20] 提出了纠偏广义估计方程和纠偏二次推断函数方法. Xu 等 [21] 考虑了面板数据边际广

义部分线性单指标模型, 提出了剖面广义估计方程估计参数, 通过调整核加权估计方程来估计未知函

数, 并证明了其估计具有相合性和渐近正态性. 但文献 [20, 21] 都没有考虑相关误差结构的设定, 只基

于工作相关阵的假定, 若假定错误则会导致估计有效性的损失, 而且没有考虑在更加有效的参数估计

基础上, 进行未知连接函数的两阶段估计以提高估计效果.

因此, 本文基于具有自相关误差结构的面板数据部分线性单指标模型, 在考虑误差自相关结构条

件下提高未知参数分量和非参数连接函数的估计有效性. 具体而言, 首先不考虑组内相关, 类似于 Ma

和 Zhu [17] 提出的双稳健的纠偏广义估计方程方法, 通过剖面最小二乘和局部线性平滑方法, 先将未

知连接函数表示为模型中参数部分的局部多项式函数,再利用纠偏广义估计方程来实现参数和非参数

初始估计; 然后, 利用上述参数和非参数的初始估计来实现模型中单因素自相关误差结构的拟合与刻

画,得到未知参数 β 和 θ 的一种可行加权广义估计 (GEE-FW);之后证明该估计具有相合性和渐近正

态性, 并且该估计比不考虑组内相关的未加权 GEE (generalized estimating equation) 估计 (GEE-WI)

更渐近有效. 在更加有效的参数估计基础上, 结合自相关误差对连接函数估计的影响, 本文提出了考

虑相关结构的未知连接函数的两阶段局部线性估计 (GEE-TS), 并且考察了 GEE-TS 的渐近性质, 从

而提高估计效率.

本文余下的内容安排如下: 第 2 节给出在工作独立条件下基于局部多项式和广义估计方程的未

知参数 β、θ 及连接函数 g(·) 的初始估计. 第 3 节介绍时间序列自相关误差结构的拟合估计. 第 4 节

主要研究合理考虑相关误差结构的参数分量的有效估计,提出可行加权广义矩估计并推导其大样本性

质. 基于广义估计方程的非参数连接函数的两阶段局部线性估计放在第 5节. 第 6节是模拟研究.第 7

节通过一个关于工资的面板数据的案例分析来说明本文所研究的模型及其估计方法在实际问题中的

应用. 第 8 节是总结. 理论结果的证明放在附录 A 中.

2 初始估计

为保证模型可识别, 假定参数 θ 的第一个分量为 1, 用 Z−1 表示 Z 向量去掉第一个分量构成的

q − 1 维向量, 即 θ = (1,θ1, . . . ,θq−1)
T, Z−1,it = (Zit2, . . . ,Zitq)

T. 该单指标分量和参数的识别条件比

较简单清晰. 对于模型 (1.1) 参数分量的初始估计, 先不考虑组内相关即在工作独立条件下, 类似 Ma
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和 Zhu [17] 所研究的方法, 利用 Xue 和 Zhu [13] 的纠偏思想, 构造如下纠偏广义估计方程:

0 =
1

nT

n∑
i=1

T∑
t=1

{Yit −XT
itβ − g(ZT

itθ)}{Xit − E(Xit | ZT
itθ)},

0 =
1

nT

n∑
i=1

T∑
t=1

{Yit −XT
itβ − g(ZT

itθ)}g′(ZT
itθ){Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ)},

(2.1)

其中 g′(·) 是 g(·) 的一阶导数.

Ma 和 Zhu [17] 已经证明上述估计方程具有稳健性, 即当连接函数 g(·) 不是相合估计或被误设时
所得到的参数分量 β 和 θ 的估计仍然是相合估计.根据文献 [22]可知,局部多项式平滑具有可以减少

传统 Nadaraya-Watson估计的偏差和传统 Gasser-Müller估计的方差,以及自动适应边界点等优点. 故

对估计方程 (2.1) 中所包含的需要估计的 4 个未知函数 g(·)、g′(·)、E(Xit | ZT
itθ) 和 E(Z−1,it | ZT

itθ),

利用 Fan 和 Gijbels [23] 提出的剖面最小二乘和局部线性平滑方法估计.

对给定的参数分量 β 和 θ, 局部线性平滑估计是 ZT
itθ 在给定 u 的局部邻域内, 关于参数 aν

(ν = 0, 1), 最小化如下损失函数:

n∑
i=1

T∑
t=1

{(Yit −XT
itβ)− a0 − a1(Z

T
itθ − u)}2Kh(Z

T
itθ − u),

其中 Kh(·) = h−1K(·/h) 是定义在 R1 上的窗宽为 h 的核 K(·) 的一个正则化核函数. 记 h 和 h1 分

别表示估计 g(·) 和 g′(·) 的窗宽. 通过简单计算, 得到未知函数 g(·) 和 g′(·) 的局部线性平滑估计可表
示为

ĝ(u;β,θ) =
n∑

i=1

T∑
t=1

Wnit(u,θ)(Yit −XT
itβ)

和

ĝ′(u;β,θ) =

n∑
i=1

T∑
t=1

W̃nit(u,θ)(Yit −XT
itβ),

其中

Wnit(u;θ) =
Kh(Z

T
itθ − u){Sn,2(u;θ, h)− (ZT

itθ − u)Sn,1(u;θ, h)}
Sn,0(u;θ, h)Sn,2(u;θ, h)− S2

n,1(u;θ, h)
,

W̃nit(u;θ) =
Kh1(Z

T
itθ − u){(ZT

itθ − u)Sn,0(u;θ, h1)− Sn,1(u;θ, h1)}
Sn,0(u;θ, h1)Sn,2(u;θ, h1)− S2

n,1(u;θ, h1)
,

Sn,l(u;θ, h) =
1

nT

n∑
i=1

T∑
t=1

(ZT
itθ − u)lKh(Z

T
itθ − u), l = 0, 1, 2.

类似得到未知函数 E(Xit | ZT
itθ) 和 E(Z−1,it | ZT

itθ) 的如下局部线性平滑估计:

Ê(Xit | ZT
itθ) =

n∑
i=1

T∑
t=1

Wnit(u;θ)Xit, Ê(Z−1,it | ZT
itθ) =

n∑
i=1

T∑
t=1

Wnit(u;θ)Z−1,it.
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因此, 参数分量 β 和 θ 的初始可行纠偏广义估计方程为

0 =
1

nT

n∑
i=1

T∑
t=1

{Yit −XT
itβ − ĝ(ZT

itθ)}{Xit − Ê(Xit | ZT
itθ)},

0 =
1

nT

n∑
i=1

T∑
t=1

{Yit −XT
itβ − ĝ(ZT

itθ)}ĝ′(ZT
itθ){Z−1,it − Ê(Z−1,it | ZT

itθ)}.

(2.2)

记 (β̂T
n , θ̂

T
n ) 是估计方程 (2.2) 的解, 则未知函数分量 (g(u), g′(u)) 的初始可行局部线性平滑估

计为

ĝ(u) = ĝ(u; β̂n, θ̂n) =
n∑

i=1

T∑
t=1

Wnit(u; θ̂n)(Yit −XT
it β̂n),

ĝ′(u) = ĝ′(u; β̂n, θ̂n) =

n∑
i=1

T∑
t=1

W̃nit(u; θ̂n)(Yit −XT
it β̂n).

为得到初始估计 β̂n、θ̂n、̂gn(u) 及之后的最终估计的渐近性质, 给出如下假设条件.

假设 2.1 对于 i = 1, . . . , n, 向量 ((XT
i1,Z

T
i1)

T, . . . , (XT
iT ,Z

T
iT )

T)T 是独立同分布的.

假设 2.2 (i) Zit 的分布具有紧支集 A; (ii) 对个体 i = 1, . . . , n, (ZT
i1θ, . . . ,Z

T
iTθ) 的联合密度函

数存在, ZT
itθ 的密度函数为正并且对于 θ 在 θ0 的邻域内满足 1 阶 Lipschitz 条件. 此外, ZT

itθ0 在 U
上具有正的有界的密度函数 pt(u), 其中 U = {u = ZT

itθ0 : z ∈ A}.
假设 2.3 (i) 函数 g(·) 和 g2k(·) 具有二阶连续有界偏导数, 其中 g2k(·) 是函数向量 g2(u) 的第 k

个分量, 1 6 k 6 p, g2(u) = E(X | ZT
itθ0 = u);

(ii) g3j(·) 满足 1 阶 Lipschitz 条件, 其中 g3j(·) 为 g3(u) 的第 j 个分量, 1 6 j 6 q − 1, g3(u)

= E(Z−1 | ZT
itθ0 = u).

假设 2.4 (i) 核函数 K(·) 是有界连续的概率密度函数, 满足∫ ∞

−∞
u2K(u)du ̸= 0,

∫ ∞

−∞
|u|2K(u)du < ∞;

(ii) 核函数 K(·) 在 R1 满足 Lipschitz 条件.

假设 2.5 带宽序列 h 和 h1 满足

(i) nh2/ log2 n → ∞, lim supn→∞ nh5 < ∞;

(ii) nhh3
1/ log

2 n → ∞, nh4 log n → 0, lim supn→∞ nh5
1 < ∞.

假设 2.6 在如下定理 2.1 中定义的矩阵 Ω1 是正定矩阵.

注 2.1 假设 2.1是对个体独立性的假设,详见文献 [24,假设 2(ii)]. 假设 2.2和 2.3中的 Lipschitz

条件和二阶导数条件是标准的平滑性条件. 假设 2.4 为二阶核密度的普通假设. 假设 2.5(i) 估计 ĝ(·)
时用到的窗宽 h包含最优窗宽 n−1/5, 当分析 θ̂n 的渐近性质时, 需要估计 g(·)的导数 g′(·). 在同样窗
宽时, ĝ′(·) 收敛速度比 ĝ(·) 收敛速度慢, 这会导致 θ̂n 的收敛速度低于

√
nT , 因此, 采用窗宽 h1 控制

ĝ′(·)的变化, 假设 2.5(ii)给出了窗宽 h与 h1 的关系,假设 2.5详见文献 [16,25]. 假设 2.6保证了参数

估计的方差极限存在.

未知参数分量的初始估计量 β̂n 和 θ̂n 有如下的渐近结论.

定理 2.1 令假设 2.1–2.6 成立, 当 n → ∞ 时,

√
nT{(β̂T

n , θ̂
T
n )

T − (βT,θT)T} →D N(0,Ω−1
1 Ω2Ω

−1
1 ),
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其中

Ω1 =

(
Ω1(11) Ω1(12)

Ω1(21) Ω1(22)

)
, Ω2 =

(
Ω2(11) Ω2(12)

Ω2(21) Ω2(22)

)
,

ΠX = (Xi1, . . . ,XiT )− (E(Xi1 | ZT
i1θ), . . . ,E(Xit | ZT

itθ)),

ΠZ = (g′(ZT
i1θ)Z−1,i1, . . . , g

′(ZT
iTθ)Z−1,iT )− (g′(ZT

i1θ)E(Z−1,i1 | ZT
i1θ), . . . , g

′(ZT
iTθ)E(Z−1,it | ZT

itθ)),

Ω1(11) = T−1E(ΠXΠT
Xr), Ω1(12) = T−1E(ΠXΠT

Z), Ω1(21) = T−1E(ΠZΠ
T
X),

Ω1(22) = T−1E(ΠZΠ
T
Z), Ω2(11) = T−1E(ΠXΣ0Π

T
X), Ω2(12) = T−1E(ΠXΣ0Π

T
Z),

Ω2(21) = T−1E(ΠZΣ0Π
T
X), Ω2(22) = T−1E{ΠZΣ0Π

T
Z}.

记

ϱj =

∫ ∞

−∞
ujK(u)du, ςj =

∫ ∞

−∞
ujK2(u)du, j = 0, 1, 2, 3.

未知函数的初始估计量 ĝ(u; β̂n, θ̂n) 和 ĝ′(u; β̂n, θ̂n) 有如下的渐近结论.

定理 2.2 令假设 2.1–2.6 成立, 当 n → ∞ 时,

√
nTh

[
H

{(
ĝ(u; β̂n, θ̂n)

ĝ′(u; β̂n, θ̂n)

)
−
(

g(u)

g′(u)

)}
− h2

2

1

ϱ2 − ϱ21

(
(ϱ22 − ϱ1ϱ3)g

′′(u)

(ϱ3 − ϱ1ϱ2)g
′′(u)

)]
D−→ N(0,Φ),

其中 H = diag(1, h), g′′(u) = ∂2g(u)/∂u2,

Φ =

∑T
t=1 σ

2
ttpt(u)

(
∑T

t=1 pt(u))
2(ϱ2 − ϱ21)

2

(
ϱ22ς0 − 2ϱ1ϱ2ς1 + ϱ21ς2 (ϱ21 + ϱ2)ς1 − ϱ1ϱ2ς0 − ϱ1ς2

(ϱ21 + ϱ2)ς1 − ϱ1ϱ2ς0 − ϱ1ς2 ς2 − ϱ1(2ς1 + ϱ1ς0)

)
,

这里 σ2
tt 为 diag(Σ0) 的第 t 个元素.

以上初始估计 (β̂T
n , θ̂

T
n )

T、̂g(u; β̂n, θ̂n)和 ĝ′(u; β̂n, θ̂n)没有考虑序列相关误差结构,因此不是渐近

有效估计. 下面通过引入估计的误差方差及相关误差构造更加有效的估计.

3 序列自相关误差结构的拟合

基于初始估计 (β̂T
n , θ̂

T
n )

T 和 ĝ(u; β̂n, θ̂n) 可得到如下残差的估计:

ε̂it = Yit −XT
it β̂n − ĝ(ZT

it θ̂n; β̂n, θ̂n), i = 1, . . . , n, t = 1, . . . , T.

定义

Q̂0,n =
1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

(ε̂i,t+(s−1), . . . , ε̂it)
T(ε̂i,t+(s−1), . . . , ε̂it),

Q̂1,n =
1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

(ε̂i,t+(s−1), . . . , ε̂it)
T(ε̂i,t+s, . . . , ε̂i,t+1),
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Q̂2,n =
1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

(ε̂i,t+(s−1), . . . , ε̂it)
Tε̂i,t+s,

Q̂3,n =
1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

(ε̂i,t+(s−1), . . . , ε̂it)
Tε̂i,t+s+1,

则用

ρ̂n = (ρ̂1,n, . . . , ρ̂s,n)
T = (Q̂0,n − Q̂1,n)

−1(Q̂2,n − Q̂3,n)

估计 ρ = (ρ1, . . . , ρs)
T.

此外, 注意到

εi,t+s = µi + νi,t+s = µi + ρ1νi,t+(s−1) + · · ·+ ρsνit + ei,t+s.

因此,

εi,t+s − ρ1εi,t+(s−1) − · · · − ρsεit

= (µi − ρ1µi − · · · − ρsµi) + νi,t+s − ρ1νi,t+(s−1) − · · · − ρsνit

= (µi − ρ1µi − · · · − ρsµi) + ei,t+s.

记 ℓit = εi,t+s − ρ1εi,t+(s−1) − · · · − ρsεit, 对于 t = 1, . . . , T − s. 基于以下事实:

σ2
e = E(ℓ2it)− E(ℓitℓi,t+1), σ2

µ = ρ−2
c E(ℓitℓi,t+1), ρc = 1− ρ1 − · · · − ρs,

对于 t = 1, . . . , T − (s+ 1) 和 ρ̂c = 1− ρ̂1,n − · · · − ρ̂s,n, 定义 σ2
e 和 σ2

µ 的矩估计量分别为

σ̂2
e,n =

1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

ℓ̂2it −
1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

ℓ̂itℓ̂i,t+1,

σ̂2
µ,n =

ρ̂−2
c

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

ℓ̂itℓ̂i,t+1,

其中 ℓ̂it = ε̂i,t+s − ρ̂1,nε̂i,t+(s−1) − · · · − ρ̂s,nε̂it.

下面的定理给出估计量 (ρ̂1,n, . . . , ρ̂s,n)
T、̂σ2

e,n 和 σ̂2
µ,n 的渐近性质.

定理 3.1 令假设 2.1–2.6 成立, 当 n → ∞ 时,

(i)
√
nT (ρ̂n − ρ) →D N(0, 2T

T−(s+1)σ
2
eΣ

−1
ρ1 Σρ2Σ

−1
ρ1 ), 其中

Σρ1 =



γν(0) γν(1) · · · γν(s− 1)

γν(1) γν(0) · · · γν(s− 2)

...
...

. . .
...

γν(s− 1) γν(s− 2) · · · γν(0)


−



γν(1) γν(2) · · · γν(s)

γν(0) γν(1) · · · γν(s− 1)

...
...

. . .
...

γν(s) γν(s− 1) · · · γν(1)


,

Σρ2 = σ2
µ1s1

T
s +



γν(0) γν(1) · · · γν(s− 1)

γν(1) γν(0) · · · γν(s− 2)

...
...

. . .
...

γν(s− 1) γν(s− 2) · · · γν(0)


,
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及 γν(j) = E(νitνi,t+j), j = 0, 1, . . . , s− 1, 1s 是元素都为 1 的 s 维列向量.

(ii)
√
nT (σ̂2

e,n − σ2
e) →D N(0, ωe), 其中

ωe =
T

(T − (s+ 1))2
{Var(e2it) + 2(1− ρ1 − · · · − ρs)

2σ2
µσ

2
e + σ4

e}.

(iii)
√
nT (σ̂2

µ,n − σ2
µ) →D N(0, ωµ), 特别地, 对于 s = 1 有如下表示:

ωµ =
T

{ρ(2− T ) + T (1− ρ)}2
Var

{
(
√
1− ρ2(µi + νi1), (1− ρ)µi + ei2, . . . , (1− ρ)µi + eiT )

×
(
J̄ρ
T − 1

T − 1
Eρ

T

)
(
√
1− ρ2(µi + νi1), (1− ρ)µi + ei2, . . . , (1− ρ)µi + eiT )

T

}
,

其中 Eρ
T = IT − J̄ρ

T , 这里 J̄ρ
T = 1/[(T − 1) + (1+ ρ)/(1− ρ)]1T1

T
T , 1T = (

√
(1 + ρ)/(1− ρ),1T

T−1)
T, IT

表示 T 维单位向量, 1T 表示元素都为 1 的 T 维列向量.

接下来, 将研究如何利用本节得到的残差和自相关误差结构的估计来提高模型 (1.1) 中线性部分

和单指标中的未知参数分量 β 和 θ 以及未知连接函数 g(·) 的估计有效性.

4 可行的加权广义估计方程

记 Σ̂−1
0n , (σ̂2

µ,nJT + Ψ̂n)
−1, 其中 JT = 1T1

T
T 表示 Σ−1

0 的估计, 则考虑协方差结构得到模

型 (1.1) 中参数分量的可行的加权纠偏广义估计方程如下:

0 =
1

nT

n∑
i=1


ĝ′(ZT

i1θ){ZT
−1,i1 − Ê(ZT

−1,i1 | ZT
i1θ)}

...

ĝ′(ZT
iTθ){ZT

−1,iT − Ê(ZT
−1,iT | ZT

iTθ)}


T

Σ̂−1
0n


Yi1 −XT

i1β − ĝ(ZT
i1θ)

...

YiT −XT
iTβ − ĝ(ZT

iTθ)

 ,

0 =
1

nT

n∑
i=1


{XT

i1 − Ê(XT
i1 | ZT

i1θ)}
...

{XT
iT − Ê(XT

iT | ZT
iTθ)}


T

Σ̂−1
0n


Yi1 −XT

i1β − ĝ(ZT
i1θ)

...

YiT −XT
iTβ − ĝ(ZT

iTθ)

 .

(4.1)

假定 (β̂wτ
n , θ̂wτ

n ) 是以上估计方程 (4.1) 的解, 则称 (β̂wτ
n , θ̂wτ

n ) 是未知参数分量 β 和 θ 的可行加

权广义估计 (GEE-FW), 并给出如下渐近性质.

定理 4.1 令假设 2.1–2.6 成立, 当 n → ∞ 时,

√
nT{(β̂wτ

n , θ̂wτ
n )T − (βT,θT)T} →D N(0,Ω−1

3 ),

其中

Ω3 =

(
Ω3(11) Ω3(12)

Ω3(21) Ω3(22)

)
,

Ω3(11) = T−1E(ΠXΣ−1
0 ΠT

X), Ω3(12) = T−1E(ΠXΣ−1
0 ΠT

Z),

Ω3(21) = T−1E(ΠZΣ
−1
0 ΠT

X), Ω3(22) = T−1E(ΠZΣ
−1
0 ΠT

Z).
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注 4.1 记 O = Ω−1
1 ΠT

i Σ
1/2
b0 − Ω−1

3 ΠT
i Σ

−1/2
b0 , Πi = (ΠT

XΠT
Z), Σb0 = blkdiag(Σ0,Σ0), 其中

blkdiag 表示分块对角阵, 则 Ω1 = E(ΠT
i Πi), Ω2 = E(ΠT

i Σb0Πi), Ω3 = E(ΠT
i Σ

−1
b0 Πi) 且

OOT = Ω−1
1 ΠT

i Σb0ΠiΩ
−1
1 −Ω−1

3 ΠT
i ΠiΩ

−1
1 −Ω−1

1 ΠT
i ΠiΩ

−1
3 +Ω−1

3 ΠT
i Σ

−1
b0 ΠiΩ

−1
3 .

由于 OOT 为非正定矩阵, 则

0 6 T−1E(OOT) = Ω−1
1 Ω2Ω

−1
1 −Ω−1

3 Ω1Ω
−1
1 −Ω−1

1 Ω1Ω
−1
3 +Ω−1

3 Ω3Ω
−1
3 = Ω−1

1 Ω2Ω
−1
1 −Ω−1

3 ,

因此, Ω−1
3 6 Ω−1

1 Ω2Ω
−1
1 . 这表明加权广义估计 β̂w

n 具有更小的渐近协方差矩阵, 因此比未加权的初

始广义估计 β̂n 更加渐近有效.

5 非参数函数的两阶段估计

除了模型中的未知连接函数 g(u) 外, 在一些情形下, 其导函数 g′(u) 也是感兴趣的函数, 可参见

文献 [26]. 本节将研究未知连接函数及其导函数 (g(u), g′(u))T 的有效估计. 在上一节得到的更加有效

的参数估计基础上, 结合序列相关误差对连接函数估计的影响, 本节提出考虑自相关结构的未知连接

函数的两阶段局部线性估计 (GEE-TS), 并且建立其渐近分布. You 和 Zhou [27] 基于相关结构完全已

知情形, 针对不含任何参数分量的非参数可加模型, 提出了函数的两阶段估计方法, 但只建立了 g(u)

的估计量的渐近性质. 本文所提出的两阶段局部线性估计拓展了 You 和 Zhou [27] 的结果. 类似 Fan

和 Zhang [28], 我们所建立的函数向量 (g(u), g′(u))T 的估计量的渐近分布可用来构建单指标函数的同

时置信带, 也可用来检查估计的函数是否显著或者检查可加函数是否为常数等.

设 Yi = (Yi1, . . . , YiT )
T, εi = (εi1, . . . , εiT )

T, Σ0 = E(εiε
T
i ) = σ2

µ1T1
T
T + σ2

eV = (σ2
t1t2)

T
t1,t2=1,

Σ−1
0 = (σt1t2)Tt1,t2=1, 则 Σ−1

0 Yi 的第 t 个元素有如下形式:

Ỹit =
T∑

t1=1

σtt1Yit1 = σttYit +
T∑

t1 ̸=t

σtt1Yit1 .

记 ait = XT
itβ + g(ZT

itθ), 则有

(σtt)−1

(
Ỹit − σttXT

itβ −
T∑

t1 ̸=t

σtt1ait1

)
= g(ZT

itθ) + (σtt)−1
T∑

t1=1

σtt1εit1 .

设 Ỹ ∗
it = (σtt)−1(Ỹit − σttXT

itβ −
∑T

t1 ̸=t σ
tt1ait1). 由于

E(Ỹ ∗
it | ZT

itθ) = g(ZT
itθ) 和 Var

{
(σtt)−1

T∑
t1=1

σtt1εit1

}
= (σtt)−1 6 σ2

tt

(上述不等式成立可参见文献 [29, 推论 1(iii)]), 故对 Ỹ ∗
it 应用局部多项式估计, 可得到具有自相关误差

结构的面板数据部分线性单指标模型 (1.1) 和 (1.2) 中未知连接函数 g(·) 的更加有效估计.

记 Uit = ZT
itθ, 则 Uit 在 u 的小邻域内 g(Uit) 可被近似为

g(Uit) ≈ g(u) + g′(u)(Uit − u) ≡ a+ b(Uit − u).
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求解如下局部最小二乘问题, 即最小化如下目标函数得到 {(a, b)} 的估计:

n∑
i=1

T∑
t=1

[
Ỹ ∗
it − {a+ b(Uit − u)}

]2
Kh(Uit − u), (5.1)

其中 Kh(·) 为核函数, Kh(·) = h−1K(·/h), h 为窗宽. 经过简单计算得到 (5.1) 的解:

(ã, b̃)T = (DT
uWuDu)

−1DuWuỸ
∗,

其中

Ỹ ∗ = (Ỹ ∗
11, . . . , Ỹ

∗
1T , . . . , Ỹ

∗
nT )

T,

Wu = diag(Kh(U11 − u), . . . ,Kh(U1T − u), . . . ,Kh(UnT − u)),

Du =

(
1 · · · 1 · · · 1

(U11 − u) · · · (U1T − u) · · · (UnT − u)

)τ

.

在实际应用中, ait、β、θ、g(·) 和 σt1t2 往往都是未知的, 故需要用它们的估计来代替近似. 对于

Ỹ ∗
it ,可采用 âit = XT

it β̂
w
n + ĝn(Z

T
it θ̂

w
n )、β̂n、θ̂n、̂gn(·)和 σ̂t1t2 来代替未知量,从而得到其估计量 Y ∗

it ,即

Ŷ ∗
it = (σ̂tt)−1

(
Ŷit − σ̂ttXT

it β̂ −
T∑

t1 ̸=t

σ̂tt1 âit1

)
,

其中 Ŷit =
∑T

t1=1 σ̂
tt1Yit1 . 因此得到 (g(u), g′(u)) 的一个可行的两阶段估计

(ĝTS
n (u), ĝ′TS

n (u))T = (DT
uWuDu)

−1DuWuŶ
∗,

其中 Ŷ ∗ = (Ŷ ∗
11, . . . , Ŷ

∗
1T , . . . , Ŷ

∗
nT )

T.

下面给出未知函数向量的两阶段估计量 (ĝTS
n (u), ĝ′TS

n (u))T 的渐近性质.

定理 5.1 令假设 2.1–2.6 成立, 则当 n → ∞ 时,

√
nTh

[
H

{(
ĝTS
n (u; β̂n, θ̂n)

ĝ′TS
n (u; β̂n, θ̂n)

)
−
(

g(u)

g′(u)

)}
− h2

2

1

ϱ2 − ϱ21

(
(ϱ22 − ϱ1ϱ3)g

′′(u)

(ϱ3 − ϱ1ϱ2)g
′′(u)

)]
D−→ N(0,ΦTS),

其中 H = diag(1, h), g′′(u) = ∂2g(u)/∂u2,

ΦTS =

∑T
t=1(σ

tt)−1pt(u)

(
∑T

t=1 pt(u))
2(ϱ2 − ϱ21)

2

(
ϱ22ς0 − 2ϱ1ϱ2ς1 + ϱ21ς2 (ϱ21 + ϱ2)ς1 − ϱ1ϱ2ς0 − ϱ1ς2

(ϱ21 + ϱ2)ς1 − ϱ1ϱ2ς0 − ϱ1ς2 ς2 − ϱ1(2ς1 + ϱ1ς0)

)
.

推论 5.1 令假设 2.1–2.6 成立, 当 n → ∞ 时,

√
nTh

{
ĝTS
n (u)− g(u)− h2

2

ϱ22 − ϱ1ϱ3
ϱ2 − ϱ21

g′′(u)

}
D−→ N(0, σTS ),

其中

σTS = (ϱ22ς0 − 2ϱ1ϱ2ς1 + ϱ21ς2)

{( T∑
t=1

pt(u)

)2

(ϱ2 − ϱ21)
2

}−1 T∑
t=1

(σtt)−1pt(u).
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注 5.1 为应用推论 5.1对函数 g(·)做统计推断,需 σTS 的相合估计.由于核函数给定时 ς0、ς1、

ς2、ϱ1、ϱ2 和 ϱ3 都是已知常数, 故只需估计 σtt 和 pt(·) (t = 1, . . . , T ). 注意到 Σ−1
0n = (σt1t2)Tt1,t2=1, 其

相应估计

Σ̂−1
0n = (σ̂t1t2)Tt1,t2=1 = (σ̂2

µ,nJT + Ψ̂n)
−1,

其中 JT = 1T1
T
T . 根据定理 3.1 可知, σ̂tt 是 σtt 的相合估计. 对于 pt(·), 可用普通的核密度估计方法

来估计, 即 p̂t(·) = 1
h

∑n
i=1 Kh(Uit − ·).

6 模拟研究

本节通过随机模拟研究, 给出本文所提出的估计方法在有限样本量下的表现. 考虑从如下具有序

列相关误差结构的面板数据部分线性单指标模型中产生数据:

Yit = Xit,1β1 +Xit,2β2 +Xit,3β3 + g(Zit,1 + Zit,2θ1 + Zit,3θ2 + Zit,4θ3) + εit,

误差

εit = µi + νit, νit = ρνi,t−1 + eit, i = 1, . . . , n, t = 1, . . . , T,

其中感兴趣的参数 β = (β1, β2, β3)
T = (1.5, 0.5,−0.5)T 和 θ = (θ1, θ2, θ3)

T = (2,−1, 1.5)T; 协变量

Xit,1、Xit,2 和 Xit,3 是 i 和 t 独立且 Xit,1 和 Xit,2 来自均匀分布 U(1, 2) 以及 Xit,3 来自成功概率为

0.5的 Bernoulli分布;协变量 Zit = (Zit,1, Zit,2, Zit,3, Zit,4)
T 独立产生于 q (q = 4)维正态分布,其均值

为 0, 协方差矩阵为 (σij)q×q, 其中, 对于 i = j, 有 σij = 1, 并且对于 i ̸= j, 有 σij = 0.5; µi ∼ N(0, σ2
µ),

νit ∼ N(0, σ2
e), νi0 ∼ N(0, σ2), σ2

µ = 1, σ2
e = 1, σ2 = σ2

e/(1 − ρ2). 为了比较和节省空间, 选取 n 分

别为 150、200 和 300, T 分别为 5 和 10, ρ 分别为 0.3 和 0.6. 窗宽采用广义交叉验证 (generalized

cross-validation, GCV) 方法选择:

GCV(h) =
1

h

n∑
i=1

T∑
t=1

{Yit −XT
it β̂n − ĝh(Z

T
it θ̂n)}2

{n−1tr(I − Sh)}
,

其中 ĝh 是窗宽为 h 的 g(·) 的估计, Sh 是窗宽为 h 的平滑矩阵. 最小化 GCV(h) 可得到估计 g(·) 的
窗宽, hopt = cn−1/5, 其中 c > 0. 因此用 hopt 作为估计 ĝ(·) 的最优窗宽. 当计算 θ̂ 时, 选择如下的窗

宽: h = hoptn
−1/20(logn)−1/2, h1 = hopt. 由于 h = cn−1/4(logn)1/2, h1 = cn−1/5, 其中 c > 0, 因此, 窗

宽满足假设 2.5(ii). 模拟以及之后的实证分析均采用 Gauss 核函数: Kh(·) = 1
h
√
2π

exp{− (·)2
2h2 }, 其中 h

表示窗宽. 所有情形的模拟结果都基于 1,000 次重复实验. 采用如下指标评价参数估计的精度: 估计

偏差 (bias)、估计标准差 (std)、估计的标准误差的均值 (ste)和均方误差 (mse). 表 1和 2分别汇总了

T 为 5 和 10、参数分量基于工作独立的 GEE 估计 (GEE-WI)、可行的加权 GEE 估计 (GEE-FW) 和

对应的假定真实协方差模型的基准估计 (generalized estimating equation benchmark estimation based

on true covariance, GEE-BW) 的结果. 连接函数的估计精确度可由根号均方误差 (the square-root of

averaged squared errors, RASE) 评估: RASE(ĝ) = { 1
nT

∑n
i=1

∑T
t=1[ĝ(Z

T
itθ̂)− g(ZT

itθ)]
2g} 1

2 .

表 3 分别给出了连接函数的基于工作独立的不加权 GEE 估计 (GEE-WI)、可行加权 GEE 估计

(GEE-FW) 和两阶段局部线性估计 (GEE-TS) 的 RASE 的样本中位数. 误差序列自相关自回归系数

和误差方差的参数估计量 ρ̂、̂σ2
e 和 σ̂2

µ 的有限样本表现在表 4 中给出.
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表 1 参数估计的模拟结果, T = 5

ρ = 0.3 ρ = 0.6

n β1 β2 β3 θ1 θ2 θ3 β1 β2 β3 θ1 θ2 θ3

150 GEE-WI bias −0.0064 −0.0008 0.0003 0.0681 −0.0283 0.0553 −0.0083 −0.0004 0.0013 0.0938 −0.0369 0.0743

std 0.1732 0.1890 0.1052 0.4178 0.2003 0.3314 0.1910 0.2063 0.1159 0.4931 0.2374 0.3833

ste 0.1714 0.1829 0.1022 0.3654 0.1767 0.2841 0.1879 0.2015 0.1123 0.4114 0.1971 0.3181

mse 0.0300 0.0357 0.0111 0.1792 0.0409 0.1129 0.0366 0.0426 0.0134 0.2519 0.0577 0.1524

GEE-FW bias −0.0092 0.0008 0.0052 0.0431 −0.0207 0.0413 −0.0113 0.0008 0.0076 0.0436 −0.0216 0.0416

std 0.1282 0.1298 0.0763 0.2662 0.1310 0.2159 0.1164 0.1170 0.0701 0.2487 0.1203 0.2023

ste 0.1281 0.1325 0.0746 0.2514 0.1220 0.2000 0.1190 0.1227 0.0688 0.2309 0.1107 0.1837

mse 0.0165 0.0168 0.0058 0.0727 0.0176 0.0483 0.0137 0.0137 0.0050 0.0637 0.0149 0.0426

GEE-BW bias −0.0092 0.0003 0.0053 0.0432 −0.0209 0.0414 −0.0114 0.0004 0.0081 0.0437 −0.0221 0.0418

std 0.1274 0.1301 0.0759 0.2644 0.1304 0.2144 0.1158 0.1174 0.0695 0.2479 0.1196 0.2005

ste 0.1278 0.1322 0.0744 0.2510 0.1217 0.1996 0.1161 0.1196 0.0671 0.2253 0.1077 0.1793

mse 0.0163 0.0169 0.0058 0.0718 0.0174 0.0477 0.0135 0.0138 0.0049 0.0633 0.0148 0.0419

200 GEE-WI bias −0.0021 −0.0028 0.0043 0.0592 −0.0290 0.0495 −0.0019 −0.0044 0.0046 0.0772 −0.0387 0.0675

std 0.1573 0.1586 0.0911 0.3610 0.1715 0.2954 0.1776 0.1743 0.1011 0.4299 0.2002 0.3538

ste 0.1549 0.1575 0.0885 0.3122 0.1536 0.2502 0.1704 0.1735 0.0973 0.3492 0.1712 0.2794

mse 0.0247 0.0252 0.0083 0.1338 0.0302 0.0897 0.0315 0.0304 0.0102 0.1908 0.0416 0.1297

GEE-FW bias −0.0049 −0.0005 0.0052 0.0469 −0.0197 0.0417 −0.0068 −0.0002 0.0061 0.0489 −0.0213 0.0434

std 0.1124 0.1092 0.0663 0.2387 0.1108 0.1959 0.1034 0.0997 0.0597 0.2210 0.1008 0.1826

ste 0.1134 0.1138 0.0642 0.2170 0.1057 0.1768 0.1049 0.1048 0.0589 0.1986 0.0960 0.1622

mse 0.0127 0.0119 0.0044 0.0592 0.0127 0.0401 0.0107 0.0099 0.0036 0.0512 0.0106 0.0352

GEE-BW bias −0.0054 −0.0001 0.0054 0.0466 −0.0193 0.0413 −0.0075 0.0003 0.0065 0.0491 −0.0211 0.0432

std 0.1119 0.1086 0.0661 0.2372 0.1102 0.1956 0.1027 0.0994 0.0594 0.2196 0.1002 0.1825

ste 0.1131 0.1134 0.0639 0.2163 0.1053 0.1764 0.1027 0.1026 0.0577 0.1945 0.0939 0.1589

mse 0.0125 0.0118 0.0044 0.0584 0.0125 0.0400 0.0106 0.0099 0.0036 0.0506 0.0105 0.0352

300 GEE-WI bias −0.0073 −0.0006 0.0029 0.0461 −0.0135 0.0355 −0.0067 −0.0011 0.0043 0.0521 −0.0152 0.0416

std 0.1259 0.1314 0.0751 0.2756 0.1327 0.2368 0.1386 0.1447 0.0829 0.3152 0.1523 0.2691

ste 0.1280 0.1286 0.0734 0.2528 0.1237 0.2049 0.1408 0.1414 0.0808 0.2790 0.1363 0.2258

mse 0.0159 0.0173 0.0057 0.0781 0.0178 0.0574 0.0193 0.0209 0.0069 0.1021 0.0234 0.0741

GEE-FW bias −0.0067 0.0031 0.0027 0.0311 −0.0126 0.0263 −0.0060 0.0047 0.0037 0.0307 −0.0135 0.0255

std 0.0895 0.0928 0.0506 0.1922 0.0901 0.1620 0.0822 0.0840 0.0463 0.1764 0.0817 0.1488

ste 0.0924 0.0925 0.0526 0.1750 0.0856 0.1445 0.0848 0.0848 0.0482 0.1594 0.0776 0.1321

mse 0.0081 0.0086 0.0026 0.0379 0.0083 0.0269 0.0068 0.0071 0.0022 0.0320 0.0069 0.0228

GEE-BW bias −0.0069 0.0036 0.0027 0.0311 −0.0125 0.0264 −0.0060 0.0052 0.0036 0.0311 −0.0138 0.0259

std 0.0894 0.0924 0.0505 0.1918 0.0898 0.1611 0.0821 0.0837 0.0463 0.1761 0.0815 0.1478

ste 0.0921 0.0923 0.0525 0.1746 0.0854 0.1443 0.0835 0.0833 0.0474 0.1569 0.0763 0.1302

mse 0.0080 0.0086 0.0026 0.0377 0.0082 0.0267 0.0068 0.0070 0.0022 0.0320 0.0068 0.0225
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表 3 连接函数估计的模拟结果

ρ = 0.3 ρ = 0.6

n = 150 n = 200 n = 300 n = 150 n = 200 n = 300

T = 5 GEE-WI sm(RASE) 0.3455 0.2983 0.2531 0.3792 0.3314 0.2777

GEE-FW sm(RASE) 0.2741 0.2502 0.2083 0.2756 0.2583 0.2126

GEE-TS sm(RASE) 0.2463 0.2248 0.1856 0.2255 0.2151 0.1744

GEE-FW ratio(RASE) 0.7934 0.8387 0.8231 0.7268 0.7793 0.7656

GEE-TS ratio(RASE) 0.7130 0.7535 0.7332 0.5946 0.6492 0.6279

T = 10 GEE-WI sm(RASE) 0.2547 0.2161 0.1825 0.2808 0.2383 0.1999

GEE-FW sm(RASE) 0.2049 0.1861 0.1530 0.2100 0.1875 0.1593

GEE-TS sm(RASE) 0.1798 0.1595 0.1315 0.1698 0.1464 0.1258

GEE-FW ratio(RASE) 0.8046 0.8858 0.8382 0.7478 0.7868 0.7969

GEE-TS ratio(RASE) 0.7061 0.7592 0.7206 0.6046 0.6144 0.6293

注: 其中 sm(RASE) 表示 1,000 次重复 RASE 的样本中位数, ratio(RASE) 为 GEE-FW/GEE-TS 估计的 RASE 样本中

位数除以 GEE-WI 估计的 RAESE 样本中位数

表 4 ρ̂、σ̂2
e 和 σ̂2

µ 的样本实现结果

T = 5 T = 10

n = 150 n = 200 n = 300 n = 150 n = 200 n = 300

ρ = 0.3 ρ̂ bias −0.0137 −0.0129 −0.0136 −0.0096 −0.0075 −0.0064

std 0.0943 0.0814 0.0678 0.0520 0.0452 0.0355

σ̂2
e bias 0.0023 0.0029 −0.0004 −0.0006 −0.0010 −0.0009

std 0.0657 0.0600 0.0475 0.0397 0.0363 0.0274

σ̂2
µ bias −0.0035 −0.0007 −0.0047 −0.0007 −0.0028 −0.0038

std 0.1225 0.1054 0.0873 0.0611 0.0557 0.0424

ρ = 0.6 ρ̂ bias −0.0523 −0.0424 −0.0388 −0.0302 −0.0258 −0.0193

std 0.1178 0.1000 0.0850 0.0613 0.0534 0.0426

σ̂2
e bias 0.0173 0.0157 0.0072 0.0114 0.0079 0.0053

std 0.0735 0.0653 0.0521 0.0414 0.0381 0.0284

σ̂2
µ bias 0.0048 0.0085 −0.0020 0.0058 0.0009 −0.0013

std 0.1342 0.1144 0.0957 0.0659 0.0589 0.0450

从表 1–4, 我们可以得到以下结论:

(1) 参数分量的所有估计都是渐近无偏的并且标准误差估计 (ste) 几乎在所有情形下与真实的标

准误差 (std) 很接近.

(2) 参数分量的可行的加权广义估计 (GEE-FW), 对比忽略误差结构的不加权的估计 (GEE-WI),

有更小的标准差 (std)和均方误差 (mse). 对连接函数,加权估计 (GEE-FW)的样本 RASE的中位数几

乎一致地小于不加权的估计 (GEE-WI). 与加权估计 (GEE-FW) 比较, 两阶段估计 (GEE-TS) 的样本

RASE 的中位数也是几乎一致地小. 数值模拟结果表明, 忽略个体内部相关的不加权估计 (GEE-WI)

会损失一定的估计有效性. 这与理论结果相符合.

(3)当样本量增加时,加权估计 (GEE-FW)表现和假定真实协方差模型的基准估计 (GEE-BW)几
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乎很接近. 此模拟结果符合自回归系数和误差方差估计是相合的并且是有效的理论.

7 实际数据分析

通过一个关于工资的面板数据的案例分析来说明本文所研究的模型及其估计方法在实际问题中

的应用. 此数据来源于美国劳工部的国家纵向调查数据 (national longitudinal surveys, NLS). 该分析

基于对年龄在 14 到 24 周岁之间的青年女性在时间 1983、1985、1987 和 1989 年 (分别用 t = 1, 2, 3, 4

表示)进行的调查数据的一个子集,共包括 716名妇女. 详细的数据说明参见文献 [30,第 15.4.3小节].

我们的分析模型选取该子集的以下 7 个观测变量: 对数工资 Yit 为响应变量; 虚拟变量 Xit,1, 取值为

1 表示该妇女来自南部, 否则取值为 0; 虚拟变量 Xit,2 取值为 1 表示该妇女为黑人, 否则取值为 0; 虚

拟变量 Xit,3 取值为 1 表示是工会的一员, 否则取值为 0; 总的工作经验 (年) Zit,1; 工作年限 Zit,2; 以

及受教育年限 Zit,3. 基于 Hill 等 [30] 已经分析得到总的工作经验和工作年限对工资的影响为非线性

二次效应, 因此, 为了放松二次效应的假定, 考虑如下具有序列自相关误差结构的面板数据部分线性

单指标模型:

Yit = Xit,1β1 +Xit,2β2 +Xit,3β3 + g(Zit,1 + Zit,2θ1 + Zit,3θ2) + εit,

误差 εit = µi + νit, νit = ρνi,t−1 + eit, 其中 i = 1, . . . , 716; t = 1, . . . , 4.

参数 (ρ, σ2
µ, σ

2
e)

T 的估计为 (0.1757, 0.1017, 0.0376)T. 表 5 给出了基于独立工作阵的 GEE 估计

(GEE-WI) 和所提出的可行加权 GEE 估计 (GEE-FW) 这两种不同情形下参数分量的计算结果, 其中

标准误差估计来自渐近协方差矩阵. 此外,两阶段局部线性估计 (GEE-TS)曲线及经验的 95%置信区

间在图 1 中.

从表 5 中可看到, 所提出的加权估计 (GEE-FW) 比工作独立的 GEE 估计 (GEE-WI) 具有更小

的估计误差和更短的置信区间. 此外, β1 和 β2 的估计为负, 其他系数估计为正. 这表明来自南部以及

是黑人对工资有负效应. 从图 1 中可看到连接函数与单指标间具有递增趋势关系. 这反映了累计工作

经验、工作年限和教育的线性组合对增加工资具有更大的潜力. 单指标估计系数全部为正, 表明工作

经验、工作年限和教育对工资均有正效应. 这些结论与传统的劳动经济学理论相符合, 可以为相关的

经济理论提供统计支持.

表 5 基于 NLS 数据的参数估计结果

参数 估计方法 估计值 标准误差 95% 的置信区间

β1 GEE-WI −0.2135 0.0277 [−0.2677,−0.1593]

β2 GEE-WI −0.1808 0.0290 [−0.2376,−0.1240]

β3 GEE-WI 0.1438 0.0257 [0.0934, 0.1942]

θ1 GEE-WI 0.2648 0.0881 [0.0922, 0.4374]

θ2 GEE-WI 2.9102 0.3111 [2.3005, 3.5198]

β1 GEE-FW −0.1573 0.0236 [−0.2034,−0.1111]

β2 GEE-FW −0.1746 0.0280 [−0.2294,−0.1198]

β3 GEE-FW 0.0847 0.0145 [0.0563, 0.1131]

θ1 GEE-FW 0.2743 0.0460 [0.1842, 0.3645]

θ2 GEE-FW 2.9277 0.1622 [2.6098, 3.2457]

914



中国科学 : 数学 第 49 卷 第 6 期

20 30 40 50 60 70 80

 
g

−0.6

−1.0

−0.8

0

−0.4

−0.2

0.6

0.8

0.2

0.4

图 1 NLS 数据分析结果: 连接函数 g(·) 的 GEE-TS 估计. 其中点虚线和上下两条虚线分别表示曲线估计与相应

的逐点置信区间 (95% 置信水平)

8 总结

本文主要讨论了具有自相关误差结构的面板数据部分线性单指标模型的统计推断问题,通过结合

局部多项式方法和纠偏的广义估计方程,对回归模型的线性部分参数和单指标部分参数分量提出了可

行加权广义估计 (GEE-FW), 证明了 GEE-FW 的相合性和渐近正态性, 并且在渐近方差意义下说明

了该估计比工作独立性条件下的未加权 GEE 估计更有效. 此外, 本文在 GEE 估计和 GEE-FW 的基

础上, 还提出了考虑自相关误差结构的未知连接函数的两阶段局部线性估计 (GEE-TS), 建立了该估

计的渐近性质并说明其渐近有效性. 数值模拟研究和实际数据分析都表明了本文所提出的方法是有效

的, 并且在理论和应用方面均具有良好表现. 本文所提出的参数以及非参数估计方法同样适用于个体

观察次数不相同的情形, 非参数部分的结果可参见文献 [31].

众所周知, 在正确设定的情形下, 对比非参数模型和半参数模型, 参数模型更加简约. 因此需要检

验非线性函数 g(·) 是否具有参数结构. Fan 等 [32] 在经典的非参数回归中提出了广义似然比统计量检

验某个未知函数是否具有参数结构. 将这种检验统计量推广到我们的模型中需要进一步研究.

在模型中, 我们并没有考虑滞后响应变量 Yi,t−d 项. 如果此滞后响应变量加到回归模型中, 模型

具有内生性, 需要考虑其他新的估计方法 (如工具变量方法). 此外, 本文仅考虑了大 n 小 T 情形. 在

一些情形下会出现观察的时间点要比样本个数多或是与样本量一起增加, 这些都需要进一步研究.

致谢 衷心感谢匿名审稿人及编委对本文提出的许多宝贵意见.
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附录 A 主要理论结果的证明

引理 A.1 令假设 2.1、2.4 和 2.5(i) 成立并且 nh8 → 0, 则当 n → ∞ 时,

sup
u∈U

∣∣∣∣ 1

nTh

n∑
i=1

T∑
t=1

K

(
Uit − u

h

)(
Uit − u

h

)k

− 1

T

T∑
t=1

pt(u)ϱk

∣∣∣∣ = Op

{
h2 +

(
log n

nh

)1/2}
和

sup
u∈∈U

1

nTh

n∑
i=1

T∑
t=1

K

(
Uit − u

h

)(
Uit − u

h

)k

εit = Op

{(
log n

nh

)1/2}
,

其中 k = 0, 1, 2, 4.

引理 A.1 可直接从文献 [33] 中的结果得到.

引理 A.2 令假设 2.1、2.4和 2.5成立并且 ∥θ− θ0∥ 6 c1n
−1/2, c1 为固定常数, 则当 n → ∞时,

max
16i6n,16t6T

|ĝn(Zitθ)− g(Zitθ)| = Op

{
h2 +

(
log n

nh

)1/2}
和

max
16i6n,16t6T

|ĝ′n(Zitθ)− g′(Zitθ)| = Op

{
h+

(
log n

nh3

)1/2}
.

引理 A.2 可从文献 [25, 定理 1] 的结果得到.

引理 A.3 令假设 2.1、2.4 和 2.5 成立, 则当 n → ∞ 时,

1

nT

n∑
i=1

T∑
t=1

εit

{ n∑
i1=1

T∑
t1=1

Wnit(Z
T
i1t1θ)

}
= op(n

− 1
2 ).

引理 A.4 令假设 2.1、2.4 和 2.5 成立, 则当 n → ∞ 时,

1

nT

n∑
i=1

T∑
t=1

εit{ĝn(Zitθ)− g(Zitθ)} = op(n
− 1

2 ).

由引理 A.2, 结合文献 [34, 引理 A.5 和 A.6] 可得到引理 A.3 和 A.4 成立. 这里略去细节.

定理 2.1 的证明 由 (2.1) 得

0 =
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

{Yit −XT
it β̂n − ĝ(ZT

it θ̂n)}ĝ′(ZT
it θ̂n){Z−1,it − Ê(Z−1,it | ZT

it θ̂n)}

=
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

{XT
it(β − β̂n) + (g(ZT

itθ)− ĝ(ZT
itθ)) + (ĝ(ZT

itθ)− g(ZT
it θ̂n)) + εit}

× g′(ZT
it θ̂n){(Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ))− (E(Z−1,it | ZT
itθ)− Ê(Z−1,it | ZT

it θ̂n))}.

上式方程中的右边可化为

1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

ĝ′(ZT
it θ̂n){Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ)}XT
it(β − β̂n)
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+
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

ĝ′(ZT
it θ̂n){E(Z−1,it | ZT

itθ)− Ê(Z−1,it | ZT
it θ̂n)}XT

it(β − β̂n)

+
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

ĝ′(ZT
it θ̂n){Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ)}(g(ZT
itθ)− ĝ(ZT

itθ))

+
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

ĝ′(ZT
it θ̂n){E(Z−1,it | ZT

itθ)− Ê(Z−1,it | ZT
it θ̂n)}(g(ZT

itθ)− ĝ(ZT
itθ))

+
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

ĝ′(ZT
it θ̂n){Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ)}(ĝ(ZT
itθ)− g(ZT

it θ̂n))

+
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

ĝ′(ZT
it θ̂n){E(Z−1,it | ZT

itθ)− Ê(Z−1,it | ZT
it θ̂n)}(ĝ(ZT

itθ)− g(ZT
it θ̂n))

+
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

εitg
′(ZT

it θ̂n){(Z−1,it − E(Z−1,it | ZT
itθ))− (E(Z−1,it | ZT

itθ)− Ê(Z−1,it | ZT
it θ̂n))}

=: J1 + J2 + · · ·+ J7.

第一部分 J1 可以写为

J1 =
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

ĝ′(ZT
it θ̂n){Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ)}{XT
it − E(Xit | ZT

itθ)}(β − β̂n)

+
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

ĝ′(ZT
it θ̂n){Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ)}E(Xit | ZT
itθ)(β − β̂n).

进一步可化简为

J1 =
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

g′(ZT
itθ){Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ)}{XT
it − E(Xit | ZT

itθ)}(β − β̂n)

+
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

g′(ZT
itθ){Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ)}E(Xit | ZT
itθ)(β − β̂n)

+
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

{ĝ′(ZT
it θ̂n)− g′(ZT

itθ)}{Z−1,it − E(Z−1,it | ZT
itθ)}

× {XT
it − E(Xit | ZT

itθ)}(β − β̂n)

+
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

{ĝ′(ZT
it θ̂n)− g′(ZT

itθ)}{Z−1,it − E(Z−1,it | ZT
itθ)}E(Xit | ZT

itθ)(β − β̂n)

=: J11 + J12 + J13 + J14.

由大数定律可得

J11 =

T∑
t=1

E[g′(ZT
itθ)(Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ))(X
T
it − E(Xit | ZT

itθ))]
√
nT (β − β̂n) + op(1).

由于

T∑
t=1

E[g′(ZT
itθ)(Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ))E(Xit | ZT
itθ)]
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=
T∑

t=1

E[E[g′(ZT
itθ)(Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ))E(Xit | ZT
itθ) | ZT

itθ]]

= 0,

以及假定
∑T

t=1 g
′(ZT

itθ){Z−1,it −E(Z−1,it | ZT
itθ)}E(Xit | ZT

itθ)是独立同分布的随机矩阵并且每个方

差元素都是有限的, 因此, J12 = Op(1) · ∥β − β̂n∥ = op(1).

此外,

∥J13∥ 6 1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

∥ĝ′(ZT
it θ̂n)− g′(ZT

itθ)∥

× ∥{Z−1,it − E(Z−1,it | ZT
itθ)}{XT

it − E(Xit | ZT
itθ)}∥∥β − β̂n∥

= Op(n
1
2 ) ·Op(n

1
2 ) ·Op{h+ (nh3)−

1
2 log n}

× 1

nT

n∑
i=1

T∑
t=1

∥{Z−1,it − E(Z−1,it | ZT
itθ)}{XT

it − E(Xit | ZT
itθ)}∥

= Op{h+ (nh3)−
1
2 log n}

= op(1).

类似可得到 J14 = op(1). 因此,

J1 =

T∑
t=1

E[g′(ZT
itθ)(Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ))(X
T
it − E(Xit | ZT

itθ))]
√
nT (β − β̂n) + op(1).

由于 g′(ZT
it θ̂n) 的相合性以及 β̂n 的

√
n 相合性, 易得 J2 = op(1).

对 J3, 有如下式子成立:

J3 =
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

g′(ZT
itθ){Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ)}(g(ZT
itθ)− ĝ(ZT

itθ))

+
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

{ĝ′(ZT
it θ̂n)− g′(ZT

itθ)}{Z−1,it − E(Z−1,it | ZT
itθ)}(g(ZT

itθ)− ĝ(ZT
itθ))

=: J31 + J32.

由于

E[g′(ZT
itθ)(Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ)) | ZT
itθ] = 0,

通过引理 A.3 可得到 J31 = op(1). 另一方面, 对于 J32, 可得

J32 = Op{h+ (nh3)−
1
2 log n} ·Op{h2 + (nh)−

1
2 log n} ·Op(n

1
2 ) = op(1).

因此, J3 = op(1).

对于 J4, 应用 θ̂n 的相合性以及引理 A.2 可得

J4 = Op{h+ (nh3)−
1
2 log n} ·Op{h2 + (nh)−

1
2 logn} ·Op(n

1
2 ) = op(1).
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对于 J5, 易得

J5 =
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

{ĝ′(ZT
it θ̂n)− g′(ZT

itθ)}{Z−1,it − E(Z−1,it | ZT
itθ)}(ĝ(ZT

itθ)− g(ZT
it θ̂n))

+
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

g′(ZT
itθ){Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ)}(ĝ(ZT
itθ)− ĝ(ZT

it θ̂n))

=: J51 + J52.

类似 J4, 以下式子成立:

J51 = Op{h2 + (nh)−
1
2 log n} ·Op{h2 + (nh)−

1
2 log n} ·Op(n

1
2 ) = op(1).

易得

{ĝ(ZT
itθ)− ĝ(ZT

it θ̂n)} − {g(ZT
itθ)− g(ZT

it θ̂n)}

= {ĝ′(ZT
itθ)Zit(θ̂n − θ) + op(n

− 1
2 )} − {g′(ZT

itθ)Zit(θ̂n − θ) + op(n
− 1

2 )}

= (ĝ′(ZT
itθ)− g′(ZT

itθ))Zit(θ̂n − θ) + op(n
− 1

2 ).

因此,

J52 =
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

g′(ZT
itθ){Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ)}

× {{g(ZT
itθ)− g(ZT

it θ̂n)}+ (ĝ′(ZT
itθ)− g′(ZT

itθ))Zit(θ̂n − θ) + op(n
− 1

2 )}

=
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

g′(ZT
itθ){Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ)}{g(ZT
itθ)− g(ZT

it θ̂n)}+ op(n
− 1

2 )

=
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

{g′(ZT
itθ)}2{Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ)}

× {Z−1,it − E(Z−1,it | ZT
itθ)}T(θ − θ̂n) + op(n

− 1
2 )

=
T∑

t=1

E[{g′(ZT
itθ)}2{Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ)}{Z−1,it − E(Z−1,it | ZT
itθ)}T]

×
√
nT (θ − θ̂n) + op(n

− 1
2 ).

类似 J4 可得

J6 = Op{h2 + (nh)−
1
2 log n} ·Op{h2 + (nh)−

1
2 logn} ·Op(n

1
2 ) = op(1).

对于 J7, 可得

J7 =
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

εitg
′(ZT

itθ){(Z−1,it − E(Z−1,it | ZT
itθ))− (E(Z−1,it | ZT

itθ)− Ê(Z−1,it | ZT
it θ̂n))}

+
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

εit{g′(ZT
it θ̂n)− g′(ZT

itθ)}
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× {(Z−1,it − E(Z−1,it | ZT
itθ))− (E(Z−1,it | ZT

itθ)− Ê(Z−1,it | ZT
it θ̂n))}

=
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

εitg
′(ZT

itθ){Z−1,it − E(Z−1,it | ZT
itθ)}

+
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

εitg
′(ZT

itθ){Ê(Z−1,it | ZT
itθ)− E(Z−1,it | ZT

itθ)}

+
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

εitg
′(ZT

itθ){Ê(Z−1,it | ZT
it θ̂n)− Ê(Z−1,it | ZT

itθ)}

+
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

εit{g′(ZT
it θ̂n)− g′(ZT

itθ)}{Z−1,it − E(Z−1,it | ZT
itθ)}

+
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

εit{g′(ZT
it θ̂n)− g′(ZT

itθ)}{Ê(Z−1,it | ZT
itθ)− E(Z−1,it | ZT

itθ)}

+
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

εit{g′(ZT
it θ̂n)− g′(ZT

itθ)}{Ê(Z−1,it | ZT
it θ̂n)− Ê(Z−1,it | ZT

itθ)}

=: J71 + J72 + · · ·+ J76.

由于

E(εitg
′(ZT

itθ) | ZT
itθ) = 0 和 E{εitg′(ZT

itθ){Z−1,it − E(Z−1,it | ZT
itθ) | ZT

itθ}} = 0,

类似引理 A.3 的证明可得

J72 = op(1) 和 J74 = op(1).

此外, 以下式子成立:

J73 =
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

εitg
′(ZT

itθ){E(Z−1,it | ZT
it θ̂n)− E(Z−1,it | ZT

itθ)}+
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

εitg
′(ZT

itθ)

× {{Ê(Z−1,it | ZT
it θ̂n)− Ê(Z−1,it | ZT

itθ)} − {E(Z−1,it | ZT
it θ̂n)− E(Z−1,it | ZT

itθ)}}

=
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

εitg
′(ZT

itθ){E′(Z−1,it | ZT
itθ)Z

T
it(θ̂n − θ) + op(n

− 1
2 )}

+
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

εitg
′(ZT

itθ){{Ê′(Z−1,it | ZT
itθ)− E′(Z−1,it | ZT

itθ)}ZT
it(θ̂n − θ) + op(n

− 1
2 )}

= op(n
− 1

2 ).

应用 θ̂n 和 Ê(Z−1,it | ZT
itθ) 的相合性可得

J75 = Op{h+ (nh3)−
1
2 log n} ·Op{h2 + (nh)−

1
2 log n} ·Op(n

1
2 ) = op(1),

J76 = Op{h+ (nh3)−
1
2 log n} ·Op{h2 + (nh)−

1
2 log n} ·Op(n

1
2 ) = op(1).

因此,

J7 =
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

εitg
′(ZT

itθ){Z−1,it − E(Z−1,it | ZT
itθ)}+ op(1).
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则由以上式子可得

T∑
t=1

E[(g′(ZT
itθ))

2(Z−1,it − E(Z−1,it | ZT
itθ))(Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ))
T]

×
√
nT (θ − θ̂n) +

T∑
t=1

E[g′(ZT
itθ)(Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ))(X
T
it − E(Xit | ZT

itθ))]
√
nT (β − β̂n)

=
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

εitg
′(ZT

itθ){Z−1,it − E(Z−1,it | ZT
itθ)}+ op(1).

类似得到

T∑
t=1

E[{Z−1,it − E(Z−1,it | ZT
itθ)}{Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ)}T]
√
nT (β − β̂n)

+

T∑
t=1

E[(XT
it − E(Xit | ZT

itθ))g
′(ZT

itθ)(Z−1,it − E(Z−1,it | ZT
itθ))]

√
nT (θ − θ̂n)

=
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

εit{Xit − E(Xit | ZT
itθ)}+ op(1).

结合 Slustsky 定理及中心极限定理可得定理 2.1 成立.

定理 2.2 的证明 由 θ̂n 的
√
n 相合性以及标准的非参数回归证明过程可得定理 2.2 成立.

定理 3.1 的证明 (i) 设

Q0,n =
1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

(εi,t+(s−1), . . . , εit)
T(εi,t+(s−1), . . . , εit),

∆it = XT
it(β − β̂n) + g(Uit,n)− ĝn(Ûit,n).

由于

ε̂it = Yit −XT
it β̂n − ĝn(Ûit,n) = εit +∆it,

因此下式成立:

Q̂0,n = Q0,n +
1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

(∆i,t+(s−1), . . . ,∆it)
T(∆i,t+(s−1), . . . ,∆it)

+
1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

(εi,t+(s−1), . . . , εit)
T(∆i,t+(s−1), . . . ,∆it)

+
1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

(∆i,t+(s−1), . . . ,∆it)
T(εi,t+(s−1), . . . , εit)

=: Q0,n + J1,n + J2,n + J3,n.

根据定理 2.1、2.2 和假设 2.3, 可得 ∆it = Op(n
−1/2) +Op(h

2 + (nh)−1/2), 则

J1,n = Op(n
−1) +Op

(
1

nh

)
= op((nh)

−1/2).
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对于 J2,n, 可得

n(T − (s+ 1))J2,n =

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

(εi,t+(s−1), . . . , εit)
T(∆i,t+(s−1), . . . ,∆it)

=: J
(1)
2,n + J

(2)
2,n + J

(3)
2,n + J

(4)
3,n.

根据 ∆it 的定义得到

J
(1)
2,n =

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

(εi,t+(s−1), . . . , εit)
T(XT

i,t+(s−1),n(β − β̂n), . . . ,X
T
it(β − β̂n))

+

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

(εi,t+(s−1), . . . , εit)
T(g(Ui,t+(s−1),n)− ĝn(Ûi,t+(s−1),n))

=: J
(1)∗
2,n + J

(1)∗∗
2,n .

类似定理 2.1 的证明, 对于 0 6 m 6 s− 1, 有

1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

Xi,t+m(εi,t+(s−1), . . . , εit) = Op(n
− 1

2 ).

因此, 由定理 2.1 得 J
(1)∗
2,n = Op(1) = o(n1/2). 由引理 A.4, 以及 β̂ 和 θ̂ 的相合性可得 J

(1)∗∗
2,n =

op(n
1/2).

于是, J
(1)
2,n = op(n

1/2). 类似易得 J
(2)
2,n = J

(3)
2,n = op(n

1/2) 和 J
(4)
2,n = op(n

1/2). 这表明

Q̂0,n = Q0,n + op((nh)
− 1

2 ).

类似可得

Q̂1,n = Q1,n + op((nh)
− 1

2 ).

对于 ρ̂n, 可得

√
nT (ρ̂n − ρ) =

√
nT{(Q̂0,n − Q̂1,n)

−1(Q̂2,n − Q̂3,n)− ρ}

=
√
nT [(Q̂0,n − Q̂1,n)

−1((Q̂2,n − Q̂3,n)− (Q̂0,n − Q̂1,n)ρ)]

=
√
nT (Q0,n −Q1,n)

−1 · {(Q2,n −Q3,n)− (Q0,n −Q1,n)ρ}+ op(1).

根据 Q0,n 和 Q1,n 的定义, 当 n → ∞ 时,

Q0,n −Q1,n =
1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

(εi,t+(s−1), . . . , εit)
T(εi,t+(s−1), . . . , εi,t)

− 1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

(εi,t+(s−1), . . . , εit)
T(εi,t+s, . . . , εi,t+1)

→p E{(εi,t+(s−1), . . . , εit)
T(εi,t+(s−1), . . . , εi,t)}

− E{(εi,t+(s−1), . . . , εit+1)
T(εi,t+s, . . . , εi,t+1)}
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= E{(νi,t+(s−1), . . . , νit)
T(νi,t+(s−1), . . . , νi,t)}

− E{(νi,t+(s−1), . . . , νit)
T(νi,t+s, . . . , νi,t+1)}

=



γν(0) γν(1) · · · γν,n(s− 1)

γν(1) γν(0) · · · γν(s− 2)

...
...

. . .
...

γν(s− 1) γν(s− 2) · · · γν(0)


−



γν(1) γν(2) · · · γν(s)

γν(0) γν(1) · · · γν(s− 1)

...
...

. . .
...

γν(s) γν(s− 1) · · · γν(1)


.

根据 (1.2) 可得

εi,t+s = µi + νi,t+s = µi + ρ1νi,t+(s−1) + · · ·+ ρsνit + ei,t+s

= ρ1εi,t+(s−1) + · · ·+ ρsεit + (1− ρ1 − · · · − ρs)µi + ei,t+s

和

εi,t+(s+1) = µi + νi,t+(s+1) = µi + ρ1νi,t+s + · · ·+ ρsνi,t+1 + ei,t+(s+1)

= ρ1εi,t+s + · · ·+ ρsεi,t+1 + (1− ρ1 − · · · − ρs)µi + ei,t+(s+1).

因此,√
n(T − (s+ 1)){Q2,n −Q3,n − (Q0,n −Q1,n)ρ}

=
1√

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

{(εi,t+(s−1), . . . , εit)
Tei,t+s − (εi,t+(s−1), . . . , εit)

Tei,t+(s+1)}

=
1√

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

{{(νi,t+(s−1) + µi, . . . , νit + µi)
Tei,t+s

− (νi,t+(s−1) + µi, . . . , νit + µi)
Tei,t+(s+1)}}

=
1√
n

n∑
i=1

[
1√

(T − (s+ 1))

T−(s+1)∑
t=1

[(νi,t+(s−1) + µi, . . . , νit + µi)
Tei,t+s

− (νi,t+(s−1) + µi, . . . , νit + µi)
Tei,t+(s+1)]

]
=

1√
n

n∑
i=1

χi,

其中 {χi}ni=1 是独立同分布的随机向量序列, 其均值为 0, 协方差为

Cov(χi) = Cov

(
1√

T − (s+ 1)

T−(s+1)∑
t=1

((νi,t+(s−1) + µi, . . . , νit + µi)
T(ei,t+s − ei,t+(s+1)))

)

= 2σ2
e


σ2
µ1s1

T
s +



γν(0) γν(1) · · · γν,n(s− 1)

γν(1) γν(0) · · · γν(s− 2)

...
...

. . .
...

γν(s− 1) γν(s− 2) · · · γν(0)




,
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其中 γν(j) = E(νitνi,t+j).

(ii) 由于 ℓ̂it,n = ε̂i,t+s − ρ̂1,nε̂i,t+(s−1) − · · · − ρ̂s,nε̂it,

ℓ̂it,n = {εi,t+s − ρ̂1,nεi,t+(s−1) − · · · − ρ̂s,nεit}+ {∆i,t+s − ρ̂1,n∆i,t+(s−1) − · · · − ρ̂s,n∆it}

= {εi,t+s − ρ1εi,t+(s−1) − · · · − ρsεit}+ l{(ρ1 − ρ̂1,n)εi,t+(s−1) − · · · − (ρs − ρ̂s,n)εit}

+ {∆i,t+s − ρ̂1,n∆i,t+(s−1) − · · · − ρ̂s,n∆it}

= ei,t+s + {(1− ρ1 − · · · − ρs)µi}+ {(ρ1 − ρ̂1,n)εi,t+(s−1) − · · · − (ρs − ρ̂s,n)εit}

+ {∆i,t+s − ρ̂1,n∆i,t+(s−1) − · · · − ρ̂s,n∆it}

= ei,t+s + J4,n + J5,n + J6,n,

因此,

1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

ℓ̂2it,n

=
1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

e2i,t+s +
1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

J2
4,n

+
1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

J2
5,n +

1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

J2
6,n

+
2

n(T − s)

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

ei,t+sJ4,n +
2

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

ei,t+sJ5,n

+
2

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

ei,t+sJ6,n +
2

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

J4,nJ5,n

+
2

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

J4,nJ6,n +
2

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

J5,nJ6,n.

由定理 3.1(i) 可得

1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

J2
5,n = Op(n

−1) 和
2

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

ei,t+sJ5,n = Op(n
−1).

由定理 2.1 和引理 A.2 可得

1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

J2
6,n = Op(n

−1) = op(n
− 1

2 ).

根据 Cauchy-Schwarz 不等式得

2

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

J5,nJ6,n = Op(n
−1) = op(n

− 1
2 ).

此外,

2

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

J4,nJ5,n
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= − 2

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

J4,n{(ρ1 − ρ̂1,n)− · · · − (ρs − ρ̂s,n)}µi.

因此,

Ê(l2it) =
1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

ℓ̂2it,n

=
1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

e2i,t+s +
1

n

n∑
i=1

(1− ρ1 − · · · − ρs)
2µ2

i

+
2

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

ei,t+s(1− ρ1 − · · · − ρs)µi

− 2

n

n∑
i=1

(1− ρ1 − · · · − ρs){(ρ1 − ρ̂1,n)− · · · − (ρs − ρ̂s,n)}µ2
i .

类似得到

Ê(litli,t+1) =
1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

ℓ̂it,nℓ̂i,t+1,n

=
1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

ei,t+sei,t+s+1 +
1

n

n∑
i=1

(1− ρ1 − · · · − ρs)
2µ2

i,n

+
1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

ei,t+s(1− ρ1 − · · · − ρs)µi

+
1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

ei,t+s+1(1− ρ1 − · · · − ρs)µi

− 2

n

n∑
i=1

(1− ρ1 − · · · − ρs){(ρ1 − ρ̂1,n)− · · · − (ρs − ρ̂s,n)}µ2
i .

因此,

σ̂2
e,n =

1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

ℓ̂2it,n − 1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

ℓ̂it,nℓ̂i,t+1,n

=
1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

(e2i,t+s − ei,t+sei,t+s+1)

+
1

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

(ei,t+s − ei,t+s+1)(1− ρ1,n − · · · − ρs,n)µi.

则

√
nT (σ̂2

e,n − σ2
e) =

√
nT

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

(e2i,t+s − σ2
e − ei,t+sei,t+s+1)

+

√
nT

n(T − (s+ 1))

n∑
i=1

T−(s+1)∑
t=1

(ei,t+s − ei,t+s+1)(1− ρ1 − · · · − ρs)µi + op(1)

926



中国科学 : 数学 第 49 卷 第 6 期

=
1√
n

n∑
i=1

[ √
T

T − (s+ 1)

T−(s+1)∑
t=1

(e2i,t+s − σ2
e − ei,t+sei,t+s+1

− (ei,t+s − ei,t+s+1)(1− ρ1 − · · · − ρs)µi)

]
+ op(1)

=
1√
n

n∑
i=1

ςi,

其中 ςi,n 是独立同分布的随机变量向量序列, 其均值为 0, 方差为

Var(ςi) =
T

(T − (s+ 1))2
{Var(e2it) + 2(1− ρ1 − · · · − ρs)

2σ2
µσ

2
e + σ4

e}.

(iii) 对于 σ̂2
en, 类似以上过程, 可得定理 3.1(iii) 成立. 这里省略其详细证明过程.

定理 4.1 的证明 类似定理 2.1 的证明可得

T∑
t=1

E[(g′(ZT
itθ))

2Σ̂−1
0n (Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ))(Z−1,it − E(Z−1,it | ZT
itθ))

T] ·
√
nT (θ − θ̂n)

+
T∑

t=1

E[g′(ZT
itθ)Σ̂

−1
0n (Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ))(X
T
it − E(Xit | ZT

itθ))]
√
nT (β − β̂n)

=
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

εitg
′(ZT

itθ)Σ̂
−1
0n {Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ)}+ op(1).

则得到

T∑
t=1

E[(Z−1,it − E(Z−1,it | ZT
itθ)Σ̂

−1
0n (Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ))
T]
√
nT (β − β̂n)

+

T∑
t=1

E[(XT
it − E(Xit | ZT

itθ))g
′(ZT

itθ)Σ̂
−1
0n (Z−1,it − E(Z−1,it | ZT

itθ))]
√
nT (θ − θ̂n)

=
1√
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

εitΣ̂
−1
0n {Xit − E(Xit | ZT

itθ)}+ op(1).

结合 Slustsky 定理及中心极限定理可得定理 4.1 成立.

定理 5.1 的证明 设

Ŷ ∗∗
it = (σtt)−1

(
Ŷit −

T∑
t1 ̸=t

σtt1 âit1

)
= (σtt)−1

( T∑
t1=1

σtt1Yit1 −
T∑

t1 ̸=t

σtt1 âit1

)
,

(ĝTS∗
n (u), ĝ′TS∗

n (u))T = (DT
uWuDu)

−1DuWuŶ
∗∗,

其中 Ŷ ∗∗ = (Ŷ ∗∗
11 , . . . , Ŷ

∗∗
1T , . . . , Ŷ

∗∗
nT )

T, 则

(ĝTS∗
n (u), ĝ′TS∗

n (u))T − (g(u), g′(u))T =: J1 + J2 + J3 − J4,

其中

J1 = (DT
uWuDu)

−1
n∑

i=1

T∑
t=1

(
1

Uit

)
1

h
K

(
Uit − u

h

)
g(Uit)− (g(u), g′(u))T,
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J2 = (DT
uWuDu)

−1
n∑

i=1

T∑
t=1

(
1

Uit

)
1

h
K

(
Uit − u

h

) T∑
t1=1

(σtt)−1σtt1εit1 ,

J3 = (DT
uWuDu)

−1
n∑

i=1

T∑
t=1

(
1

Uit

)
1

h
K

(
Uit − u

h

)
(σtt)−1

T∑
t1 ̸=t

σtt1(g(Uit1)− ĝn(Ûit1)),

J4 = (DT
uWuDu)

−1
n∑

i=1

T∑
t=1

(
1

Uit

)
1

h
K

(
Uit − u

h

) T∑
t1=1

σtt1(g(Uit1)− ĝn(Ûit1)).

由引理 A.1、假设 2.1–2.6 成立以及 β̂ 和 θ̂ 的相合性, 类似文献 [35, 引理 3 和 4] 的证明, 可以得

到 J3 = J4 = op(1).

注意到

DT
uWuDu =

( ∑n
i=1

∑T
t=1 Kh(Uit − u)

∑n
i=1

∑T
t=1(

Uit−u
h )Kh(Uit − u)∑n

i=1

∑T
t=1(

Uit−u
h )Kh(Uit − u)

∑n
i=1

∑T
t=1(

Uit−u
h )2Kh(Uit − u)

)
.

上式矩阵每一个元素都是核光滑估计的形式, 由引理 A.1 可得

1

n
DT

uWuDu =

T∑
t=1

pt(u)⊗H

(
1 ς1

ς1 ς2

)
H ·Op

(
1 +

{
log n

nh

}1/2)
.

因此, 通过非参数回归的结果可得

√
nTh

[
H−1

{
J1 −

(
g(u)

g′(u)

)}
− h2

2

1

ϱ2 − ϱ21

(
(ϱ22 − ϱ1ϱ3)g

′′(u)

(ϱ3 − ϱ1ϱ2)g
′′(u)

)
+ o(h2)

]
= op(1).

接下来证明

√
nThH−1J2

D−→ n(0,ΦTS ), 当 n → ∞.

设

Q =
1

nT

n∑
i=1

T∑
t=1

{
d1 + d2

(
Uit − u

h

)}
Kh(Uit − u)

T∑
t1=1

(σtt)−1σtt1εit1 ,

其中 d1 和 d2 是非零的常数. 易得 E(Q) = 0 以及

Var(
√
nThQ) =

h

nT

n∑
i=1

T∑
t1=1

T∑
t2=1

E

{
d1 + d2

(
Uit1 − u

h

)}{
d1 + d2

(
Uit2 − u

h

)}

×Kh(Uit1 − u)Kh(Uit2 − u)

{ T∑
t3=1

(σt1t1)−1σt1t3εit3

}{ T∑
t3=1

(σt2t2)−1σt2t3εit3

}

=
h

nT

n∑
i=1

T∑
t1=1

T∑
t2=1

E

[(
d1 + d2

(
Uit1 − u

h

))(
d1 + d2

(
Uit2 − u

h

))

×Kh(Uit1 − u)Kh(Uit2 − u)

]
E

{( T∑
t3=1

(σt1t1)−1σt1t3εit3

)( T∑
t3=1

(σt2t2)−1σt2t3εit3

)}
.
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注意到对于 t1 ̸= t2, 有

E{Kh(Uit1 − u)Kh(Uit2 − u)} = O(1),

E

{(
Uit2 − u

h

)
Kh(Uit1 − u)Kh(Uit2 − u)

}
= O(1),

E

{(
Uit1 − u

h

)
Kh(Uit1 − u)Kh(Uit2 − u)

}
= O(1),

E

(
Uit1 − u

h

)(
Uit2 − u

h

)
Kh(Uit1 − u)Kh(Uit2 − u) = O(1).

此外,

E

{ T∑
t2=1

(σt1t1)−1σt1t2εit2

}2

= (σt1t1)−2et1TΣ
−1
0 et1T = (σt1t1)−1,

其中 et1T 表示第 t1 个位置元素为 1、其余元素为 0 的 T 维向量. 因此,

Var(
√
nThQ) = o(1) +

h

nT

n∑
i=1

T∑
t1=1

E

[(
d1 + d2

(
Uit1 − u

h

))2

K2
hx
(Uit1 − u)

]
E

( T∑
t2=1

(σt1t1)−1σt1t2εit2

)2

= o(1) +
h

nT

n∑
i=1

T∑
t=1

(σtt)−1E

[{
d1 + d2

(
Uit1 − u

h

)}2

K2
h(Uit − u)

]

= o(1) +
hd1d2
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

(σtt)−1E{K2
h(Uit − u)}

+
hd1d2
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

(σtt)−1E

{(
Uit − u

h

)2

K2
h(Uit − u)

}

+
2hd1d2
nT

n∑
i=1

T∑
t=1

(σtt)−1E

{(
Uit − u

h

)
K2

h(Uit − u)

}
=: o(1) + J5 + J6 + J7.

通过计算可得

J5 →p d1d2

T∑
t=1

(σtt)−1pt(u)ϱ0, J6 →p d1d2

T∑
t=1

(σtt)−1pt(u)ϱ2

和

J7 →p 2d1d2

T∑
t=1

pt(u)ϱ1 (n → ∞).

因此,

Var(
√
nThQ) = d1d2

T∑
t=1

(σtt)−1pt(u)(ϱ0 + 2ϱ1 + ϱ2) + o(1).

设 bi =
√
h
∑T

t=1{d1 + d2(
Uit−u

h )}Kh(Uit − u){
∑T

t1=1(σ
tt)−1σtt1εit1} 和 B2

n =
∑n

i=1 E(b
2
i ), 则

B2
n = nd1d2

T∑
t=1

(σtt)−1pt(u)(ϱ0 + 2ϱ1 + ϱ2) + o(n).
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简单计算可得

n∑
i=1

E|bi|3 6 O(1) ·
n∑

i=1

T∑
t=1

h3/2E

{
|d1|+ |d2| ·

∣∣∣∣Uit − u

h

∣∣∣∣}3

K3
h(Uit − u) = O(h−1/2).

因此, Linderberg 条件 limn→∞B−3
n

∑n
i=1 E|b3i | = 0 满足. 应用中心极限定理以及 σ̂tt1 的相合性可得定

理 5.1 成立.

Statistical inference for partially linear single-index model of
panel data with serially correlated error structure

Qunfang Xu, Gaosheng Liu & Yang Bai

Abstract Due to its flexibility, partially linear single-index model arises in many contemporary scientific en-
deavor. In this paper, we set foot on its inference under settings of panel data and a serially correlated error
component structure. By combining local polynomial technique with the bias-corrected generalized estimating
equations, we propose a feasible weighted generalized estimating equation estimation (GEE-FW) for unknown re-
gression parameters. The GEE-FW is shown to be asymptotically normal and more efficient than the unweighted
generalized estimating equation estimation based on working independence (GEE-WI). Moreover, a two stage
local linear generalized estimating equation estimation (GEE-TS) of the unknown link function is also proposed,
which takes the contemporaneous correlation into account and achieves an increase in its estimated efficiency.
The asymptotic property of the GEE-TS is established as well and we show that it is asymptotically more efficient
than the one which ignores the contemporaneous correlation. Conducted numerical simulation studies and actual
data analysis show that the proposed estimate methods are effective and have good performance in both theory
and application.
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MSC(2010) 62G08, 62J02

doi: 10.1360/N012018-00230

930


	引言
	初始估计
	序列自相关误差结构的拟合
	可行的加权广义估计方程
	非参数函数的两阶段估计
	模拟研究
	实际数据分析
	总结
	主要理论结果的证明

