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摘要 本文研究具有 Robin 边界条件的 Schrödinger 算子反传输特征值问题, 旨在由传输特征值数据

还原势函数. 通过改变其中一个边界条件参数, 可以获得有无穷多个能量有限的传输特征值. 本文证

明这样的传输特征值集合可以唯一地确定 Schrödinger 算子的势函数及另一个边界条件参数.

关键词 传输特征值 Schrödinger 算子 反谱问题

MSC (2020) 主题分类 34A55, 34L40, 34L25

1 引言

本文研究如下的传输特征值问题 L(q, h,H):

− y′′ + q(x)y = k2y, 0 < x < 1, (1.1)

− y′′0 = k2y0, 0 < x < 1, (1.2)

y′(0)− hy(0) = 0, (1.3)

y′0(0)−Hy0(0) = 0, (1.4)

y(1) = y0(1), y′(1) = y′0(1), (1.5)

其中, k2 为谱参数, 复值函数 q(x) 为势函数, 边界条件参数 h,H ∈ C. 若对于某个 k, 上述系统存在一

组非平凡的解 {y, y0}, 则称 λ = k2 为传输特征值. 传输特征值问题来源于声波散射和量子散射问题,

传输特征值的物理解释为具有紧支撑势扰动的散射系统与无势扰动的散射系统相一致的能量 [3]. 传输

特征值与一个指数型整函数零点的平方一致,这样的整函数称为边值问题 L(q, h,H)的示性函数 [3, 12].
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具有 Robin 边界条件的传输特征值问题最早由 Aktosun 和 Papanicolaou [3] 研究. 假设边界条件

(1.3) 中的参数 h 与 (1.4) 中的参数 H 相同, 他们研究了实系数条件下的相关正、反谱问题. 所谓正谱

问题, 即是已知势函数和边界条件参数, 刻画特征值的性质和分布情形. 所谓反谱问题, 即是由传输特

征值数据还原势函数 q(x) 和边界条件参数 h. 对于正谱问题, Aktosun 和 Papanicolaou [3] 给出了传输

特征值问题示性函数的相关性质, 从而获得了特征值的对称分布的性质. 由于边值问题 L(q, h,H) 是

非自伴的, 所以可能存在非实特征值. 2020 年, Xu [21] 给出了非实特征值的存在性条件, 并且刻画了

实和非实传输特征值的渐近分布. 近期, Ma 和 Xu [11] 进一步弱化了传输特征值的存在性条件, 刻画

了传输特征值密度的充要条件, 同时将上述边值问题 L(q, h,H) 等价地转化为边界条件带有谱参数的

Sturm-Liouville 问题 −y′′ + q(x)y = k2y, 0 < x < 1,

y′(0)− hy(0) = 0, y(1)φ′
0(k, x)− y′(1)φ0(k, 1) = 0,

(1.6)

其中

φ0(k, x) = cos kx+H
sin kx

k
, φ′

0(k, x) =
∂φ0(k, x)

∂x
. (1.7)

在反谱问题的研究中, 我们主要关注唯一性、稳定性和重构算法. Aktosun 和 Papanicolaou [3] 首

先给出了边值问题 L(q, h, h)的反谱唯一性结果:若 h已知,则所有的传输特征值外加一个特定的常数

γ 可以唯一确定势函数. 同时, 他们提出了一个公开问题: 常数 γ 和边界条件参数 h 是否可以包含在

传输特征值信息中? 2019 年, Xu 和 Yang [24] 证明了, 如果常数 γ 缺失, 则反谱唯一性定理将不成立.

由于常数 γ 没有实际的物理意义,我们找寻了一些替代常数 γ 的物理量 [21]. 最近,我们通过对传输特

征值问题的本源进行充分考虑, 认为边界条件 (1.3) 中的 h 不应该必须与 (1.4) 中的参数 H 相同, 原

因如下: 传输特征值代表的是两个具有 Robin 边界条件的 Schrödinger 算子所对应的散射函数相等的

能量, 其中一个 Schrödinger 算子作为已知算子 (其势函数为 0), 另一个为未知算子 (其势函数具有紧

支集), 因为 Schrödinger 算子由势函数和边界条件参数所确定, 所以很自然应该考虑已知算子和未知

算子中的 Robin 边界条件参数可能不同的情形, 即 h 可能与 H 不同. 这一点也与人们通常所研究的

反散射问题一致:所谓反散射是指利用散射数据 (包括散射函数和束缚态数据)去重构势函数和 Robin

边界条件中的参数 h, 而一般不会假设边界条件中的参数 h已知. 当然, H 作为已知 Schrödinger算子

中的参数, 应该假设其已知. 对于这类边值问题 L(q, h,H), Ma 和 Xu [12] 证明了所有的传输特征值外

加一个特定的常数 γ 可以唯一地确定 q 和 h, 同时也给出了代替常数 γ 的其他物理量, 还给出了具有

无穷多实特征值情形下的反谱局部可解性和稳定性.

对于具有 Dirichlet边界条件的传输特征值问题,很多学者给出了许多有趣的结果. McLaughlin和

Polyakov [15] 及 McLaughlin 等 [16] 给出了实特征值的渐近估计, 并证明了由实特征值和部分势函数信

息确定未知部分势函数的唯一性定理和重构算法. Aktosun 等 [1] 及 Aktosun 和 Papanicolaou [2] 推广

了 McLaughlin等的结果,给出了仅由所有传输特征值 (包括实的和非实的)确定势函数的唯一性定理

和理论上的重构算法. Wei和 Xu [19]、Wei和 Wei [20] 及 Buterin等 [5, 6] 补充了文献 [1,15] 中没有讨论

的情形, 并解决了其中的公开问题. Bondarenko和 Buterin [4] 讨论了反谱问题的局部可解性和稳定性.

最近, 运用变换算子理论, Xu 等 [22] 及 Xu 和 Yang [25] 证明了具有有限谱数据的反谱稳定性.

与具有 Dirichlet边界条件的传输特征值问题有所不同,边值问题 L(q, h,H)的传输特征值代表的

是散射系统的能量, 其非实特征值与散射系统的共振类似, 是一种不稳定的状态, 能量值与特征值的

实部成正比, 存在的时间与特征值的虚部成反比 [14]. 所以, 人们一般情形下只能测出实特征值或者虚
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部有界的非实特征值. 然而, 文献 [21] 已经证明, 一般情形下, 若存在无穷多非实传输特征值 {λn}, 则
其虚部 Imλn → ∞ (n → ∞). 此外, 人们只能测出有限能量值的谱数据, 然而传输特征值作为超越整

函数的零点, 一般有无穷多个, 而且实部趋于无穷 [21]. 因此, 一个自然的问题产生了: 是否可以寻求有

限能量值且虚部有界的传输特征值来重构势函数呢? 为了解决这个问题, 假设边界条件 h (或 H) 已

知,通过选取不同的 h (或 H)来获得有限能量值的传输特征值.然后由这些特征值来还原势函数和 H

(或 h). 本文将证明两个反谱唯一性定理, 并给出理论上的重构算法.

2 示性函数与传输特征值

本节给出一维 Schrödinger 方程 (1.1) 初值解的相关性质, 并由此刻画示性函数的性质, 从而获得

不同边界条件下传输特征值集的无交性. 同时证明传输特征值关于势函数 q、边界条件参数 h 和 H

的连续依赖性.

设 Cj(k, x) 和 Sj(k, x) 为方程 (1.1) 的解, 分别满足如下初值:

Cj(k, j) = 1 = S′
j(k, j), C ′

j(k, j) = 0 = Sj(k, j) = 0, j = 0, 1.

记

φ(k, x) = C0(k, x) + hS0(k, x), ψ(k, x) = φ′
0(k, 1)S1(k, x) + φ0(k, 1)C1(k, x). (2.1)

显然, φ 满足 (1.1) 及 (1.6) 中 x = 0 处的边界条件, ψ 满足 (1.1) 及 (1.6) 中 x = 1 处的边界条件. 记

W (y, z) := y(x)z′(x)− y′(x)z(x). 易知, 若 y 和 z 为方程 (1.1) 的解, 则 W (y, z) 与 x 无关. 记

D(k) =W (φ,ψ). (2.2)

易知, D(k) 为 k 的偶的指数型整函数. 因此, 令 λ = k2, 则 ∆(λ) := D(k) 为 λ 的 1/2 阶整函数, 其

零点与边值问题 L(q, h,H) 的传输特征值一致. 称 ∆(λ) (或 D(k)) 为边值问题 L(q, h,H) 的示性函数.

在 (2.2) 中分别取 x = 0 和 x = 1, 可得

∆(λ) = ψ′(k, 0)− hψ(k, 0) = φ(k, 1)φ′
0(k, 1)− φ′(k, 1)φ0(k, 1). (2.3)

由此可得如下结论.

引理 2.1 设 σ(q, h,H) 为边值问题 L(q, h,H) 的所有传输特征值所构成的集合. (1) 若 h1 ̸= h2,

则 σ(q, h1,H) ∩ σ(q, h2,H) = ∅; (2) 若 H1 ̸= H2, 则 σ(q, h,H1) ∩ σ(q, h,H2) = ∅.
证明 (1) 若存在某个 k20 ∈ σ(q, h1, H) ∩ σ(q, h2,H), 则由 (2.3) 中的第 1 个等式知

ψ′(k0, 0)− h1ψ(k0, 0) = 0,

ψ′(k0, 0)− h2ψ(k0, 0) = 0.
(2.4)

这两式相减得 (h2 − h1)ψ(k0, 0) = 0. 因为 h1 ̸= h2, 所以 ψ(k0, 0) = 0, 代入 (2.4) 得 ψ′(k0, 0) = 0. 由

线性常微分方程解的存在唯一性定理得 ψ(k0, x) ≡ 0, 这与 (2.1) 中第 2 个等式矛盾.

(2)为了方便表述,记 φ0(k, x) := φ0(k, x;H). 若存在某个 k0 ∈ σ(q, h,H1)∩ σ(q, h,H2),则由 (2.3)

中的第 2 个等式知 φ(k0, 1)φ′
0(k0, 1;H1)− φ′(k0, 1)φ0(k0, 1;H1) = 0,

φ(k0, 1)φ
′
0(k0, 1;H2)− φ′(k0, 1)φ0(k0, 1;H2) = 0.

(2.5)
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首先说明 φ0(k0, 1;H1) ̸= 0 且 φ0(k0, 1;H2) ̸= 0. 事实上, 若 φ0(k0, 1;H1) = 0, 则 φ′
0(k0, x;H1)

̸= 0, 将这两个式子代入 (2.5) 知, φ(k0, 1) = 0, 从而, φ0(k0, 1;H2) = 0. 因此,
cos k0 +H1

sin k0
k0

= 0,

cos k0 +H2
sin k0
k0

= 0.

这两式相减即得出矛盾.

然后将 (2.5) 中第一个等式两边同除以 φ0(k0, 1;H1), 第二个等式两边同除以 φ0(k0, 1;H2), 两式

相减得

φ(k0, 1)

[
φ′
0(k0, 1;H1)

φ0(k0, 1;H1)
− φ′

0(k0, 1;H2)

φ0(k0, 1;H2)

]
= 0. (2.6)

直接计算可得

φ′
0(k0, 1;H1)

φ0(k0, 1;H1)
− φ′

0(k0, 1;H2)

φ0(k0, 1;H2)
=

H1 −H2

φ0(k0, 1;H1)φ0(k0, 1;H2)
,

代入 (2.6), 并结合 H1 ̸= H2 得 φ(k0, 1) = 0. 再将其代入 (2.5) 中得 φ′(k0, 1) = 0, 矛盾. 证毕.

记 n(r) 为示性函数 D(k) 在圆盘 {k : |k| 6 r} 上的零点个数. 由文献 [11] 知, 若存在 b ∈ (0, 1] 使

得势函数 q(x) 在 (b, 1) 上几乎处处为 0 且在 x = b 的左邻域内几乎处处不为 0, 则

n(r) =
4br

π
[1 + o(1)], r → ∞.

若势函数在 [0, 1] 上几乎处处为 0, 则 ∆(λ) ≡ H − h. 此时, 若 H = h, 则复平面上的每一点都是传输

特征值; 若 H ̸= h, 则复平面上的每一点都不是传输特征值. 这是一种平凡的情形. 本文假设势函数不

恒为 0. 易知, 在此假设下, 传输特征值 (作为整函数的零点) 是孤立的. 记

Ω := {ω = (q, h,H) : q ∈ L2(0, 1), q ̸≡ 0, h,H ∈ C}.

设 λ(ω) 为边值问题 L(q, h,H) 的一个传输特征值. 下面的命题说明, 传输特征值 λ(ω) 作为 ω 的函数

是连续的.

命题 2.1 对于任意的 ω0 = (q0, h0, H0) ∈ Ω, 传输特征值 λ(ω) 在 ω0 处连续, 即对于任意的

ε > 0, 存在 δ > 0 使得, 若 ω = (q, h,H) ∈ Ω 满足∫ 1

0

|q(x)− q0(x)|dx+ |h− h0|+ |H −H0| < δ,

则 |λ(ω)− λ(ω0)| < ε 成立.

证明 特征值关于系统参量的连续依赖性可参见文献 [8, 10, 27] 及其他文献, 我们运用这些文献

中的类似方法来证明命题 2.1. 首先说明示性函数 (记为 ∆(λ;ω))作为 ω 的函数是连续的. 事实上, 由

文献 [17] 知, 初值解 C0(k, x) 和 S0(k, x) 及其关于 x 的导函数 C ′
0(k, x) 和 S′

0(k, x) 关于 q 连续. 所以,

φ(k, 1) 和 φ′(k, 1) 关于 q 连续. 再结合 (2.3)、(1.7) 和 (2.1) 知, 示性函数 ∆(λ;ω) 关于 ω = (q, h,H)

连续. 记 µ = λ(ω0). 由定理条件知, ∆(µ, ω0) = 0. 由于 q0 ∈ Ω, 所以 ∆(λ, ω0) 不恒为常数, 即 µ 为

∆(λ, ω0) 的孤立零点. 由此知, 存在 ρ > 0 使得 ∆(λ, ω0) ̸= 0, ∀λ ∈ {λ : |λ− µ| = ρ}. 再由解析函数零
点的连续性定理 (参见文献 [26, 引理 3.5.1]) 得命题 2.1 成立. 证毕.
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3 唯一性定理

本节给出两个唯一性定理, 为此, 约定: 若 δ 表示边值问题 L(q, h,H) 的物理量, 则 δ̃ 表示边值问

题 L(q̃, h̃, H̃) 类似的物理量. 先介绍一个引理.

引理 3.1 [23] 对于任意的 Q(·) ∈ L2(0, 1) 和 c ∈ C, 若∫ 1

0

Q(x)φ̃(k, x)φ(k, x)dx+ c = 0, ∀ k ∈ C,

则 Q(x)
a.e.
= 0 且 c = 0.

设 {λj(q, h,H)}j>0 为边值问题 L(q, h,H) 的传输特征值集合 (记重数), 满足如下排序:

0 6 |λ0(q, h,H)| 6 |λ1(q, h,H)| 6 · · · 6 |λj(q, h,H)| 6 |λj+1(q, h,H)| 6 · · · .

取序列 {hn}∞n=1 和 {Hn}∞n=1 分别满足

−∞ < c0 < · · · < hn+1 < hn < · · · < h2 < h1 < +∞, (3.1)

−∞ < c1 < · · · < Hn+1 < Hn < · · · < H2 < H1 < +∞, (3.2)

其中 c0 和 c1 为有限常数. 对于每一个 n,分别在集合 {λjn(q, h,Hn)}Jj=1 和 {λjn(q, hn, H)}Jj=1 中任取

一个特征值, 其中 0 6 J < +∞. 记

κn :=
√
λj(q, h,Hn), µn :=

√
λj(q, hn,H), 0 6 j 6 J < +∞.

定理 3.1 若 Hn = H̃n 且 κn = κ̃n, n ∈ N, 则 q(x)
a.e.
= q̃(x) 且 h = h̃.

证明 记

F (k) =

∫ 1

0

(q̃(x)− q(x))φ̃(k, x)φ(k, x)dx+ h̃− h. (3.3)

显然, F (k) 为整函数. 为了表述方便突出变量, 记 D(k;H) = D(k) 和 φ0(k, x;H) = φ0(k, x). 利用

(1.1) 及 (2.3) 中第 2 个等式, 同时考虑到 H = H̃, 有

F (k) = φ̃′(k, 1)φ(k, 1)− φ′(k, 1)φ̃(k, 1)

=
1

φ′
0(k, 1;H)

[D(k;H)φ̃′(k, 1)− D̃(k;H)φ′(k, 1)]. (3.4)

由定理条件知, D(κn;Hn) = D̃(κn;Hn) = 0. 此时, 若 φ′
0(κn, 1;Hn) = 0, 则 φ0(κn, 1;Hn) ̸= 0. 由 (2.3)

中第 2个等式知 φ′(κn, 1) = 0, φ̃′(κn, 1) = 0.由此知 F (κn) = 0 (n ∈ N).由 (3.2)及引理 2.1和命题 2.1

知, 序列 {κn}n>1 为有界无限点集, 所以一定有聚点. 因此, F (k) ≡ 0. 由引理 3.1 得 q(x)
a.e.
= q̃(x) 且

h = h̃. 证毕.

注 3.1 上述定理也可以采用如下的证明方法, 其蕴涵了一种理论上的重构算法. 由 D(κn;Hn)

= D̃(κn;Hn) = 0 及 (2.3) 中第 2 个等式知

φ′(κn, 1)

φ(κn, 1)
=
φ̃′(κn, 1)

φ̃(κn, 1)
=
φ′
0(κn, 1;Hn)

φ0(κn, 1;Hn)
, (3.5)
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这里不失一般性假设 φ0(κn, 1;Hn) ̸= 0 (n ∈ N). 事实上, 若有有限个 φ0(κn, 1;Hn) = 0, 则将这些项去

掉即可.若有无穷多个 φ0(κn, 1;Hn) = 0, 则对应的 φ′
0(κn, 1;Hn) ̸= 0. 此时可以调换 (3.5)中的分子分

母. 等式 (3.5) 表明两个亚纯函数 φ′(k,1;h)
φ(k,1;h) 和

φ̃′(k,1)
φ̃(k,1) 在有聚点的集合上相等, 所以这两个亚纯函数恒

等. 注意到, φ
′(k,1)
φ(k,1) 是著名的 Weyl 函数, 其唯一确定 q 和 h (参见文献 [7, 第 30 页]). 运用解析函数的

幂级数延拓法可以从数据 {κn,Hn}n>1 中重构Weyl函数 φ′(k,1)
φ(k,1) ,然后再用文献 [7]中的谱映射方法重

构 q 和 h.

定理 3.2 若 H = H̃, hn = h̃n 且 µn = µ̃n (n ∈ N), 则 q(x)
a.e.
= q̃(x).

证明 为了表述方便突出变量, 记 D(k;h,H) = D(k) 和 ψ(k, x;H) = ψ(k, x). 由定理条件知

D(µn;hn,H) = D̃(µn;hn, H̃) = 0. 结合 (2.3) 中第 1 个等式有

ψ′(µn, 0;H)

ψ(µn, 0;H)
= hn =

ψ̃′(µn, 0; H̃)

ψ̃(µn, 0; H̃)
.

由 (3.1) 及引理 2.1 和命题 2.1 知, 序列 {µn}n>1 为有界无限点集, 所以一定有聚点. 结合上式知, 两

个亚纯函数 ψ′(k,0;H)
ψ(k,0;H) 和

ψ̃′(k,0;H̃)

ψ̃(k,0;H̃)
在有聚点的集合上相等, 所以

ψ′(k, 0;H)

ψ(k, 0;H)
=
ψ̃′(k, 0; H̃)

ψ̃(k, 0; H̃)
, ∀ k ∈ C. (3.6)

注意到

ψ(k, 0;H) =W (ψ, S0) = S′
0(k, 1)φ0(k, 1;H)− S0(k, 1)φ

′
0(k, 1;H), (3.7)

由变换算子理论知, 初值解 S0(k, x) 有如下表达式 (参见文献 [13, 第 9 页]):

S0(k, x) =
sin kx

k
+

∫ x

0

T (x, t)
sin kt

k
dt, (3.8)

其中 T (x, t) 为二元连续函数, 具有一阶偏导数且满足

T (x, x) =
1

2

∫ x

0

q(t)dt, T (x, 0) = 0. (3.9)

将 (3.8) 和 (1.7) 代入 (3.7), 并运用分部积分及 (3.9) 得

ψ(k, 0;H) = 1 +

∫ 1

0

Tx(1, t)
sin kt cos k

k
dt+

∫ 1

0

Tt(1, t)
cos kt sin k

k
dt

+
H

k2

[
T (1, 1) +

∫ 1

0

Tx(1, t)sin kt sin kdt+

∫ 1

0

Tt(1, t)cos kt cos kdt

]
= 1 +O

(
e2|Imk|

k

)
, |k| → ∞, k ∈ C. (3.10)

因为 ψ(k, 0;H) 为偶的指数型整函数, 所以由 Hadamard 分解定理 (参见文献 [9, 第 26 页]) 有

ψ(k, 0;H) = CE(k), E(k) := k2s
∏
kn ̸=0

(
1− k2

k2n

)
,

其中, C 为常数, {±kn} 为 ψ(k, 0;H) 的所有非零零点 (记重数), s > 0. 利用渐近估计 (3.10) 有

C =
[

lim
k→+∞,k∈R

E(k)
]−1

.
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由此得 ψ(k, 0;H) 由其所有零点 (记重数) 唯一确定. 结合 (3.6) 得 ψ̃(k, 0; H̃) = ψ(k, 0;H). 又因为

H = H̃, 所以 ψ̃(k, 0;H) = ψ(k, 0;H) = ψ(k, 0).

由文献 [18] 知 Cauchy 数据 {T (1, t), Tx(1, t)} 唯一地确定势函数 q(x), 即若 T (1, t) = T̃ (1, t) 且

Tx(1, t) = T̃x(1, t), 则 q(x)
a.e.
= q̃(x). 下面证明 ψ(k, 0) 唯一地确定 Cauchy 数据. 取函数 φ0(k, 1) 和

φ′
0(k, 1) 的零点序列, 分别记为 {±θn}n>0 和 {±νn}n>0. 众所周知,

θn =

(
n+

1

2

)
π +O

(
1

n

)
, νn = nπ +O

(
1

n

)
, n→ ∞,

且 {sin θnx}n>0 和 {cos νnx}n>0 都在 L2(0, 1) 上完备 (参见文献 [7,18]). 在 (3.7) 中取 k = θn, 并利用

(3.8) 得 ∫ 1

0

T (1, t)sin θntdt = −θnψ(θn, 0)
φ′
0(θn, 0)

− sin θn. (3.11)

由此知 T (1, t) 被唯一确定. 在 (3.7) 中取 k = νn, 并利用 (3.8) 得∫ 1

0

Tx(1, t)cos νntdt =
ψ(νn, 0)

φ0(νn, 0)
− cos νn − T (1, 1)

sin νn
νn

. (3.12)

由此知 Tx(1, t) 被唯一确定. 证毕.

注 3.2 上述证明过程表明, 可以用幂级数解析延拓法从数据 {µn, hn}n>1 和 H 中重构函数

ψ(k, 0). 然后由 (3.11)和 (3.12)重构 Cauchy数据 {T (1, t), Tx(1, t)}. 最后用文献 [18] 中的方法重构势

函数 q.

注 3.3 定理 3.2 中的条件 H = H̃ 可以由
∫ 1

0
q(x)dx =

∫ 1

0
q̃(x)dx 代替. 事实上, 将 ψ̃(k, 0; H̃)

= ψ(k, 0;H) 代入 (3.6) 得 ψ̃′(k, 0; H̃) = ψ′(k, 0;H). 由文献 [12] 知

ψ′(k, 0;H) =W (C0, ψ) = H − 1

2

∫ 1

0

q(x)dx+O

(
e2|Imk|

k

)
, |k| → ∞, k ∈ C.

由此知, 若
∫ 1

0
q(x)dx =

∫ 1

0
q̃(x)dx, 则 H = H̃.

致谢 作者感谢审稿人提出的宝贵的修改意见.
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the variation of the Robin boundary conditions
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Abstract In this paper, we study the inverse transmission eigenvalue problem for the Schrödinger operator
with the Robin boundary conditions, which consists in recovering the potential function from the transmission
eigenvalues. By changing the value of the parameter in one of the Robin boundary conditions, we obtain infinitely
many transmission eigenvalues, whose corresponding energies are finite. We prove that the set of these transmission
eigenvalues uniquely determines the potential of the Schrödinger operator and one parameter in the other boundary
condition.
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