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摘要 本文引进定义在 p- 进数域上 p- 进解析簇的 zeta 函数, 该 zeta 函数计算解析簇上 Techmüller

点的个数. 利用 Witt向量的加法运算、Dwork有理性定理以及 Hilbert基定理,本文证明该 zeta函数

是一个有理函数. 本文还提出若干问题以促进对这类新的 zeta 函数的研究.

关键词 zeta 函数 p- 进解析簇 Witt 环 Teichmüller 提升

MSC (2020) 主题分类 11D88, 11S40, 13F35, 11T55

1 引言

设 p 是一个有理素数, q = ph, 其中 h 是一个正整数. 设 Fq 为 q 元有限域. 设 Qp 为 p- 进有理数

域, Qq 为 Qp 的一个非分歧扩张, 其剩余域为 Fq. 更一般地, 设 K 为 Qp 的一个有限 (可能分歧) 扩

张, 其剩余域为 Fq, 此时 K 是 Qq 的一个完全分歧的有限扩张. 用 Zq (或 ZK) 表示 Qq (或 K) 中的

整数环. 用 ZK⟨⟨x1, . . . , xn⟩⟩ 表示 ZK 上 p- 进收敛的 n 元幂级数环, 即其中幂级数的系数在 ZK 上且

收敛于 0. 令 V 表示由下列多项式方程组确定的 p- 进解析簇:

f1(x1, . . . , xn) = · · · = fs(x1, . . . , xn) = 0,

其中 fi(x1, . . . , xn) ∈ ZK⟨⟨x1, . . . , xn⟩⟩是 p-进收敛的幂级数. 更多关于 p-进数域和 p-进分析的内容,

可参见经典的教材 [6].

用 Tq 表示 Fq 在 Zq 中的 Teichmüller提升, 即 Tq = {x ∈ Zq | xq = x} = {0} ∪µq−1, 其中 µq−1 表

示由 Zq 中 q − 1 次单位根构成的群. 本文感兴趣的是计算 V 中 Techmüller 点的个数, 即 V 中的点

(x1, . . . , xn), 其中 xi ∈ Tqe , e 是一个正整数. V 中这样的点也称为 V 中的 Tqe - 有理点. 下文用 N 表
示正整数集, 并简记 X := (x1, . . . , xn).
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定义 1.1 对于 e ∈ N, 令

Ne(V ) = #{X ∈ T n
qe | f1(X) = · · · = fs(X) = 0},

则 ZK 上关于 V 的 zeta 函数定义为

Z(V, T ) = exp

( ∞∑
e=1

T e

e
Ne(V )

)
∈ 1 + TQ[[T ]].

显而易见, Ne(V ) 为 V 中 Tqe- 有理点的个数. 如同其他 zeta 函数, Z(V, T ) 也可定义为用闭的

Teichmüller 点表示的 Euler 乘积, 它们是 Tqe- 有理点的 Galois 轨道, 其中 e ∈ N. 由此可得 Z(V, T )

∈ 1 + TZ[[T ]]. 一个自然的问题是, 当 e 变化时, 序列 Ne(V ) 是否有递推的公式. 更准确地问, zeta 函

数 Z(V, T ) 是否是一个关于 T 的有理函数. 本文的主要结果对该问题给出了一个肯定的回答, 即证明

了 Z(V, T ) 是一个关于 T 的有理函数. 特别地, 序列 Ne(V ) (e = 1, 2, . . .) 满足一个线性的递推关系.

定理 1.1 (定理 4.3) Z(V, T ) ∈ Q(T ).

证明上述定理的策略是,先将定义在 p-进数域上的 zeta函数归约为定义在有限Witt环上的 zeta

函数, 再进一步将其归约为定义在有限域上的 zeta 函数, 最后利用 Dwork 有理性定理和 Hilbert 基定

理得到定理的结论. 为此, 需要引进定义在有限 Witt 环上的 V 的有限层次的 zeta 函数序列. 固定一

个正整数 m ∈ N.
定义 1.2 对于 e ∈ N, 令

Ne,m(V ) = #{X ∈ T n
qe | f1(X) ≡ · · · ≡ fs(X) ≡ 0 (mod pm)},

则 ZK/pmZK 上关于 V 的 zeta 函数定义为

Zm(V, T ) = exp

( ∞∑
e=1

T e

e
Ne,m(V )

)
.

该 zeta 函数计算 V 中 “近似” Teichmüller- 有理点的个数. 这种 “近似” 随着 m 的增大而愈来愈

佳. 由此可得到一个有限层次的 zeta 函数的无限序列: Zm(V, T ), m = 1, 2, . . . 而 zeta 函数 Z(V, T ) 则

可以看作是当 m = ∞时的无限层次的 zeta函数,它是有限层次的 zeta函数当 m趋于无穷时的极限.

有两个关于有限层次的 zeta 函数 Zm(V, T ) 的重要性质.

定理 1.2 (定理 4.1) 对于任意 m ∈ N, 都有 Zm(V, T ) ∈ Q(T ).

定理 1.3 (定理 4.2) 对于序列 Zm(V, T ), m ∈ N, 当 m 充分大时会变得稳定, 即存在一个依赖

于 V 的正整数 M 使得 ZM (V, T ) = ZM+1(V, T ) = ZM+2(V, T ) = · · · = Z(V, T ).

沿用文献 [1] 中的术语, 集合 T n
q 称为 Teichmüller 盒子, 更一般地, Zn

q 中的一个盒子 B 被定义
为 Fn

q 在 Zn
q 中的一个完全代表系. 可将上述关于 Teichmüller 盒子的定义和定理推广到一般的盒子

上去.

本文余下内容结构如下. 第 2 节将分歧的 ZK- 情形归约为非分歧的 Zq- 情形. 第 3 节回顾关于

Witt 环的一些基本的预备知识. 第 4 节给出关于 Teichmüller 盒子的主要结果及其证明; 同时提出若

干问题, 以促进未来对这类新的 zeta 函数的研究. 第 5 节给出关于一般盒子的类似结果.

2 归约到非分歧情形

设 a, b ∈ R, 记 [a, b] := {x ∈ Z | a 6 x 6 b}, 并记 N0 = {0} ∪ N. 设 K 为 Qp 的一个有限扩张,

其剩余域为 Fq, 用 ZK 表示 K 中的整数环, π 为其一致化子 (uniformizer), 分歧指数为 r. 用 vp 表示
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ZK 上满足 vp(p) = 1 的 p- 进赋值. 则有 vp(π) =
1
r , 且可得 ZK 关于自由 Zq- 模的直和分解

ZK = Zq[π] = Zq + Zqπ + · · ·+ Zqπ
r−1.

令

ZK⟨⟨X⟩⟩ =
{ ∑

u∈Nn
0

auX
u

∣∣∣∣ au ∈ ZK , lim
|u|→∞

au = 0

}
.

ZK⟨⟨X⟩⟩ 称为系数在 ZK 中收敛的 n 元幂级数环. 设 f(X) ∈ ZK⟨⟨X⟩⟩, 可将其唯一地表示为

f(X) =
r−1∑
i=0

πifi(X),

其中每个 fi(X) ∈ Zq⟨⟨X⟩⟩ 是一个系数在更小的非分歧的环 Zq 中收敛的幂级数.

引理 2.1 设 X ∈ Zn
qe , 则有 f(X) = 0 当且仅当

f0(X) = f1(X) = · · · = fr−1(X) = 0.

证明 充分性是显然的. 下面证明必要性. 假设 X ∈ Zn
qe 且有 f(X) = 0. 接下来证明 f0(X) =

· · · = fr−1(X) = 0. 因为每个 fi(X) 的系数在 Zq 中, 所以 fi(X) ∈ Zqe , 其中 Zqe 在 Zq 上非分歧.

假设存在某个 j ∈ [0, r − 1], 使得 fj(X) ̸= 0, 则有 vp(fj(X)) ∈ Z. 注意到当 i ∈ [0, r − 1] 时, p- 进

赋值 vp(π
i) = i

r 模 Z 是互不相同的. 由此可知, 当 i ∈ [0, r − 1] 且 fi(X) ̸= 0 时, 有限个 p- 进赋值

vp(π
ifi(X)) 模 Z 也是互不相同的. 故有

c := min
06i6r−1,fi(X )̸=0

vp(π
ifi(X)) < ∞,

其中最小值在某个唯一的 i 达到. 由此可得

vp(f(X)) = vp

( r−1∑
i=0

πifi(X)

)
= c < ∞.

从而有 f(X) ̸= 0. 这与 f(X) = 0 的假设矛盾. 因此, 对于所有的 i ∈ [0, r − 1], 均有 fi(X) = 0.

上面的引理说明, 如果只关心 Zn
qe - 有理点 (特别地, Tqe - 有理点), 则每个系数在 ZK 中收敛的幂

级数可替换为 r 个系数在 Zq 中收敛的幂级数. 因此, 为证明 Z(V, T ) 的有理性, 可将分歧的 ZK- 情

形归约为非分歧的 Zq- 情形. 对于有限层次的 zeta 函数 Zm(V, T ) 的有理性, 也有类似的归约. 我们

需要下面的引理 2.1 在有限层次的版本.

引理 2.2 设 m ∈ N, X ∈ Zn
qe . 则有 f(X) ≡ 0 (mod pm) 当且仅当

f0(X) ≡ f1(X) ≡ · · · ≡ fr−1(X) ≡ 0 (mod pm).

证明 只证明必要性. 设 X ∈ Zn
qe 且 f(X) ≡ 0 (mod pm). 若有某个 fj(X) ̸≡ 0 (mod pm), 则

cm := min
06i6r−1,fi(X )̸≡0 (mod pm)

vp(π
ifi(X)) 6 m− 1 +

r − 1

r
< m,

其中最小值在某个唯一的 i 达到. 由此可得

vp(f(X)) = vp

( r−1∑
i=0

πifi(X)

)
= cm < m.

从而有 f(X) ̸̸≡ 0 (mod pm). 这与 f(X) ≡ 0 (mod pm)的假设矛盾. 因此,对于所有的 i ∈ [0, r− 1],均

有 fi(X) ≡ 0 (mod pm).

从现在起, 假设 ZK = Zq 是非分歧的, 其剩余域为 Fq.

1199



曹炜等: p- 进解析簇上的 zeta 函数

3 预备知识

首先回顾经典的 Witt 和 Teichmüller 关于 p- 典型 (p-typical) Witt 向量的构造及其简单性质 (参

见文献 [8, 10]). 通过 p- 典型 Witt 向量, 可以从特征为 p 的完全域 F 过渡到剩余域为 F 且商域特征

为 0 的非分歧的完全离散赋值环.

设 R 为一个含幺元的交换环, 并记 N0 = {0} ∪ N. 则 R 上 p- 典型 Witt 环的集合为 W (R)

= RN0 = {(a0, a1, . . . ) | ai ∈ R}. 设 n ∈ N0, 则第 n 个 Witt 多项式定义为

ωn(x0, x1, . . . , xn) := xpn

0 + pxpn−1

1 + · · ·+ pnxn. (3.1)

利用 Witt 多项式, 可以构建所谓的 “幽灵” 映射

ω : W (R) → RN0 , a = (a0, a1, . . . ) 7→ ω(a) = (ω0(a0), ω1(a0, a1), . . . ), (3.2)

其中 ωn(a0, a1, . . . , an) 称为 a 的第 n 个幽灵分量. R 上的 p- 典型 Witt 环 W (R) 中的对应分量之间

的加法和乘法是通过幽灵分量定义的, 这是由 Witt [10] 发现的. 用 ⊕ 和 ⊙ 分别表示环 W (R) 中加法

和乘法.

定理 3.1 [10] 存在两族整系数的多项式

Sn(x0, y0;x1, y1; . . . ;xn, yn), Mn(x0, y0;x1, y1; . . . ;xn, yn), n ∈ N0,

使得对于任意 a = (a0, a1, . . . ), b = (b0, b1, . . . ) ∈ W (R), 都有

(i) a⊕ b = (S0(a0, b0), S1(a0, b0; a1, b1), . . . );

(ii) a⊙ b = (M0(a0, b0),M1(a0, b0; a1, b1), . . . );

(iii) ω(a⊕ b) = ω(a) + ω(b), ω(a⊙ b) = ω(a)ω(b).

如果 p 在环 R 中可逆, 则由 (3.2) 诱导的环同态 ω : W (R) → RN0 是一个同构映射, 即有 W (R)

∼= RN0 . 显然, 多项式 Sn 和 Mn 由 Witt 向量的前 n+ 1 个分量决定, 且它们的系数不依赖于环 R. 设

r ∈ N, j ∈ [1, r], 记 Xj = (x0j , . . . , xnj , . . . ) 及

X1 ⊕ · · · ⊕Xr = (S
(r)
0 , . . . , S(r)

n , . . . ). (3.3)

引理 3.1 [1] S
(r)
n 是一个变量为 xij (i ∈ [0, n], j ∈ [1, r]) 的整系数多项式. 如果对于 i ∈ [0, n],

j ∈ [1, r], 令加权次数 wt(xij) = pi, 则 S
(r)
n 是一个加权次数为 pn 的加权齐次多项式. 更一般地, 对于

i ∈ [0, n], j ∈ [1, r], d ∈ N, 若加权次数 wt(xij) 6 dpi, 则 S
(r)
n 的加权次数小于等于 dpn.

注 3.1 S
(r)
n 的加权次数不依赖于 r. 为了明确表示 S

(r)
n 中的变量及其顺序, 记

S(r)
n : = S(r)

n (x01, . . . , x0r;x11, . . . , x1r; . . . ;xn1, . . . , xnr).

现设 R 是一个特征为 p 的完全环, 这意味着 Frobenius 映射 ϕ : a 7→ ap 是一个自同构. 用 W (R)

表示 R 上的 Witt 环. 则 Teichmüller 提升定义为

τ : R ↪→ W (R), a 7→ τ(a) = (a, 0, 0, . . . ),

这里 τ(a) 称为元素 a 的 Teichmüller 表示. 令

KR := {τ(a0) + τ(a1)p+ τ(a2)p
2 + · · · | ai ∈ R, i = 0, 1, 2, . . . },
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则KR成为一个在通常的加法和乘法下与W (R)同构的 p-进环.进一步地,如果 R是一个域,则KR是

一个零特征的完全离散赋值环,其剩余域为 R,最大理想为 pKR. W (R)中的每一个元素 (a0, a1, a2, . . . )

均可唯一地表示成 KR 中的元素 τ(a0)+ τ(a1)p+ τ(a2)p
2+ · · · .但该双射并不是 W (R)与 KR 之间的

一个环同构, 因为它不能保持加法运算. 由于 R 是特征为 p 的完全环, 由 Frobenius 映射 ϕ : a 7→ ap,

有 R ∼= Rp. W (R) 与 KR 之间真正的环同构, 仍记为 τ , 由下面的映射给出:

τ : W (R) → KR, (a0, a1, a2, . . . ) 7→ τ(a0) + τ(a1)
p−1

p+ τ(a2)
p−2

p2 + · · · .

通常采用 τ 的另一种表示如下:

τ : W (R) → KR, (a0, a
p
1, a

p2

2 , . . . ) 7→ τ(a0) + τ(a1)p+ τ(a2)p
2 + · · · . (3.4)

例 3.1 一个著名的例子是 W (Fq) ∼= Zq. 特别地, 有 W (Fq)/p
mW (Fq) ∼= Zq/p

mZq.

设 r ∈ N, 讨论 KR 中的 r 重加法运算. 设 j ∈ [1, r], 令 Xj = (x0j , x
p
1j , x

p2

2j , . . . ) ∈ W (R), 则有

τ(Xj) =
∞∑
i

τ(xij)p
i ∈ KR.

我们希望找到一个函数 s̃
(r)
n , 它像在引理 3.1 中定义的 S

(r)
n 一样, 使得

r∑
j=1

( ∞∑
i=0

τ(xij)p
i

)
=

∞∑
n=0

τ(s̃(r)n )pn. (3.5)

定理 3.2 [1, 7] 记号如上, 设 n ∈ N0, 则有

s̃(r)n = S(r)
n (x

1/pn

01 , . . . , x
1/pn

0r ;x
1/pn−1

11 , . . . , x
1/pn−1

1r ; . . . ;xn1, . . . , xnr).

令 s
(r)
n := (s̃

(r)
n )p

n

, 则有

s(r)n = S(r)
n (x01, . . . , x0r;x

p
11, . . . , x

p
1r; . . . ;x

pn

n1, . . . , x
pn

nr),

其中 s
(r)
n 是变量为 xij 次数为 pn 次的整系数齐次多项式.

注 3.2 在下文中, 简单地记作 s
(r)
n , 即默认它的变量为 {xpi

ij | i ∈ [0, n], j ∈ [1, r]}. 虽然 xpi

ij 的顺

序可能会影响 s
(r)
n 的表达式, 但这并不影响 s

(r)
n 的齐次次数. 所以当变量需要标明时, 我们不太严谨

地简记为 s
(r)
n = s

(r)
n (xpi

ij | i ∈ [0, n], j ∈ [1, r]).

引理 3.2 [1] 设 R 是一个特征为 p 的完全环. 设 m, r ∈ N,
∑∞

i=0 τ(xij)p
i ∈ KR, 其中 xij ∈ R,

j ∈ [1, r]. 设
∑r

j=1(
∑∞

i=0 τ(xij)p
i) =

∑∞
n=0 τ(s̃

(r)
n )pn, 对于 n ∈ N0, 令 s

(r)
n := (s̃

(r)
n )p

n

, 则下列条件

等价:

(i)
∑r

j=1

∑∞
i=0 τ(xij)p

i ≡ 0 (mod pm);

(ii) s̃
(r)
0 = s̃

(r)
1 = · · · = s̃

(r)
m−1 = 0;

(iii) s
(r)
0 = s

(r)
1 = · · · = s

(r)
m−1 = 0.

本文还需要下面两个众所周知的结论. 第一个是 Hilbert 基定理.

定理 3.3 Noether 环上的一元多项式环仍是 Noether 的.

定理 3.4 有限域上代数簇的 zeta 函数是有理函数.

定理 3.4 是 Weil 系列猜想的一部分, 它最早由 Dwork [4] 用 p- 进分析方法证明. Weil 系列猜想的

其他部分由 Grothendieck [5] 和 Deligne [2, 3] 证明. Wan [9] 证明了有限域上代数簇的部分 zeta 函数是

有理函数, 从而极大推广了定理 3.4.
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4 主要结论

记 Xu = xd1
1 · · ·xdn

n , 其中 u = (d1, . . . , dn) ∈ Nn
0 . 在文献 [1] 中, 本文作者观察到 Zq 中的每一个

多项式均可写成 Teichmüller 展开形式. 设 f =
∑r

j=1 ajX
uj ∈ Zq[X], 其中 0 ̸= aj ∈ Zq. 设系数 aj 的

Teichmüller 展开为 aj =
∑∞

i=0 aijp
i, 其中 aij ∈ Tq. 则多项式 f 的 Teichmüller 展开可由下式给出:

f =
r∑

j=1

∞∑
i=0

aijp
iXuj =

∞∑
i=0

pi
r∑

j=1

aijX
uj =:

∞∑
i=0

pifi, aij ∈ Tq,

其中每个 fi =
∑r

j=1 aijX
uj 称为 Teichmüller 多项式. 不难将上述 Teichmüller 展开推广到 p- 进收敛

的幂级数上去. 假设 f =
∑∞

j=1 ajX
uj ∈ Zq⟨⟨X⟩⟩, 其中 aj =

∑∞
i=0 aijp

i, aij ∈ Tq. 固定 i ∈ N0, 我们断

言在集合 {aij | j ∈ N0} 中只有有限个非零元素, 否则将与 f 是 p- 进收敛的假设矛盾. 因此, 可将 f

写成 Teichmüller 展开的形式如下:

f =

∞∑
i=0

pi
ri∑
j=1

aijX
uj , aij ∈ Tq.

设 W (Fq) 为 Fq 上的 Witt 向量环, 相应的 Teichmüller 提升为 τ : Fq → Zq, a 7→ τ(a), 则有

Tq = {τ(a) | a ∈ Fq}, 且对于每个 a ∈ Fq, 有 τ(a)q = τ(a) 和 τ(a) ≡ a (mod p). 对于每个 a ∈ Tq, 用 ã

表示 Fq 中唯一的元素使得 τ(ã) = a. 如同在第 3节中所介绍的,环 Zq 可由Witt环 W (Fq)构造如下:

τ : W (Fq) → Zq, (a0, a
p
1, a

p2

2 , . . . ) 7→ τ(a0) + τ(a1)p+ τ(a2)p
2 + · · · . (4.1)

若 q = p, 则 W (Fp) ∼= Zp. 由于对于所有的 a ∈ Fp, 均有 ap = a, 所以映射 (4.1) 变为

τ : W (Fp) → Zp, (a0, a1, a2, . . . ) 7→ τ(a0) + τ(a1)p+ τ(a2)p
2 + · · · . (4.2)

定理 4.1 设 m ∈ N, 则有 Zm(V, T ) ∈ Q(T ).

证明 为了符号的简洁起见, 假设 V 由一个收敛的幂级数 f(X) ∈ Zq⟨⟨X⟩⟩ 所定义. 设 s
(r)
n 为在

第 3 节中定义的多项式函数. 将 f 写成 Teichmüller 展开形式如下:

f =
∞∑
i=0

pi
ri∑
j=1

aijX
uj , aij ∈ Tq.

设 e ∈ N. 由定义 1.2 可知, Ne,m(V ) = #{X ∈ T n
qe | f(X) ≡ 0 (mod pm)}. 由引理 3.2 知, 对于给定的

X ∈ T n
qe , f(X) ≡ 0 (mod pm) 当且仅当

gk(X̃) := s
(ri)
k ((ãijX̃

uj )p
i

| i ∈ [0, k], j ∈ [1, ri]) = 0

对于所有 k ∈ [0,m− 1] 都成立. 注意到 ãij ∈ Fq, X̃ ∈ Fn
qe , 其中 X ∈ T n

qe . 由此可得

Ne,m(V ) = #{X ∈ Fn
qe | g0(X) = g1(X) = · · · = gm−1(X) = 0} = #Vm(Fqe),

其中 Vm 是 An/Fq 中由多项式方程组 g0(X) = g1(X) = · · · = gm−1(X) = 0 的公共零点所定义的仿射

代数簇, 即

Vm = {X ∈ F̄n
q | g0(X) = g1(X) = · · · = gm−1(X) = 0} ↪→ An/Fq. (4.3)

1202



中国科学 : 数学 第 54 卷 第 9 期

设 Z(Vm, T ) 为 Vm 在 Fq 上的 zeta 函数, 即

Z(Vm, T ) = exp

( ∞∑
e=1

T e

e
#Vm(Fqe)

)
.

由定理 3.4 可知, Zm(V, T ) = Z(Vm, T ) ∈ Q(T ). 以上关于单个收敛的幂级数的证明很容易推广到一组

收敛的幂级数上去.

一个自然的问题是, 序列 Zm(V, T ) 将如何随着 m 的变化而变化. 下面的定理将回答这个问题.

定理 4.2 当 m 充分大时, Zm(V, T ) 将变得稳定.

证明 如同定理 4.1 的证明, 假设 V 由单个收敛的幂级数 f(X) ∈ Zq⟨⟨X⟩⟩ 所定义, 这一情形很

容易推广到 V 由一组收敛的幂级数所定义的一般情形上去. 由 (4.3)可得多项式环 Fq[X]中一个无限

上升的理想链:

(g0) ⊆ (g0, g1) ⊆ · · · ⊆ (g0, . . . , gm−1) ⊆ · · ·

由定理 3.3 知, 该理想链必趋于稳定, 即存在 M ∈ N, 使得 (g0, . . . , gM ) = (g0, . . . , gM , gM+1) = · · · . 由
代数簇与理想之间的反序对应关系可以得到一个无限下降的代数簇链

V0 ⊇ V1 ⊇ · · · ⊇ Vm ⊇ · · · ⊇ V∞ =

∞∩
m=1

Vm.

它必将趋于稳定, 即 VM = VM+1 = · · · . 所以当 m → ∞ 时, Zm(V, T ) 会稳定, 即

ZM (V, T ) = ZM+1(V, T ) = · · · = Z(V∞, T ).

证毕.

记号 4.1 设 V 为 p- 进解析簇. 令 MV 表示最小的正整数 M , 使得对于所有的 m > M , 均有

Zm(V, T ) = ZM (V, T ).

定理 4.3 Z(V, T ) = ZM (V, T ) ∈ Q(T ).

证明 沿用定理 4.1 的证明中使用的记号, 设 M = MV , 则对于任意 e ∈ N, 都有

VM (Fqe) = VM+1(Fqe) = VM+2(Fqe) = · · · = V∞(Fqe).

故

Ne(V ) = Ne(V∞) = Ne,M (V ) = Ne,M+1(V ) = · · · .

由定理 4.1 和 4.2 可得

Z(V, T ) = ZM (V, T ) = ZM+1(V, T ) = · · · ∈ Q(T ),

其中 Zm(V, T ) = Z(Vm, T ) 是有限域 Fq 上代数簇 Vm 的 zeta 函数, m ∈ Z. 定理得证.

注 4.1 注意到 V 和 V∞ 是两个不同的簇. 第一个是 p- 进解析簇, 而第二个则是定义在有限域

Fq 上的簇, 尽管对于所有的 e ∈ N, 均有 |V∞(Fqe)| = |V (Tqe)|.
由定理 4.3, 可假设

Z(V, T ) =

∏d1

i=1(1− αiT )∏d2

j=1(1− βjT )
, (4.4)
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其中有限个 αi 与 βj 均是非零的代数整数且 αi ̸= βj . 因此, 对于任意 e ∈ N, 都有

Ne(V ) =

d2∑
j=1

βe
j −

d1∑
i=1

αe
i ,

其中 αi、βj 和 d1 + d2 分别称为 Z(V, T ) 的零点倒数、极点倒数和总次数. 用 vq 表示 q-adic 加法赋

值且满足 vq(q) = 1, 则 vq(αi) (或 vq(βj)) 也称为 αi (或 βj) 的 q- 进斜率.

为了促进对这类新的 zeta 函数的研究, 我们提出以下问题:

(i) 给出 MV 一个有效的上界. 由于 Zm(V, T ) 可以对有限个 m 进行有效计算, 因此这同时也将

给计算 Z(V, T ) 提供一个有效算法.

(ii)给出关于 Z(V, T )的零点和极点的更多信息.例如,零点和极点的倒数是否具有 qkζ 这种特殊

形式, 其中 k ∈ N0, ζ 是一个单位根?

(iii) 找到 Z(V, T ) 总次数的一个明确上界.

(iv) 给出 Z(V, T ) 第一条 q- 进斜率的非平凡下界.

当 m = 1 时, Z1(V, T ) 的第一条 q- 进斜率的非平凡下界可由著名的 Ax-Katz 定理给出. 该结论

被本文作者 [1] 推广到了所有的 m ∈ N. 关于 MV 的有效上界也可以提供关于 Z(V, T ) 的第一条 q- 进

斜率的相关信息.

引理 4.1 [1] 设 f ∈ Zq[X] 是次数为 d 的非零多项式. 对于给定的 m ∈ N, 令

Ne,m(V ) = #{X ∈ T n
qe | f(X) ≡ 0 (mod pm)},

则有

vqe(Ne,m(V )) >
⌈
n− pm−1

p−1 d

pm−1d

⌉
.

设 V 是由 f(X) = 0 所确定的仿射代数簇, 并设 M = MV . 若 (p− 1)n > (pM − 1)d, 则对于任意

m > M , 由引理 4.1 可以得到关于 Nm(V ) 的一个非平凡的 p- 进估计:

vqe(Ne(V )) = vqe(Ne,m(V )) = vqe(Ne,M (V )) >
⌈
n− pM−1

p−1 d

pM−1d

⌉
. (4.5)

这就得到了 Z(V, T )的牛顿多边形的第一条 q-进斜率的非平凡下界. 我们相信这个依赖于条件 (p−1)n

> (pM − 1)d 的下界很弱. 找到 Z(V, T ) 的第一条 q- 进斜率的无条件的非平凡下界将是一项有意义的

工作.

5 推广到一般盒子上

设 e ∈ N. 在上一节中, 集合 T n
qe 称为 Zn

qe 中的 Teichmüller 盒子. 更一般地, Zn
qe 中的一个盒子 B

定义为 Fn
qe 在 Zn

qe 中的完全代表系. 我们将利用一组 p- 进收敛的幂级数的像来描述盒子 B.
用 Qnr

q 表示 Qq 的极大非分歧扩张, Znr
q 为 Qnr

q 的整数环. 令 T̄q := {τ(a) | a ∈ F̄q}, 其中 τ 表示

从 F̄q 到 Znr
q 的 Teichmüller 提升. 设 φ 为映射

φ : Znr
q → Znr

q , X 7→ φ(X) = X + (pg1(X), . . . , pgn(X)),
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其中 g1, . . . , gn ∈ Zq⟨⟨x1, . . . , xn⟩⟩ 为 p- 进收敛的幂级数. 定义盒子

Be := φ(T n
qe) = {X + (pg1(X), . . . , pgn(X)) | X ∈ T n

qe}. (5.1)

显然, 若对于所有的 i ∈ [1, n], 均有 gi = 0, 则 Be = T n
qe . 因此, Be 推广了 Teichmüller 盒子 T n

qe . 如同

第 1 节, 设 f1, . . . , fs ∈ Zq⟨⟨x1, . . . , xn⟩⟩ 为 p- 进收敛的幂级数, 设 V 为由下列多项式方程组定义的 p-

进解析簇:

f1(x1, . . . , xn) = · · · = fs(x1, . . . , xn) = 0.

特别地, 用 VB 表示由下列方程组定义的 p- 进解析簇:

{(f1 ◦ φ)(X) = · · · = (fs ◦ φ)(X) = 0} ↪→ An/Zq.

定义 5.1 对于 e ∈ N, 令

VB,e = {X ∈ Be | f1(X) = · · · = fs(X) = 0}.

定义 zeta 函数

Z(VB, T ) = exp

( ∞∑
e=1

T e

e
#VB,e

)
.

定理 5.1 Z(VB, T ) ∈ Q(T ).

证明 由 (5.1)知,对于每个 X ∈ Be,存在唯一的元素 Y = (y1, . . . , yn) ∈ T n
qe ,使得 X = φ(Y ). 故

#VB,e = #{X ∈ Be | f1(X) = · · · = fs(X) = 0}

= #{Y ∈ T n
qe | f1(φ(Y )) = · · · = fs(φ(Y )) = 0}

= #{Y ∈ T n
qe | (f1 ◦ φ)(Y ) = · · · = (fs ◦ φ)(Y ) = 0}

= #VB(Tqe),

其中合成 fi ◦ φ ∈ Zq⟨⟨y1, . . . , yn⟩⟩ 为 p- 进收敛的幂级数. 由定理 4.3 即可得到结论.
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