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摘要 在过去的 30 年中分位数回归模型的研究已十分深入. 然而在实际的应用场景中, 由传统估计

方法所得到的分位数回归估计量, 经常会在不同分位数水平上出现互相交叉的现象, 这给分位数回归

模型的实际应用造成了解释和预测上的困难. 为解决这个问题, 本文提出一种带单调约束的半参数多

指标分位数回归模型的研究框架. 首先将半参数多指标分位数回归模型与充分降维模型相结合, 并利

用两者间的联系获得指标估计量的相合估计.之后使用张量积样条方法拟合半参数模型在单调约束条

件下的非参数结构. 通过数值模拟的方式比较所提方法与现有可行方案所得结果在平均预测误差上的

差异, 实验结果和实际案例的结果都验证了本文所提出模型的可行性.

关键词 降维 线性规划 多指标模型 无交叉 分位数回归

MSC (2020) 主题分类 62G08, 62G32, 62G20, 62H12

1 引言

传统的均值回归模型聚焦于预测变量与响应变量条件均值间关系的研究. 1978 年, Koenker 和

Bassett [1] 提出了分位数回归 (quantile regression) 模型来研究预测变量与响应变量条件分位数之间的

关系, 进而可以更全面地描绘出预测变量对响应变量条件分布的影响. 得益于此, 近些年来, 分位数回

归模型在生物学 [2]、金融学 [3] 和经济学 [4] 等研究领域中都诞生了比较成功的应用案例.

若所掌握的信息能够帮助确定合适的参数模型, 人们通常会优先选择参数模型进行研究. 然而在

较为复杂的研究场合中, 我们可能需要使用非参数模型来尽可能地减少模型设定带来的误差. 为此学

者们研究了各种非参数分位数回归模型的性质. 例如, 在预测变量数较少时, Stone [5] 提出了 k- 近邻
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的非参数估计模型, Fan 等 [6] 及 Yu 和 Jones [7] 研究了局部多项式分位数回归模型, Chaudhuri [8] 和

Koenker [9] 则建议使用样条方法在这种情形下进行非参数逼近. 随着研究场景的复杂化, 当预测变量

数目较多时, 介于参数与非参数之间的半参数模型, 如单指标 (single-index) 模型就受到了更为广泛的

关注. 在模型估计方面, Wu 等 [10] 提出了一种回切 (back-fitting) 估计算法, Kong 和 Xia [11] 设计了一

种自适应 (adaptive) 方法, 而 Ma 和 He [12] 则选择了一种拟剖面似然 (pseudo-profile likelihood) 的方

法来估计单指标分位数回归模型, 这些方法都取得了不错的结果. 此外, Zhu 等 [13] 将单指标分位数回

归模型的估计问题简化成了一系列线性分位数回归模型与非参数分位数回归问题的结合, Alkenani和

Yu [14] 通过引入惩罚项以过滤掉不重要的预测变量, 从而将 Wu 等 [10] 的研究成果推广到了更多的应

用场景中.

对于单个分位数水平上的估计量而言, 前文所提及的工作已经得到了很多研究成果. 然而当需要

同时估计不同分位数水平上的回归估计量时, 利用传统方法所得结果常常会在不同分位数水平上出

现彼此间的交叉. 这种基于有限样本的估计而产生的交叉现象则给模型的解释带来困难. 为了避免这

种现象的产生, He [15] 在单一预测变量模型的估计中添加了线性约束来避免分位数回归曲线的交叉;

Dette 和 Volgushev [16] 在改进了传统的局部近邻算法的基础上, 利用额外引入的分布函数的单调性来

确保所估计出的分位数回归曲线无交叉; Chernozhukov等 [17] 则利用了分布函数的单调性设计了一种

两步方法来确保无交叉性. 当人们需要研究多元分位数回归模型时, Bondell 等 [18] 针对线性分位数

模型和非参数分位数模型提出了一种带约束的无交叉估计方法, 并提议使用光滑样条进行拟合; 此外

Liu 和 Wu [19] 在线性模型的研究中选取了核估计的方法; Yang 和 Tokdar [20] 则是利用了先验 Gauss

过程构造了无交叉的线性分位数曲面.

本文研究充分降维模型和半参数多指标分位数回归模型之间的联系, 并利用这种关系构造无交

叉的分位数回归估计量. 本文模型起源于对非参数分位数回归模型的研究, 引入多指标模型可以丰富

分位数回归在预测变量是多维甚至高维时的应用场景. 同时, 半参数模型结构也放宽了文献 [18, 19]

中关于线性模型的一些假设条件. 总而言之, 本文主要有 3 个贡献.

(1) 本文建立了半参数多指标分位数回归模型与充分降维方法之间的联系. 这使得研究人员可以

利用现有的充分降维方法 [21–23] 获得指标参数的估计量. 同时, 基于该估计量的模型估计依然享有理

论最优的收敛速度.

(2) 本文优化了带有单调约束的分位数回归估计算法. 利用线性规划的对偶形式将原问题的计算

进行了简化, 提高了整个运算过程的速度. 同时这一对偶形式使得整个计算过程可并行化, 从而使得

运算可以进一步加速.

(3) 本文研究单调约束条件下的半参数估计量的全局收敛性质, 证明所提出的分位数曲面的估计

是一致收敛且理论最优的, 此外在给定一些较弱的假设条件下, 还研究了所提出的分位数回归估计量

的弱收敛性质, 为后续的统计推断工作提供了可能.

本文的结构安排如下: 第 2 节详细介绍带单调约束的半参数分位数回归模型的两步估计方法. 在

第 1 步中首先估计指标参数, 在第 2 步中根据该指标参数估计量求得关于无交叉的非参数分位数回

归估计量. 由于需要同时在多个分位数水平上对分位数回归估计量进行求解, 第 3 节具体介绍所使用

的算法. 第 4 节重点研究所提出模型估计量的理论性质. 之后, 在第 5 节利用数值模拟实验研究所提

出模型的有限样本性质, 并利用该模型分析美国汽车销售的数据. 第 6 节总结本文的研究工作. 相关

定理的证明可参见附录 A. 本文中算法的 Matlab 代码见 https://bb9.sufe.edu.cn/bbcswebdav/users/

2011000070/Codes/NonCrossing.zip.
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2 模型假设与估计

考虑随机向量 X ∈ Rp 和随机变量 Y ∈ R, FY |X(y | x) 是给定 X = x 情形下 Y 的条件分布函

数, QY |X(τ) = inf{y : FY |X(y | x) > τ} 是 Y 在给定 X = x 情形下 τ 水平的条件分位数函数. 假设

对于任意 τ ∈ (0, 1), 存在一未知函数 m 和一载荷矩阵 B0 ∈ Rp×q 使得 QY |X(τ) = m(X⊤B0, τ), 即

以下等式成立:

Pr{Y 6 m(X⊤B0, τ ) | X} = τ, ∀ τ ∈ (0, 1). (2.1)

模型 (2.1)是很多模型的集合,当 p = q = 1时,模型 (2.1)是一个非参数分位数回归模型;当 p > q = 1

时, 模型 (2.1) 退化为一个单指标模型. 在实际应用中, 通常我们会选择 q = 1, 2. 在本文中, 为了避

免出现分位数估计量彼此交叉的现象, 考虑分位数回归曲面 QY |X(τ) 或 m(X⊤B0, τ) 在施加单调约

束情形下的估计, 即对于任意两个分位数水平 τ1 6 τ2, 有 QY |X(τ1) 6 QY |X(τ2), 或者 m(X⊤B0, τ1)

6 m(X⊤B0, τ2) 成立.

定理 2.1 我们可以证明以下两个论述等价:

(1) QY |X(τ) = m(X⊤B0, τ) 对任意 τ ∈ (0, 1) 均成立;

(2) FY |X(y | x) = FY |X⊤B0(y | x⊤B0) 对任意的 y ∈ R1 和 x ∈ Rp 都成立.

定理 2.1 表明条件分位数函数与条件分布函数享有相同的降维结构. 换言之, 当解释变量 X 维

数 p 较高时, 充分降维结构的存在可以使我们用 q 6 p 维线性组合 X⊤B0 去替代原来的 X 进行分

析, 同时该替换并不会损耗任何有关响应变量条件分位数函数或条件分布函数的信息. 易知给定 q 的

情形下, 载荷矩阵也即指标参数 B0 并不唯一, 因此, 人们转而研究 B0 列向量张成的空间, 称为中心

降维子空间 S(B0) = SY |X . 关于如何确定中心降维子空间的维数 q 以及确保其唯一性, 可以参见充

分降维文献 [24–29] 中的相关讨论. 参照 Ma 和 Zhu [23] 的归一化条件, 假设 B0 属于以下集合:

Θ =

{
B =

(
Iq

B∗

)
∈ Rp×q

∣∣∣∣B∗ ∈ Rp−q×q

}
,

其中 Iq 为 q × q 单位矩阵.

利用定理 2.1构建了分位数回归模型 (2.1)与充分降维模型间的联系.该定理表明我们可以使用充

分降维研究中任一具有
√
n阶收敛速度的系数估计量,如 Li [21]的切片逆回归 (sliced inverse regression)

方法、Zhu 等 [30] 的累积切片估计 (cumulative slicing estimation) 以及 Ma 和 Zhu [23] 所提出的半参数

方法等. 在本文中, 如不特加说明, 统一记 B̂ 为 B0 的估计量.

接下来将重点讨论在给定 B0 的估计量 B̂ 时对分位数回归曲面 m 的估计. 拟用张量积样条方法

去逼近 m, 记 Û = (X⊤B̂)⊤ = (Û1, . . . , Ûq)
⊤, 其中假设 d 阶正则化的 B 样条基底函数为

πi(Ui) = {πji(Ui), 1 6 ji 6 Jn,i}⊤,

其节点序列 {ri,ji} 满足 ri,1 = · · · = ri,di < ri,di+1 < · · · < ri,Jn,i < ri,Jn,i+1 = · · · = ri,Jn,i+di ,

i = 1, . . . , q + 1, 同时假设
maxdi6ji6Jn,i |ri,ji+1 − ri,ji |
mindi6ji6Jn,i |ri,ji+1 − ri,ji |

6Mi

关于 n 一致成立, 且 0 < min{M1, . . . ,Mq+1} 6 max{M1, . . . ,Mq+1} < ∞. 因此, m(Û , τ) 可由以下张
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量积样条函数逼近:

gn(Û , τ) =

Jn,1∑
j1=1

· · ·
Jn,q∑
jq=1

Jn,q+1∑
jq+1=1

λj1,...,jq,jq+1πj1(Û1) · · ·πjq (Ûq)πjq+1(τ) = λ⊤Π(Û , τ), (2.2)

其中 λ = (λj1,...,jq,jq+1 : 1 6 ji 6 Jn,i, 1 6 i 6 q + 1)⊤ 是节点系数, Π(U , τ) = π1(U1) ⊗ π2(U2) ⊗ · · ·
⊗ πq(Uq)⊗ πq+1(τ) 是张量积 B 样条基底函数.

为了同时估计不同分位数水平上的无交叉的分位数回归曲面, 令 gn(U , ·) 关于 τ 单调非降, 使得

对于 0 = τ0 < τ1 < · · · < τκn < τκn+1 = 1 有 gn(U , τ1) 6 gn(U , τ2) 6 · · · 6 gn(U , τκn) 成立. 以下命题

表明了 gn(U , ·) 关于 τ 的单调性与 B 样条节点系数 λj1,...,jq,jq+1 间的关系.

命题 2.1 (2.2) 中函数 gn 关于 τ 是单调非降的一个充分条件是 λj1,...,jq,(jq+1+1) > λj1,...,jq,jq+1 ,

jq+1 = 1, . . . , Jn,q+1 − 1. 此外,当所使用的 B样条基底函数阶数不超过 2时,该条件也是函数 gn 关于

τ 是单调非降的必要条件.

上述命题中的充分条件在研究中已经得到广泛的使用, Kelly 和 Rice [31] 首先研究了 B 样条在单

调约束条件下的逼近方法, He [15] 使用该充分条件研究了一元单调分位数回归曲线的估计问题, Leit-

enstorfer 和 Tutz [32] 研究了该充分条件在广义加性模型中的应用, Wu 和 Zhang [33] 则根据该条件设

计了一种张量积样条去处理二元 I 型区间删失数据 (bivariate current status data).

综上所述,假设 (yi,x
⊤
i )是 (Y,X⊤)的一组随机样本,通过最小化下述目标函数并考虑命题 2.1中

的单调约束来得到节点系数 λ 的估计:

Ln(λ) =

n∑
i=1

κn∑
k=1

ρτkt(yi − λ⊤Π(x⊤
i B̂, τk)), (2.3)

其中 ρτ (u) = u{τ − I(u < 0)} 是 “打勾” 型损失函数, 0 = τ0 < τ1 < · · · < τκn < τκn+1 = 1 是一系列分

位数水平序列. 我们将在下一节中具体讨论有关的算法细节.

3 模型求解与算法实现

首先为了介绍方便, 我们将 (2.3) 向量化. 记 λ = (λ1,1,...,1, . . . , λJn,1,Jn,2,...,Jn,q+1)
⊤, 并令 y = (y1,

. . . , yn)
⊤ ⊗ 1κn×1, 其中 1κn×1 是元素全为 1 的 κn 维向量. 设 z = (z1,1, . . . , z1,κn , . . . , zn,κn)

⊤, z+ =

zI(z > 0), z− = −zI(z < 0), I(A)是一个关于 A的示性函数. 显然由正、负部的定义可知, z = z+−z−

且 |z| = z+ + z−. 令 τ = 1n×1 ⊗ (τ1, . . . , τκn)
⊤, 同时记

Π = (Π(x⊤
1 B̂, τ1), . . . ,Π(x⊤

1 B̂, τκn),Π(x⊤
2 B̂, τ1), . . . ,Π(x⊤

2 B̂, τκn), . . . ,Π(x⊤
n B̂, τκn))

⊤.

在不等式 λj1,...,jq,(jq+1+1) > λj1,...,jq,jq+1(jq+1 = 1, . . . , Jn,q+1 − 1) 成立时, 最小化 (2.3) 等价于求

解以下线性规划问题:

min
λ,z+,z−

{τ⊤z+ + (1− τ )⊤z−}

s.t. y −Πλ = z+ − z−,

R⊤λ > 0,

z+ > 0, z− > 0,

(3.1)
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其中 R = Iqn ⊗A, qn = (Jn,1Jn,2 · · · Jn,q)× (Jn,1Jn,2 · · · Jn,q), 而 A 是一个 Jn,q+1 × (Jn,q+1 − 1) 带状

矩阵, 其中元素 aij 当 i = j 时取值 −1, 当 i = j + 1 时取值 1, 此外均取值为 0.

不难看出原问题 (3.1)需要考虑一个由 λ、z+与 z−组成的长向量,同时还需要考虑维数较高的矩

阵 R所代表的单调约束,因此,我们拟使用其对偶问题来提高计算效率.定义一个 {Jn,1Jn,2 · · · (Jn,q+1

+1)} 维的向量 ϑ = (ϑj1,j2,...,jq+1
)⊤, 其中元素满足下列等式:

ϑj1,...,jq,1 − ϑj1,...,jq,2 = λj1,...,jq,1,

ϑj1,...,jq,3 = λj1,...,jq,2 − λj1,...,jq,1,

...

ϑj1,...,jq,(Jn,q+1+1) = λj1,...,jq,(Jn,q+1) − λj1,...,jq,(Jn,q+1−1).

在这种情形下, 约束 R⊤λ > 0 可被简化为 ϑ > 0. 假设存在一个矩阵 K 使得 Kϑ = λ 成立, 通过引

入 Lagrange 乘子 α、γ、δ 和 ν, 我们可通过下式求得 (3.1) 的对偶形式:

L(α,γ, δ,ν) = inf
ϑ,z+,z−

{τ⊤z+ + (1− τ )⊤z− +α⊤(y −ΠKϑ− z+ + z−)

− γ⊤ϑ− δ⊤z+ − ν⊤z−}

s.t. ϑ > 0, z+ > 0, z− > 0, γ > 0, δ > 0, ν > 0.

根据文献 [34] 中的 Karush-Kuhn-Tucher (KKT) 条件, 可以进一步得到

L(α,γ, δ,ν) =

y⊤α, 若 K⊤Π⊤α+ γ = 0, τ −α = δ, α+ τ − 1 = ν,

−∞, 其他情形.

因此, 原问题 (3.1) 的对偶问题为

max
α

y⊤α

s.t. K⊤Π⊤α 6 0,

τ − 1 6 α 6 τ ,

(3.2)

其中 α 是 nκn 维向量. 由对偶理论可知, 原问题最优解中每个变量的取值对应其影子价格 (shadow

price), 参见文献 [34]. 此外, 得益于约束条件的 “箱型” 形式, 对偶问题 (3.2) 的求解还可以利用并行

计算实现进一步的加速.

4 模型理论研究

在讨论模型估计量理论性质之前, 首先引入以下符号: 对于任意正实数序列 {an}∞n=1 和 {bn}∞n=1,

an ≍ bn 表示 limn→∞(an/bn) = c, c > 0. 对于某矩阵 G = (Gij), 记 ∥G∥∞ = maxi,j(|Gij |), 其中
Gij 是矩阵的第 i 行 j 列元素. 假设 X 有紧支撑集 X , U = (X⊤B0)⊤ 的支撑集为 U , 为了简化符
号, 记 B = {(U , τ) : U ∈ U , (κn + 1)−1 6 τ 6 1 − (κn + 1)−1}. 同时对于任意函数 f(U , τ), 定义

∥f∥∞ = supB |f(U , τ)|. 不失一般性, 假设以下条件成立:
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(A1) 函数 m(U , τ) 具有连续 a 阶混合偏导数, 即存在

∇am(U , τ) =
∂am(U , τ)

∂Uw1
1 · · · ∂Uwq

q ∂τwq+1
,

这里 0 6 wi 6 a,
∑

i wi = a对 i = 1, . . . , q+1都成立且有 a > q+1与 min(d1, . . . , dq+1) > a+2成立.

(A2) 令 {Jn}∞n=1 为随着 n 趋于无穷也趋于无穷的发散序列, 此外有 n−1/2J
3(q+1)
n logn = o(1),

κ−2
n Jq+3

n = o(1) 和 Jn ≍ Jn,i (i = 1, . . . , q + 1) 成立. 需要指出的是, 上述条件在分位数回归模型的研

究中广为使用, 参见文献 [35].

其中假设 (A1) 是关于分位数回归曲线/曲面光滑性的假定, 假设 (A2) 是关于所使用 B 样条函数光滑

性的假定.

假设 B̂ 是 B0 的
√
n阶相合估计, λ̂(B̂)是在给定指标参数估计 B̂ 时,由第 3节中的单调约束优

化算法得到的节点系数估计. 记 ĝn(X
⊤B̂, τ) = λ̂(B̂)⊤Π(X⊤B̂, τ). 关于 ĝn(X

⊤B̂, τ) 的全局收敛性

质, 可证明以下结论成立.

定理 4.1 假设 (A1) 和 (A2) 成立, 在定理 2.1 成立的前提下, 对于 q 指标无交叉分位数回归函

数 ĝn, 有

sup
A

|ĝn(X⊤B̂, τ)−m(X⊤B0, τ)| = Op(n
−1/2J1+q/2

n + κ−1
n J (q+3)/2

n + J−a+(q+1)/2
n )

成立, 其中 A = {(X, τ) : X ∈ X , (κn + 1)−1 6 τ 6 1− (κn + 1)−1}.
由定理 4.1的证明过程可知 ĝn(X

⊤B̂, τ)的收敛速度已经达到理论最优,即在给定 B0 的一个
√
n

阶相合估计 B̂ 前提下, 所得到的非参数分位数回归曲线/曲面估计与给定 B0 所得到的非参数分位数

回归曲线/曲面估计拥有相同的收敛速度.

在很多应用场合中, 人们往往还关心对未知函数 m 的统计推断结果, 此时需要考察所提估计量

ĝn 的弱收敛性质. 假设所研究的分位数水平同在一个紧集之内, 且有以下假设成立.

(A3) 存在常数 f < f 使得条件密度函数 f(m(X⊤B0, τ) | X) 满足 f 6 f(m(X⊤B0, τ) | X) 6 f

对于所有 (X, τ) ∈ C 一致成立, 其中

C = {(X, τ) : X ∈ X , ϵ1 6 τ 6 1− ϵ2, ϵ1, ϵ2 > 0}.

(A4) 矩阵 Dn 的最小特征根对所有的样本量 n 都大于 0, 其中

Dn =
1

n

n∑
i=1

∫ 1−ϵ2

ϵ1

f(m(x⊤
i B

0, τ) | xi)Π(x⊤
i B

0, τ)Π(x⊤
i B

0, τ)⊤dτ.

这里的假设 (A3)通常被用于控制响应变量概率密度函数的上下界,而假设 (A4)则常用于保证估计量

Bahadur 表达式的存在.

附录的引理 A.1 证明了存在一函数 g0n(U , τ) = λ0⊤Π(U , τ) 使得

sup
U ,τ

|g0n(U , τ)−m(U , τ)| = Op(J
−a
n ).

记 Zn(X, τ) = ĝn(X
⊤B̂, τ)− g0n(X

⊤B̂, τ), 则可证如下定理成立:

定理 4.2 如果假设 (A1)–(A4) 成立, 则 Zn 收敛于一均值为 0 且协方差核为

Cn((X
⊤
1 , τ1), (X

⊤
2 , τ2)) =

Π(X⊤
1 B0, τ1)

⊤D−1
n ΣnD

−1
n Π(X2

⊤B0, τ2)

n
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的 Gauss 过程, 其中 (X⊤
1 , τ1)

⊤, (X⊤
2 , τ2)

⊤ ∈ C, 矩阵 Dn 已经在假设 (A4) 中给出定义,

Σn =
1

n

n∑
i=1

∫ ∫
ϵ16τ1,τ261−ϵ2

(min{τ1, τ2} − τ1τ2)Π(x⊤
i B

0, τ1)Π(x⊤
i B

0, τ2)
⊤dτ1dτ2.

如引理 A.1中所展示的那样,当 m足够光滑时, g0n 一致趋近于 m. 因为有 ∥B̂−B0∥ = Op(n
−1/2)

成立,我们可知 g0n(X
⊤B̂, τ)充分趋近于 m(X⊤B0, τ),其中 τ ∈ (0, 1). 结合定理 4.2,我们可以对函数

m 进行相关的统计推断工作.

5 实证分析

本节将通过数值模拟实验和实际案例分析, 重点研究所提出模型估计量的有限样本性质; 在数值

模拟部分设计了 3种数据生成方案:方差齐次的单指标模型、方差非齐次的单指标模型和多指标模型,

重点考察所提出方法的平均预测误差; 在汽车销量数据分析的实际案例中, 将展现分位数曲线交叉对

模型解释性造成的问题, 并比较不同模型方案的统计推断结果.

5.1 数值模拟

在 Monte Carlo 模拟实验中, 固定预测变量的维数为 p = 20, 训练集的样本大小为 n = 400. 从标

准多元正态分布中生成 xi, 同时分别从 (i)标准正态分布、(ii)自由度为 3的 t分布、(iii)均值为 1的

指数分布中生成噪声项 εi, 选用以下 3 种数据生成模型:

yi = cos

(
x⊤
i β

2

)
+ exp

(
−|x⊤

i β|
2

)
+ εi, (5.1)

yi = exp(−|x⊤
i β|) + {exp(−|x⊤

i β|)}1/2εi, (5.2)

yi =
3 exp(−|x⊤

i β1|)
exp(−|x⊤

i β2|) + 1
+ 0.3εi. (5.3)

在模型 (5.1)和 (5.2)中,令 B0 = β = (1,−11×7,11×7,01×5)
⊤;在模型 (5.3)中,令 B0 = (β1,β2),其中

β1 = (1, 0,11×4 ⊗ (8−1/2,−8−1/2),01×10)
⊤, β2 = (0, 1, 8−1/2 ⊗ 11×8,01×10)

⊤.

用文献 [36]中基于 (Y | X)的条件密度函数最小平均方差估计法 (minimum average (conditional)

variance estimation based on the conditional density function, dMAVE)求得关于 B0 的
√
n阶估计 B̂.

在前两个模型中, 比较由下述 5 种方法所计算得到的分位数曲线:

(i) 所提出模型的无约束估计量 (给定 B̂), 即从原问题 (3.1) 中去除单调约束 R⊤λ > 0 后所求得

的样条估计量, 记为 “NEW.WO(B̂)”;

(ii) 所提出模型的无交叉样条估计量 (给定 B̂), 记为 “NEW(B̂)”;

(iii) 所提出模型的无交叉样条估计量 (给定 B0), 记为 “NEW(B0)”;

(iv) 文献 [16] 所提出的核估计方法 (给定 B̂), 记为 “DV(B̂)”;

(v) 文献 [16] 所提出的核估计方法 (给定 B0), 记为 “DV(B0)”;

(vi) 文献 [17] 所提出的重排序方法 (给定 B̂), 记为 “CFG(B̂)”;

(vii) 文献 [17] 所提出的重排序方法 (给定 B0), 记为 “CFG(B0)”.

其中方法 (ii) 是建议在实际应用中使用的方法; 方法 (i) 是本文所设计的多指标分位数回归模型的无
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单调约束版本, 希望通过比较前两种方法的差异来研究加入单调性约束对实际拟合结果的影响; 由于

在实际应用中我们无法获取 B0,所以方法 (iii)被用作数据拟合结果的评比基准,通过比较方法 (ii)与

(iii) 中的结果来研究降维矩阵估计 B̂ 对数据拟合结果的影响. Dette 和 Volgushev [16] 的方法是一类

基于核估计的非参数方法, 通过引入一个全局函数分布 G 使所得非参数估计关于 τ 满足单调性的约

束. 然而所选分布函数 G与核估计的窗宽需要依靠人为选取,所得非参数分位数回归的估计因此存在

较大波动; Chernozhukov等 [17] 也是利用分布函数天然的单调递增性设计出了一种通过对不满足约束

条件的估计量进行重新排序, 从而使最终估计满足约束条件的方案.

值得注意的是,文献 [16,17]中所提出的模型都只针对一维预测变量的情形,这里为了将其结论拓

展到多维情形, 拟先使用降维模型将多维分位数回归模型转化成无交叉单指标的分位数回归模型, 再

使用这两种方法获得单指标分位数回归曲线的估计. 因此, 只在比较单指标模型时比较所提及的 7 种

方法, 在多指标模型中我们仅比较方法 (i)–(iii) 的结果.

从标准多元正态分布中生成额外一组样本量为 100的数据用作预测数据集,并比较不同方法所得

的平均预测误差 (mean prediction error, MPE)

MPEk =
1

100

100∑
i=1

{ĝn(x⊤
i B̂, τk)−m(x⊤

i B
0, τk)}2.

所选分位数水平网格为

τk = {0.025, 0.05, 0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 0.90, 0.95, 0.975},

Monte Carlo 实验的样本量为 500, 我们将 MPE 的均值与标准差列在表 1–3 中.

表 1 的第 1 和 2 列结果体现了添加无交叉约束对于模型估计的重要性, 添加单调约束与无约束

的分位数回归估计量之间的差异在厚尾情形下体现得较为明显,如噪声分布为 t分布和指数分布时的

情形. 利用本文所提出的模型, 人们可以在避免分位数回归曲线交叉的同时提升预测结果; 第 2 和 3

列结果表明了, 尽管在理论上给定降维矩阵估计量 B̂ 与给定真实降维矩阵 B0 所得到的估计量收敛

速度相同,但是在有限样本的表现中,我们还是可以发现 B0 估计的准确性依然会影响到预测结果;比

较表 1 的第 2、4、6 列与第 3、5、7 列结果, 我们可以注意到本文所提出的方法与文献 [17] 有更为相

近的结果表现, 同时两者的结果在各个分位数水平上也要一致优于文献 [16] 中方法的结果. 由上述分

析可知,在实际研究场景中,我们可以通过改善关于 B0 的估计来提升模型的预测效果,同时还可以通

过添加单调约束来避免分位数回归估计的相互交叉, 进而获得更好的预测结果.

表 2 中异方差的对比结果与表 1 的结果类似, 本文所提出的模型在误差项是正态分布时拥有最

优的平均误差结果;同时对比基于降维矩阵估计量 B̂ 的估计与基于 B0 的估计,我们可以注意到两者

间的差距已经非常小. 注意到文献 [17] 中的方法在极端分位数水平上有更稳健的结果, 这主要归因于

文献 [17] 的方法利用对回归估计量的重新排序来满足约束条件, 而并不改变已满足约束的估计, 然而

当样本量很少时两者间的差异并不明显, 同时两种方法的结果均一致好于文献 [16] 中方法的结果. 总

体而言, 由表 2 的结果可知, 使用本文所提出的模型可以获得不错的结果.

从表 3 可以看出本文所提出的模型在多指标情形下也可以给出较好的预测结果. 在二维场合下,

样本点分布更为分散, 因此通过充分利用全局信息来修正分位数回归曲面的交叉现象, 可以得到预测

误差更小的结果, 同时更准确的降维矩阵估计也可以进一步提升模型的预测效果.

当人们需要使用分位数回归模型来构建相关的预测区间时,所选用的方法在分布尾部的表现就显

得尤为重要, 而由于样本点在尾部的数目通常十分有限, 因此, 分位数回归函数估计量间出现的交叉
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表 1 模型 (5.1) MPEk 的均值与标准差

噪声项 τ NEW.WO(B̂) NEW(B̂) NEW(B0) DV(B̂) DV(B0) CFG(B̂) CFG(B0)

N (0, 1) 0.025 0.358 (0.011) 0.325 (0.010) 0.117 (0.003) 0.990 (0.017) 0.703 (0.005) 0.300 (0.006) 0.159 (0.003)

0.050 0.265 (0.008) 0.250 (0.008) 0.071 (0.002) 0.612 (0.012) 0.364 (0.003) 0.255 (0.007) 0.098 (0.002)

0.100 0.223 (0.007) 0.214 (0.007) 0.052 (0.001) 0.354 (0.008) 0.153 (0.002) 0.220 (0.006) 0.060 (0.001)

0.250 0.190 (0.006) 0.187 (0.006) 0.036 (0.001) 0.203 (0.006) 0.051 (0.001) 0.190 (0.006) 0.039 (0.001)

0.500 0.182 (0.005) 0.181 (0.005) 0.033 (0.001) 0.189 (0.006) 0.042 (0.001) 0.182 (0.005) 0.034 (0.001)

0.750 0.191 (0.005) 0.188 (0.005) 0.036 (0.001) 0.273 (0.009) 0.088 (0.001) 0.194 (0.005) 0.040 (0.001)

0.900 0.221 (0.005) 0.213 (0.005) 0.054 (0.001) 0.613 (0.016) 0.280 (0.003) 0.230 (0.005) 0.066 (0.001)

0.950 0.252 (0.006) 0.239 (0.006) 0.073 (0.002) 1.044 (0.021) 0.585 (0.004) 0.273 (0.005) 0.110 (0.002)

0.975 0.339 (0.008) 0.302 (0.007) 0.119 (0.003) 1.588 (0.026) 1.028 (0.006) 0.336 (0.005) 0.181 (0.003)

t(3) 0.025 0.962 (0.060) 0.709 (0.041) 0.656 (0.041) 1.003 (0.009) 0.862 (0.006) 0.367 (0.007) 0.308 (0.007)

0.050 0.289 (0.011) 0.241 (0.009) 0.192 (0.009) 0.423 (0.007) 0.315 (0.004) 0.185 (0.003) 0.130 (0.003)

0.100 0.117 (0.002) 0.105 (0.002) 0.052 (0.001) 0.207 (0.005) 0.132 (0.005) 0.110 (0.002) 0.057 (0.001)

0.250 0.075 (0.001) 0.074 (0.001) 0.021 (0.000) 0.132 (0.003) 0.076 (0.002) 0.074 (0.001) 0.022 (0.000)

0.500 0.068 (0.001) 0.068 (0.001) 0.016 (0.000) 0.084 (0.001) 0.032 (0.001) 0.068 (0.001) 0.016 (0.000)

0.750 0.075 (0.001) 0.074 (0.001) 0.022 (0.000) 0.101 (0.001) 0.047 (0.001) 0.076 (0.001) 0.023 (0.000)

0.900 0.119 (0.002) 0.107 (0.002) 0.054 (0.001) 0.253 (0.003) 0.149 (0.002) 0.112 (0.002) 0.056 (0.001)

0.950 0.283 (0.012) 0.238 (0.008) 0.204 (0.010) 0.619 (0.006) 0.450 (0.003) 0.191 (0.003) 0.131 (0.002)

0.975 0.944 (0.067) 0.688 (0.038) 0.708 (0.051) 1.412 (0.010) 1.175 (0.006) 0.381 (0.006) 0.318 (0.005)

Exp(1) 0.025 0.425 (0.005) 0.418 (0.005) 0.141 (0.001) 0.239 (0.004) 0.047 (0.001) 0.318 (0.004) 0.116 (0.001)

0.050 0.322 (0.004) 0.318 (0.004) 0.116 (0.001) 0.228 (0.003) 0.042 (0.001) 0.269 (0.004) 0.100 (0.001)

0.100 0.237 (0.003) 0.234 (0.003) 0.087 (0.001) 0.212 (0.003) 0.038 (0.001) 0.219 (0.003) 0.080 (0.000)

0.250 0.191 (0.002) 0.191 (0.002) 0.071 (0.000) 0.204 (0.003) 0.049 (0.001) 0.192 (0.002) 0.073 (0.000)

0.500 0.207 (0.002) 0.207 (0.002) 0.083 (0.001) 0.253 (0.003) 0.108 (0.001) 0.207 (0.002) 0.083 (0.001)

0.750 0.247 (0.003) 0.242 (0.003) 0.119 (0.001) 0.278 (0.003) 0.131 (0.002) 0.240 (0.003) 0.116 (0.001)

0.900 0.368 (0.005) 0.343 (0.005) 0.211 (0.004) 0.720 (0.006) 0.476 (0.004) 0.356 (0.004) 0.215 (0.003)

0.950 0.563 (0.012) 0.509 (0.010) 0.372 (0.009) 1.802 (0.013) 1.458 (0.010) 0.551 (0.007) 0.399 (0.006)

0.975 1.074 (0.029) 0.911 (0.025) 0.752 (0.023) 3.712 (0.021) 3.271 (0.016) 0.913 (0.012) 0.750 (0.012)

现象也更加频繁地出现. 通过考虑单调性约束, 我们能更加有效地利用全局信息来提高估计和预测效

果. 可以由表 1–3 中的结果观测到这一现象. 图 1–3 展示了由传统方法和本文所提方法求得的分位数

回归曲面, 由此可以观察到通过添加单调约束可以有效去除分位数回归曲面的交叉现象.

5.2 实例分析

本节通过一个实例分析来展现本文所提出的模型在实际案例中的具体应用. 研究的数据集由 2004

年中美国某地区汽车和卡车的价格、销量等数据所组成. 具体的数据集的描述信息可以在网站 http:

//www.amstat.org/publications/jse/jse data archive.htm 上找到. 这个数据集包含 19 个可供研究的指

标, 包含汽车的品牌、型号、售价、经销商的花费、引擎大小、马力大小、汽车重量、轴距、长度和宽

度等. 希望研究有关汽车的其余信息对汽车售价的影响. 同时不只关心汽车其余信息对汽车售价均值

的影响, 更感兴趣哪些因素对于高售价的汽车价格影响更大, 什么因素更吸引愿意购买低价汽车的用
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表 2 模型 (5.2) MPEk 的均值与标准差

噪声项 τ NEW.WO(B̂) NEW(B̂) NEW(B0) DV(B̂) DV(B0) CFG(B̂) CFG(B0)

N (0, 1) 0.025 0.030 (0.001) 0.026 (0.001) 0.019 (0.001) 0.150 (0.002) 0.129 (0.001) 0.032 (0.001) 0.027 (0.001)

0.050 0.014 (0.000) 0.013 (0.000) 0.010 (0.000) 0.075 (0.001) 0.061 (0.001) 0.016 (0.000) 0.015 (0.001)

0.100 0.008 (0.000) 0.008 (0.000) 0.007 (0.000) 0.028 (0.001) 0.021 (0.000) 0.009 (0.000) 0.009 (0.000)

0.250 0.011 (0.000) 0.011 (0.000) 0.009 (0.000) 0.011 (0.000) 0.008 (0.000) 0.011 (0.000) 0.009 (0.000)

0.500 0.023 (0.000) 0.023 (0.000) 0.015 (0.000) 0.025 (0.000) 0.013 (0.000) 0.023 (0.000) 0.016 (0.000)

0.750 0.049 (0.001) 0.049 (0.001) 0.025 (0.000) 0.059 (0.001) 0.029 (0.001) 0.050 (0.001) 0.027 (0.000)

0.900 0.084 (0.001) 0.083 (0.001) 0.040 (0.000) 0.147 (0.002) 0.082 (0.001) 0.086 (0.001) 0.043 (0.001)

0.950 0.115 (0.001) 0.113 (0.001) 0.051 (0.001) 0.250 (0.003) 0.160 (0.002) 0.114 (0.001) 0.060 (0.001)

0.975 0.166 (0.003) 0.161 (0.003) 0.070 (0.001) 0.379 (0.004) 0.271 (0.003) 0.144 (0.002) 0.079 (0.001)

t(3) 0.025 0.118 (0.009) 0.098 (0.007) 0.100 (0.008) 0.187 (0.006) 0.167 (0.002) 0.051 (0.001) 0.052 (0.002)

0.050 0.032 (0.002) 0.030 (0.002) 0.029 (0.002) 0.069 (0.005) 0.055 (0.002) 0.018 (0.001) 0.019 (0.001)

0.100 0.011 (0.000) 0.010 (0.000) 0.009 (0.000) 0.028 (0.004) 0.021 (0.001) 0.010 (0.000) 0.009 (0.000)

0.250 0.012 (0.000) 0.012 (0.000) 0.009 (0.000) 0.020 (0.001) 0.017 (0.001) 0.011 (0.000) 0.008 (0.000)

0.500 0.020 (0.000) 0.020 (0.000) 0.013 (0.000) 0.022 (0.000) 0.011 (0.000) 0.020 (0.000) 0.013 (0.000)

0.750 0.034 (0.000) 0.034 (0.000) 0.019 (0.000) 0.036 (0.000) 0.016 (0.000) 0.035 (0.000) 0.020 (0.000)

0.900 0.061 (0.001) 0.060 (0.001) 0.033 (0.000) 0.087 (0.001) 0.045 (0.001) 0.060 (0.001) 0.034 (0.000)

0.950 0.114 (0.003) 0.110 (0.003) 0.068 (0.002) 0.185 (0.002) 0.121 (0.002) 0.092 (0.001) 0.056 (0.001)

0.975 0.263 (0.016) 0.232 (0.013) 0.170 (0.012) 0.381 (0.003) 0.295 (0.003) 0.148 (0.002) 0.102 (0.002)

Exp(1) 0.025 0.028 (0.000) 0.029 (0.000) 0.018 (0.000) 0.016 (0.000) 0.004 (0.000) 0.022 (0.000) 0.015 (0.000)

0.050 0.024 (0.000) 0.024 (0.000) 0.016 (0.000) 0.017 (0.000) 0.005 (0.000) 0.021 (0.000) 0.014 (0.000)

0.100 0.021 (0.000) 0.021 (0.000) 0.015 (0.000) 0.017 (0.000) 0.005 (0.000) 0.020 (0.000) 0.013 (0.000)

0.250 0.024 (0.000) 0.024 (0.000) 0.016 (0.000) 0.022 (0.000) 0.007 (0.000) 0.024 (0.000) 0.015 (0.000)

0.500 0.036 (0.000) 0.036 (0.000) 0.023 (0.000) 0.039 (0.001) 0.018 (0.000) 0.036 (0.000) 0.023 (0.000)

0.750 0.066 (0.001) 0.066 (0.001) 0.040 (0.000) 0.065 (0.001) 0.028 (0.001) 0.067 (0.001) 0.041 (0.000)

0.900 0.130 (0.001) 0.127 (0.001) 0.078 (0.001) 0.212 (0.002) 0.120 (0.002) 0.132 (0.001) 0.084 (0.001)

0.950 0.206 (0.003) 0.201 (0.003) 0.123 (0.002) 0.493 (0.004) 0.353 (0.004) 0.211 (0.002) 0.143 (0.002)

0.975 0.365 (0.009) 0.342 (0.008) 0.226 (0.007) 0.961 (0.007) 0.776 (0.006) 0.331 (0.004) 0.241 (0.004)

户等.

首先需要对数据进行预处理. 删除了数据集中带有缺失项的条目, 同时还删除了经销商花费这一

因素, 因为该变量与汽车的销售价格高度相关, 其 Pearson 相关系数达到了 0.999. 同时, 还把汽车型

号中皮卡类汽车剔除, 经过处理, 一共有 387 条样本可供分析. 设售价为响应变量, 记作 Y , 预测变量

中包含跑车哑变量 (X1)、SUV 哑变量 (X2)、旅行车哑变量 (X3)、小箱车哑变量 (X4)、四轮驱动型哑

变量 (X5)、后轮驱动型哑变量 (X6)、引擎大小 (X7)、汽缸数 (X8)、马力大小 (X9)、城区每加仑英里

数 (miles per gallon, MPG) (X10)、高速 MPG (X11)、汽车重量 (X12)、轴距 (X13)、长度 (X14) 和宽

度 (X15).

在确定多指标模型中的指标个数时,使用了常用的交叉检验法 (参见文献 [24]). 通过这一方法,我

们确定了单指标模型来分析这组数据. 通过计算各预测变量与汽车销售价格之间的 Pearson 相关系

数,我们确定了汽车的马力 X9 与汽车的售价 Y 间的相关系数最高 (0.8351),从这点来看,汽车马力是
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表 3 模型 (5.3) MPEk 的均值与标准差

噪声项 τ NEW.WO(B̂) NEW(B̂) NEW(B0)

N (0, 1) 0.025 0.191 (0.030) 0.131 (0.004) 0.045 (0.001)

0.050 0.175 (0.026) 0.123 (0.004) 0.039 (0.001)

0.100 0.153 (0.014) 0.118 (0.004) 0.034 (0.001)

0.250 0.128 (0.006) 0.117 (0.004) 0.030 (0.001)

0.500 0.125 (0.004) 0.123 (0.004) 0.028 (0.001)

0.750 0.154 (0.008) 0.141 (0.004) 0.029 (0.000)

0.900 0.218 (0.007) 0.183 (0.005) 0.035 (0.001)

0.950 0.248 (0.008) 0.232 (0.006) 0.043 (0.001)

0.975 0.260 (0.009) 0.270 (0.007) 0.052 (0.001)

t(3) 0.025 0.276 (0.036) 0.222 (0.020) 0.153 (0.018)

0.050 0.188 (0.019) 0.149 (0.010) 0.079 (0.006)

0.100 0.135 (0.010) 0.107 (0.008) 0.035 (0.001)

0.250 0.105 (0.005) 0.101 (0.007) 0.028 (0.001)

0.500 0.111 (0.008) 0.108 (0.008) 0.026 (0.001)

0.750 0.157 (0.012) 0.140 (0.008) 0.028 (0.000)

0.900 0.268 (0.024) 0.209 (0.009) 0.041 (0.001)

0.950 0.365 (0.041) 0.334 (0.018) 0.099 (0.008)

0.975 0.444 (0.050) 0.473 (0.041) 0.187 (0.023)

Exp(1) 0.025 0.144 (0.012) 0.137 (0.007) 0.040 (0.001)

0.050 0.135 (0.010) 0.121 (0.007) 0.035 (0.001)

0.100 0.122 (0.008) 0.109 (0.007) 0.030 (0.001)

0.250 0.112 (0.006) 0.110 (0.006) 0.027 (0.001)

0.500 0.136 (0.008) 0.129 (0.006) 0.027 (0.000)

0.750 0.197 (0.017) 0.156 (0.006) 0.033 (0.001)

0.900 0.322 (0.050) 0.192 (0.007) 0.047 (0.001)

0.950 0.315 (0.030) 0.238 (0.008) 0.075 (0.002)

0.975 0.308 (0.017) 0.271 (0.009) 0.117 (0.004)

影响汽车售价诸多因素中十分重要的一项. 因此, 在归一化条件中, 固定汽车马力前的系数为 1, 并基

于此条件估计指标系数. 我们使用文献 [36]中的 dMAVE方法计算降维矩阵估计量 B̂, 并将结果汇总

在表 4 中.

由表 4 中的结果可知, 在 1% 的显著水平上, 美国市场中一款汽车是否是 SUV (X2), 是否是后轮

驱动 (X6), 同时引擎大小 (X7)、汽缸数 (X8) 和重量 (X12) 都对这辆车的售价有着显著的影响. 此外,

在汽车的其他指标大致相同且我们所得到的单指标取值不是很小时 (如引擎较大、汽缸较多或者汽车

较重) 时, SUV 车型或者后轮驱动并不能带来价格优势, 而更大的引擎、更多的汽缸和更大的汽车重

量 (也往往匹配着更大马力的发动机) 则很可能带来更高的售价.

在分位数回归模型中, 人们经常通过计算某点在 τ = 0.025 和 τ = 0.975 上的条件分位数值来快

速构造在该点处 95% 的预测区间. 我们通过计算所有点上的去一 (leave-one-out) 样本来得到预测区

间, 而具体的比较指标包含平均覆盖概率、预测区间的平均长度和标准差. 所提方法的带约束和无约
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图 1 噪声项为 N (0,1) 时的条件分位数回归曲面. (a) 添加无交叉约束的模型结果; (b) 未添加无交叉约束的模型

结果
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图 2 噪声项为 t(3) 时的条件分位数回归曲面. (a) 添加无交叉约束的模型结果; (b) 未添加无交叉约束的模型结果

束的版本与文献 [16, 17] 中两种方法的结果列在表 5 中.

由表 5 可见, 本文方法得到的预测区间相较于其对应的无约束方法以及文献 [16, 17] 的两种方法

有更高的平均预测覆盖概率.由图 4 可以看出, 无约束分位数回归曲线在尾部产生了分位数交叉现象,

即在无约束分位数曲线的图中 τ = 0.025 水平处的曲线与 τ = 0.950 和 τ = 0.975 水平处的分位数曲

线产生了交叉. 这意味着分位数曲线间的交叉影响到了模型整体的预测结果, 同时也会给汽车价格不
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图 3 噪声项为 Exp(1) 时的条件分位数回归曲面. (a) 添加无交叉约束的模型结果; (b) 未添加无交叉约束的模型

结果

同分位数水平上的比较带来困惑. 这些交叉现象在图 4(a)中清晰可见.这说明在数据较少的尾部上的

无约束估计效果不佳. 而更好地利用了全局信息的带约束方法则给出了较好的结果.

由图 4(b) 可知, 如果单指标取值不是特别小, 随着 x⊤β̂ 的增大, 汽车的销售价格会进一步地提

高. 而高档车型 (售价在整体汽车售价水平中前 95% 的车型) 的售价则随着这一指标值的增加而持续

增加. 因此, 这一指标 x⊤β̂ 的计算可以帮助销售部门大致了解汽车的硬件配置所带来的售价区间, 而

最终售价的确定 (即在区间中的不同取值) 还将取决于品牌和售后等带来的正负面影响.

表 4 dMAVE 方法求得的汽车参数的指标估计量、标准误与 p- 值

β̂1 β̂2 β̂3 β̂4 β̂5 β̂6 β̂7

估计值 0.4269 −0.7700 −0.1268 −0.5194 0.1564 0.5760 −0.6091

标准误 0.2965 0.2488 0.1363 0.4852 0.1275 0.1663 0.1426

p- 值 0.1507 0.0021 0.3526 0.2851 0.2208 0.0006 0.0000

β̂8 β̂10 β̂11 β̂12 β̂13 β̂14 β̂15

估计值 0.3211 −0.1487 0.2864 1.3304 −0.0725 −0.1379 −0.2422

标准误 0.1190 0.2026 0.1774 0.2632 0.1464 0.1108 0.1065

p- 值 0.0073 0.4635 0.1072 0.0000 0.6208 0.2140 0.0235

表 5 单指标模型下 90% 和 95% 预测区间的覆盖概率与平均区间长度 (标准差)

NEW.WO(B̂) NEW(B̂) DV(B̂) CFG(B̂)

90% 平均覆盖概率 0.873 0.881 0.835 0.824

平均预测区间长 1.189 (0.051) 1.182 (0.049) 0.953 (0.034) 0.978 (0.040)

95% 平均覆盖概率 0.917 0.935 0.842 0.879

平均预测区间长 1.530 (0.066) 1.538 (0.066) 1.000 (0.038) 1.199 (0.053)
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图 4 τ 不同分位数水平上的条件分位数回归曲线. (a) 无约束单指标分位数回归模型的拟合结果; (b) 无交叉单指

标分位数回归模型的拟合结果
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6 总结

本文研究了在半参数多指标分位数回归模型的框架下,对无交叉分位数回归函数的估计和统计推

断问题, 提出一种两步模型来估计模型中的未知参数, 首先借助已有的充分降维方法给出关于指标参

数的相合估计,在此基础上进一步利用张量积样条模型在满足单调约束的前提下去逼近真实分位数回

归曲线/曲面. 我们还利用定理证明了, 依赖于真实指标参数所估计得到的分位数曲线/曲面估计量与

依赖于指标参数估计量所求得的分位数回归曲线/曲面估计量具有相同的收敛速度. 同时为了降低计

算的复杂度, 我们进一步优化了线性规划问题对偶形式中的约束形式, 使得整个估计算法变得高效且

可并行化.

在美国汽车销量数据的分析案例中,我们展示了运用传统无约束的分位数回归模型去同时估计多

个分位数水平上的曲线时, 会产生常见的分位数曲线相交叉的情形. 这个现象在削弱了模型解释性的

同时也降低了模型预测结果的准确性. 通过在传统分位数回归模型中引入合理的关于分位数水平的单

调性约束,可以有效地解决这个问题.同时根据有关的数值模拟结果,我们提议在分析实际数据以及从

事相关的研究工作中,当可供分析的样本量不是特别大或者我们更关心模型在极端分位数水平上的预

测效果时, 应选择使用无交叉估计的分位数回归估计方法.

致谢 感谢两位匿名审稿人提出宝贵的修改建议.
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附录 A 相关补充说明与理论证明

附录 A.1 张量积 B 样条

为了更好地阐述我们的无交叉非参数分位数回归模型, 这里简要介绍用张量积 B 样条逼近多元

函数的方法 (参见文献 [37]). 假设对于正整数 d1 ∈ Z+ 和节点系数 {r1, . . . , rn1+d1}, 关于 x ∈ R 的函
数 f(x) 可由以下 B 样条方法作非参数逼近:

f(x) =

n1∑
k=1

akϕk(x),

其中 ϕk(x) 为 d 阶 B 样条基底函数. 记 f̂ ∈ S1, S1 为由 {ϕ1(x), . . . , ϕn1(x)} 张成的空间. 考虑一个在

S1 中节点系数为 τ ∈ R 的函数的样条函数 ĝ,

g(x, τ) =

n1∑
k=1

ak(τ)ϕk(x),

646

https://doi.org/10.1214/12-AOS1072
https://doi.org/10.1111/1467-9868.03411
https://doi.org/10.1111/1467-9868.03411
https://doi.org/10.1198/016214503000000927
https://doi.org/10.1198/016214503000000927
https://doi.org/10.1214/aos/1021379861
https://doi.org/10.1198/016214504000001501
https://doi.org/10.1093/biomet/asn002
https://doi.org/10.1016/j.jmva.2010.08.007
https://doi.org/10.1198/jasa.2010.tm09666
https://doi.org/10.1198/jasa.2010.tm09666
https://doi.org/10.2307/2532449
https://doi.org/10.1093/biostatistics/kxl036
https://doi.org/10.1214/12-AOS1016
https://doi.org/10.1214/009053607000000352
https://doi.org/10.1214/aos/1028144858
https://doi.org/10.2307/2670115
https://doi.org/10.1214/aos/1032181172
https://doi.org/10.1006/jmva.1999.1873
https://doi.org/10.1017/S0266466600006587


中国科学 : 数学 第 51 卷 第 4 期

对于其中的节点函数 ak(τ), 类似地, 我们可以用以 {t1, . . . , tn2+d2} 为节点的 d2 阶 B 样条逼近函数

ak(τ) =

n2∑
j=1

bk,jψj(τ), k = 1, . . . , n1,

其中 bk,j 为样条节点. 记 ak ∈ S2, S2 为由 {ψ1(x), . . . , ψn2(x)} 张成的空间. 由上述表达式可知,

g(x, τ) =

n1∑
k=1

n2∑
j=1

bk,jψj(τ)ϕk(x) =

n1∑
k=1

n2∑
j=1

bk,jπj,k(x, τ).

g ∈ S1 ⊗ S2 被称为张量积 B 样条函数, 同时记 π(x, τ) = ψ(τ) ⊗ ϕ(x). 更一般地, 对于一个 p 维函数

f(x), x = (x1, . . . , xk)
⊤ ∈ Rk, 人们可以用 k 组 B 样条基底组合成张量样条基底 Π(x) = π1(x1) ⊗ · · ·

⊗ πk(xk) 对原函数 f(x) 作非参数逼近.

附录 A.2 定理 2.1 的证明

假设 QY |X⊤B0(τ) 可由某些 m(X⊤B0, τ) 表示.

从 (1) 到 (2), 如果有

QY |X(τ) = QY |X⊤B0(τ), ∀ τ ∈ (0, 1)

成立, 那么我们可以证明

FY |X(y | x) =
∫ 1

0

I(QY |X(τ) 6 y)dτ

=

∫ 1

0

I(QY |X⊤B0(τ) 6 y)dτ

= FY |X⊤B0(y | x⊤B0).

从 (2) 到 (1), 假设 FY |X(y | x) = FY |X⊤B0(y | x⊤B0), 由条件分位数的定义可以得到

Pr(Y 6 QY |X(τ) | x) = Pr(Y 6 QY |X⊤B0(τ) | x⊤B0) = τ.

因为 Pr(Y 6 y | x) = Pr(Y 6 y | x⊤B0) 对于 y ∈ R 均成立, 所以有

Pr(Y 6 QY |X(τ) | x) = Pr(Y 6 QY |X(τ) | x⊤B0).

因此,

Pr(Y 6 QY |X(τ) | x⊤B0) = Pr(Y 6 QY |X⊤B0(τ) | x⊤B0).

进而由分位数 QY |X⊤B0(τ) 的定义可知,

QY |X⊤B0(τ) 6 QY |X(τ).

类似地,

QY |X(τ) 6 QY |X⊤B0(τ).

至此定理 2.1 证毕.
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附录 A.3 命题 2.1 的证明

记 {r1,q+1, r2,q+1, . . . , rJn,q+1,q+1}是函数 gn(U , τ)在 τ 方向上用 B样条拟合的节点序列, dq+1 是

所用样条基底函数的阶数. 由 B 样条基底函数的性质可知, gn 关于 τ 的偏导数为

∂gn(U1, . . . , Uq, τ)

∂τ
=

Jn,1∑
j1=1

· · ·
Jn,q∑
jq=1

Jn,q+1−1∑
jq+1=1

(dq+1 − 1)(λj1,...,jq,(jq+1+1) − λj1,...,jq,jq+1)

r(jq+1+dq+1),q+1 − r(jq+1+1),q+1

× πj1(U1) · · ·πjq (Ui)π
(dq+1−1)
jq+1

(τ),

其中 {π(dq+1−1)
jq+1

(τ) : 1 6 jq+1 6 Jn,q+1−1}是 dq+1−1阶的 B样条基底函数. 因为 πj1(U1), . . . , πjq (Uq)

和 π
(dq+1−1)
jq+1

(τ)均是非负函数,条件 λj1,...,jq,(jq+1+1)−λj1,...,jq,jq+1 > 0因此是 ∂gn(U1, . . . , Uq, τ)/∂τ > 0

的充分条件.

另一方面,对于一些 τ0 ∈ [rsq+1,q+1, rsq+1+1,q+1],由 B样条的性质知,当 sq+1−(dq+1−1)+1 6 jq+1

6 sq+1 时, πjq+1(τ0) = 0 成立. 当 πjq+1(τ0) 是二阶及以下的基底函数时,

λj1,...,jq,(jq+1+1) − λj1,...,jq,jq+1 > 0

是 ∂gn(U1, . . . , Uq, τ)/∂τ > 0 的必要条件. 同时存在 c1, c2 > 0 使得不等式

λj1,...,jq,(jq+1+1) − λj1,...,jq,jq+1 > c1 > 0

当且仅当 ∂gn(U1, . . . , Uq, τ)/∂τ > c2 > 0 时成立.

附录 A.4 定理 4.1 的证明

为了充分研究本文所提出非参数估计量的相合性和有效性,首先需要研究样条估计量 ĝn(x
⊤B, τ)

= λ̂(B)⊤Π(x⊤B, τ)的全局收敛性,其中 λ̂(B)是在给定矩阵 B 的前提下,由优化问题 (3.1)得到的样

条节点估计量, 这里的 B 为任意满足 ∥B −B0∥∞ 6 Cn−1/2 的降维矩阵. 由于降维矩阵估计量 B̂ 很

明显落在这个区域中,于是,我们重点研究基于 B̂ 的样条函数估计量 ĝn(x
⊤B̂, τ) = λ̂(B̂)⊤Π(x⊤B̂, τ).

为了简化符号, 令 U = X⊤B0, λ̃ = λ̃(B0) 是基于降维矩阵 B0 的节点系数估计量, 因此记 g̃n(U , τ)

= λ̃⊤Π(U , τ) = λ̃⊤Π(X⊤B0, τ) 是基于 B0 的样条函数估计量. 首先, 证明下述两个引理成立.

引理 A.1 假设条件 (A1) 和 (A2) 成立, 存在一个张量积底样条函数

g0n(U , τ) = λ0⊤Π(U , τ) =

Jn,1∑
j1=1

· · ·
Jn,q∑
jq=1

Jn,q+1∑
jq+1=1

λ0j1,...,jq,jq+1
πj1(U1) · · ·πjq (Uq)πjq+1(τ)

与非降 λ0j1,...,jq,1 6 · · · 6 λ0j1,...,jq,Jn,q+1
或非升 λ0j1,...,jq,1 6 · · · 6 λ0j1,...,jq,Jn,q+1

节点系数序列, 使得

supB |m(U , τ) − g0n(U , τ)| = Op(J
−a
n ) 存在, 其中 πj1(U1), . . . , πjq (Uq), πjq+1(τ) 分别是 d1, . . . , dq, dq+1

阶的样条基底函数.

证明 不失一般性, 只证明两指标模型带单调非降约束的情形, 多指标与单调非增的情形可以类

似证明. 令

h = max
{

max
d16j16Jn,1

(rj1+1,1 − rj1,1), max
d26j26Jn,2

(rj2+1,2 − rj2,2), max
d36j36Jn,3

(rj3+1,3 − rj3,3)
}
.
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定义 Ji = {ji | si + 1 − di 6 ji 6 si, i = 1, 2, 3}. 由样条函数的性质可知, 存在 ξ1 < · · · < ξJn,1 ,

ζ1 < · · · < ζJn,2 , η1 < · · · < ηJn,3 , 使得

g0n(U , τ) =

Jn,2∑
j1=1

Jn,2∑
j2=1

Jn,3∑
j3=1

m(ξj1 , ζj2 , ηj3)πj1(U1)πj2(U2)πj3(τ)

=
∑

j1∈J1

∑
j2∈J2

∑
j3∈J3

m(ξj1 , ζj2 , ηj3)πj1(U1)πj2(U2)πj3(τ)

关于 τ 是单调非降的, 其中 s1 ∈ {1, . . . , Jn,1 + d1}, s2 ∈ {1, . . . , Jn,2 + d2}, s3 ∈ {1, . . . , Jn,3 + d3}. 对
于任意存在于 [r1,s1 , r1,s1+1)× [r2,s2 , r2,s2+1)× [r3,s3 , r3,s3+1) 的 (Ũ , τ̃), 由样条基底函数的性质可知,

m(Ũ , τ̃) =
∑

j1∈J1

∑
j2∈J2

∑
j3∈J3

m(Ũ1, Ũ2, τ̃)πj1(Ũ1)πj2(Ũ2)πj3(τ̃),

其中 Ũ1 = x⊤β̃1, Ũ2 = x⊤β̃2. 基于上述结论可知,

|m(Ũ , τ̃)− g0n(Ũ , τ̃)| 6
∑

j1∈J1

∑
j2∈J2

∑
j3∈J3

|m(Ũ1, Ũ2, τ̃)−m(ξj1 , ζj2 , ηj3)|πj1(Ũ1)πj2(Ũ2)πj3(τ̃)

6 max
J1∪J2∪J3

|m(Ũ1, Ũ2, τ̃)−m(ξj1 , ζj2 , ηj3)|.

定义函数 Ω(f ;h) = max{|f(U , τ)−f(U ′, τ ′)| : |U1−U ′
1| 6 h, |U2−U ′

2| 6 h, |τ−τ ′| 6 h}, U = (U1, U2)
⊤,

U ′ = (U ′
1, U

′
2)

⊤, 我们可以证明 Ω(f ;h) 是关于 h 的单调且具有次可加性的函数, 即有 Ω(g;h1) 6
Ω(f ;h1 + h2) 6 Ω(f ;h1) + Ω(f ;h2) 对于任意 h1 > 0 和 h2 > 0 都成立. 关于这方面的详细证明可参见

文献 [33, 引理 2.19].

选取

ξj1 =

r1,1 +
(j1 − 1)(rd1+1,1 − rd1,1)

d1
, j1 = 1, . . . , d1,

rj1,1, j1 = d1 + 1, . . . , Jn,1,

ζj2 =

r1,2 +
(j2 − 1)(rd2+1,2 − rd2,2)

d2
, j2 = 1, . . . , d2,

rj2,2, j2 = d2 + 1, . . . , Jn,2,

ηj3 =

r1,3 +
(j3 − 1)(rd3+1,3 − rd3,3)

d3
, j3 = 1, . . . , d3,

rj3,3, j3 = d3 + 1, . . . , Jn,3,

则有下列不等式始终成立:
ξj1+1 − ξj1 > 0, |ξj1 − rj1,1| 6 h, j1 = 1, . . . , Jn,1,

ζj2+1 − ζj2 > 0, |ζj2 − rj2,2| 6 h, j2 = 1, . . . , Jn,2,

ηj3+1 − ηj3 > 0, |ηj3 − rj3,3| 6 h, j3 = 1, . . . , Jn,3.

因此对于任意 Ũi ∈ [rsi,i, rsi+1,i), ji ∈ Ji, |Ũi − rj1,i| 6 dih (i = 1, 2, 3) 成立.

记 d = min{d1, d2, d3}, 则根据上述结论有 |Ũ1 − ξj1 | 6 (d+ 1)h, |Ũ2 − ζj2 | 6 (d+ 1)h 和 |τ̃ − ηj3 |
6 (d+ 1)h 成立. 因此,

sup
B

|m(U , τ)− g0n(U , τ)| 6 Ω(m; (d+ 1)h) 6 (d+ 1)Ω(m;h), (A.1)
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其中最后一个不等号来源于 Ω(g;h) 关于 h 的次可加性.

记 Gd1,d2,d3 = {λ0⊤Π(U , τ), λ0j1,j2,1 6 · · · 6 λ0j1,j2,Jn,3
, 1 6 j1 6 Jn,1, 1 6 j2 6 Jn,2} 为阶数 d1、d2

和 d3 的张量积底样条函数集. 根据 (A.1), 可得 ∥m− g0n∥∞ = ∥m−Gd1,d2,d3∥∞ 6 (d+ 1)Ω(m;h). 记

m 与 Gd1,d2,d3 间的距离为 l(m,Gd1,d2,d3). 对于任意 g ∈ Gd1,d2,d3 , 因为 g 具有有界的偏导数, 可以

证明

l(m,Gd1,d2,d3) = l(m− g,Gd1,d2,d3) 6 (d+ 1)Ω(m− g, h),

可以注意到的是, 如果记 H = {(U1, U
′
1, U2, U

′
2, τ, τ

′) | |U1 − U ′
1| 6 h, |U2 − U ′

2| 6 h, |τ − τ ′| 6 h},
那么,

Ω(m− g, h) = max
H

∥(m− g)(U1, U2, τ)− (m− g)(U ′
1, U

′
2, τ

′)∥

6
∥∥∥∥∂(m− g)

∂U1

∥∥∥∥
∞
h+

∥∥∥∥∂(m− g)

∂U2

∥∥∥∥
∞
h+

∥∥∥∥∂(m− g)

∂τ

∥∥∥∥
∞
h.

由此可以得到

l(m,Gd1,d2,d3) 6 (d+ 1)h

{
l

(
∂m

∂U1
, Gd1−1,d2,d3

)
+ l

(
∂m

∂U2
, Gd1,d2−1,d3

)
+ l

(
∂m

∂τ
,Gd1,d2,d3−1

)}
,

其中

Gd1−1,d2,d3 =

{
∂g

∂U1
, g ∈ Gd1,d2,d3

}
,

Gd1,d2−1,d3 =

{
∂g

∂U2
, g ∈ Gd1,d2,d3

}
,

Gd1,d2,d3−1 =

{
∂g

∂τ
, g ∈ Gd1,d2,d3

}
.

类似地, 可以得到

l(m,Gd1,d2,d3) 6 c|h|a
{∑

Θw

∥∥∥∥ ∂am

∂Uw1
1 ∂Uw2

2 ∂τw0

∥∥∥∥
∞

}
6 c|h|a max

Θw

∥∥∥∥ ∂am

∂Uw1
1 ∂Uw2

2 ∂τwq+1

∥∥∥∥
∞
,

其中 Θw = {0 6 wi 6 a,
∑

i wi = a, i = 1, . . . , q + 1}. 因此, 由上述结论和条件 (A2) 结论可证引理 A.1

成立.

记 (u1, . . . ,un) 是随机向量 U 的一组随机样本, 根据文献 [38, 定理 5.7], 可得 ∥λ̃− λ0∥ = op(1).

记 b(ui, τ) = λ0⊤Π(ui, τ)−m(ui, τ),

Dn(λ̃) =

κn∑
k=1

n∑
i=1

ρτk{yi − λ̃⊤Π(ui, τk)} −
κn∑
k=1

n∑
i=1

ρτk{yi −m(ui, τk)}

=

κn∑
k=1

n∑
i=1

{ρτk(yi −m(ui, τk)− b(ui, τk)− (λ̃− λ0)⊤Π(ui, τk))− ρτk(yi −m(ui, τk))},

由 λ̃ 的定义有

Dn(λ̃)−Dn(λ
0) =

κn∑
k=1

n∑
i=1

ρτk(yi −m(ui, τk)− b(ui, τk)− (λ̃− λ0)⊤Π(ui, τk))
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−
κn∑
k=1

n∑
i=1

ρτk(yi −m(ui, τk)− b(ui, τk)) 6 0. (A.2)

定义

Dn(λ̃) = κn

n∑
i=1

E

∫
{ρτ (yi −m(ui, τ)− b(ui, τ)− (λ̃− λ0)⊤Π(ui, τ))

− ρτ (yi −m(ui, τ))}dτ.

我们首先可以证明以下引理成立.

引理 A.2 令 cn = (n1/2κnJ
−(q+1)/2
n + nJ

(1−q)/2
n )∥λn − λ0∥, 如果条件 (A1) 和 (A2) 存在, 对于

满足 ∥λn − λ0∥ = o(1) 的 λn, 有

c−1
n

∣∣∣∣Dn(λn)−Dn(λ
0)− (Dn(λn)−Dn(λ

0))

+

κn∑
k=1

n∑
i=1

(λn − λ0)⊤Π(ui, τk){τk − I(yi −m(ui, τk) 6 0}
∣∣∣∣

= Op(1).

证明 记 θn = (θj1,j2,j3)16j16Jn,1,16j26Jn,2,16j36Jn,3 = λn − λ0, 在这个证明中考虑 τ = 0.5 的情

形, 其他分位数水平上的证明与之类似. 设

Ri(ui, τk) = |yi −m(ui, τk)− b(ui, τk)− θ⊤
n Π(ui, τk)| − |yi −m(ui, τk)− b(ui, τk)|

+ θ⊤
nΠ(ui, τk){τk − I(yi −m(ui, τk) 6 0)}, (A.3)

定义 Ln = ∥θn∥, 对于 τ ∈ [τk − 1, τk] 和 τk ∈ [rq+1,s3−1, rq+1,s3), 由条件 (A1) 与 B 样条基底函数的性

质, 有以下结论以概率趋近于 1 成立:∣∣∣∣ n∑
i=1

{Ri(ui, τk)−Ri(ui, τ)}
∣∣∣∣ 6 n∑

i=1

5|θ⊤
n {Π(ui, τk)−Π(ui, τ)}|

6 5
n∑

i=1

Jn,1∑
j1=1

Jn,2∑
j2=1

Jn,3∑
j3=1

|θj1,j2,j3 |πj1(u1i)πj2(u2i) sup
j3

|πj3(τk)− πj3(τ)|

6 5n

√
L2
nJ

3
n

(
sup
j1

E{πj1(u1)} sup
j2

E{πj2(u2)}
)2

sup
j3

|πj3(τk)− πj3(τ)|

6 CnJ−1/2
n Lnκ

−1
n , (A.4)

其中 0 < C <∞ (对于 q 指标模型, (A.4) 最后一个表达式中的速率为 CnJ
(1−q)/2
n Lnκ

−1
n ). 同理, 有下

述结论以概率趋近于 1 成立:∣∣∣∣ n∑
i=1

κn∑
k=1

Ri(ui, τk)− κn

n∑
i=1

∫
Ri(ui, τ)dτ

∣∣∣∣
6

∣∣∣∣ n∑
i=1

κn∑
k=1

Ri(ui, τk)−
κn

κn + 1

n∑
i=1

κn∑
k=1

Ri(ui, τk)

∣∣∣∣+ κn
κn + 1

n∑
i=1

sup
16k6κn+1

|Ri(ui, τk)|+O(nJ−1/2
n Ln)
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6 2

n∑
i=1

sup
16k6κn+1

|Ri(ui, τk)|+O(nJ−1/2
n Ln),

且

n∑
i=1

sup
16k6κn+1

|Ri(ui, τk)| 6
n∑

i=1

sup
16k6κn+1

3E|θ⊤
nΠ(ui, τk)| = O(nLnJ

−1/2
n ),

因此, ∣∣∣∣ n∑
i=1

κn∑
k=1

Ri(ui, τk)− κn

n∑
i=1

∫
Ri(ui, τ)dτ

∣∣∣∣ = Op(nJ
(1−q)/2
n Ln) (A.5)

成立. 进一步地, 对于某个足够大的 n, 存在常数 0 < C ′ <∞ 和 0 < C ′′ <∞, 使得

Var

{∫
Ri(ui, τ)dτ

}
6 E

{∫
3|θ⊤

n Π(ui, τ)|dτ
}2

6 9C ′J−2
n E

{∑
j1

∑
j2

∑
j3

|θj1,j2,j3 |πj1(u1i)πj2(u2i)

}2

6 C ′′J−3
n L2

n,

其中第二个不等式来源于 [39,第五章,定理 4.2]. 在 q指标模型中,最后速率的表达式为 C ′′J
−(q+1)
n L2

n.

由 Chebyshev 不等式可得∣∣∣∣κn n∑
i=1

∫
Ri(ui, τ)dτ − κn

n∑
i=1

E

∫
Ri(ui, τ)dτ

∣∣∣∣ = Op(n
1/2κnJ

−(q+1)/2
n Ln). (A.6)

因此, 引理 A.2 的结论可由 (A.5) 和 (A.6) 得到.

定理 4.1 的证明 令 Y 给定预测变量 X 的条件分布函数为 F (t | X) = Pr(Y 6 t | X), 其概率

密度函数为 f(t | X). 对满足 ∥λn − λ0∥ = o(1) 的序列 λn, 根据 Knight 恒等式 [40]

ρτ (x− y)− ρτ (x) = y{I(x 6 0)− τ}+
∫ y

0

{I(x 6 t)− I(x 6 0)}dt,

可以得到

Dn(λn)−Dn(λ
0) = κn

n∑
i=1

E

[ ∫ 1

0

∫ b(ui,τ)+(λn−λ0)⊤Π(ui,τ)

b(ui,τ)

{F (t+m(ui, τ) | xi)

− F (m(ui, τ) | xi)}dtdτ
]

∼ κn

n∑
i=1

E

{∫ 1

0

f(m(ui, τ) | xi)b(ui, τ)Π(ui, τ)
⊤(λn − λ0)dτ

}

+
κn
2

n∑
i=1

(λn−λ0)⊤E

{∫ 1

0

f(m(ui, τ) | xi)Π(ui, τ)Π(ui, τ)
⊤dτ

}
(λn−λ0). (A.7)

利用与求 (A.5) 类似的方法可以求得∣∣∣∣ n∑
i=1

κn∑
k=1

(λn − λ0)⊤Π(ui, τk){τk − I(yi −m(ui, τk) 6 0}
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− κn

n∑
i=1

∫
(λn − λ0)⊤Π(ui, τ){τ − I(yi −m(ui, τ) 6 0}dτ

∣∣∣∣
= Op(nJ

−1/2
n Ln). (A.8)

由引理 A.2、(A.2) 和 (A.8) 的结论可知, 以下结论以趋近于 1 的概率成立:

Dn(λn)−Dn(λ
0) = −κn

n∑
i=1

∫
(λn − λ0)⊤Π(ui, τ){τ − I(yi −m(ui, τ) 6 0}dτ

+Dn(λn)−Dn(λ
0) +O(cn)

6 0.

结合 (A.7) 可知, 存在常数 0 < C <∞ 使得下式成立:∣∣∣∣κn n∑
i=1

∫
(λn − λ0)⊤Π(ui, τ){τ − I(yi − (ui, τ) 6 0)}dτ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣κn n∑
i=1

E

{∫
f(m(ui, τ) | xi)b(ui, τ)Π(ui, τ)

⊤(λn − λ0)dτ

}∣∣∣∣+ Ccn

> κn

n∑
i=1

2−1(λn − λ0)⊤E

{∫ 1

0

f(m(ui, τ) | xi)Π(ui, τ)Π(ui, τ)
⊤dτ

}
(λn − λ0). (A.9)

令 µj1,j2,j3(ui, τ) =
∫
πj1(u1)πj2(u2)πj3(τ){τ − I(yi −m(ui, τ) 6 0)}dτ . 因为 E{µj1,j2,j3(ui, τ)} = 0 和

Var{µj1,j2,j3(ui, τ)} ≍ J−5
n , 可以由弱大数定律得知, 对于任意的 j1 和 j2, 有∣∣∣∣ n∑

i=1

µj1,j2,j3(ui, τk)

∣∣∣∣ = Op(n
1/2J−5/2

n ).

因此, 对于满足 ∥λn − λ0∥ = o(1) 的 λn, 以下结论以趋近于 1 的概率成立:∣∣∣∣κn n∑
i=1

∫
(λn − λ0)⊤Π(ui, τ){τ − I(yi −m(ui, τ) 6 0)}dτ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣κn ∑
j1∈J1

∑
j2∈J2

∑
j3∈J3

θj1,j2,j3

{ n∑
i=1

µj1,j2,j3(ui, τ)

}∣∣∣∣
6 C1κnn

1/2J−1
n ∥λn − λ0∥,

其中 0 < C1 <∞ (对于 q 指标模型, 该收敛速率为 C1κnn
1/2J

−q/2
n ∥λn − λ0∥). 此外, 由引理 A.1 的结

论可得∣∣∣∣κn n∑
i=1

E

{∫
f(m(ui, τ) | xi)b(ui, τ)Π(ui, τ)

⊤(λn − λ0)dτ

}∣∣∣∣ 6 C2κnnJ
−a
n J−3/2

n ∥λn − λ0∥

(对于 q 指标模型, 该收敛速率为 C2κnnJ
−a
n J

−(q+1)/2
n ∥λn − λ0∥). 此外, 根据文献 [39, 定理 5.4.2] 可

知, 存在一个常数 0 < C3 <∞ 使得

κn

n∑
i=1

2−1(λn − λ0)⊤E

{∫ 1

0

f(m(ui, τ) | xi)Π(ui, τ)Π(ui, τ)
⊤dτ

}
(λn − λ0)
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> C3nκnJ
−3
n ∥λn − λ0∥2

成立 (对于 q 指标模型, 该收敛速率为 C3nκnJ
−(q+1)
n ∥λn − λ0∥2). 因此以趋近于 1 的概率有

C3nκnJ
−3
n ∥λ̃− λ0∥2 6 C1κnn

1/2J−1
n ∥λ̃− λ0∥

+ C2J
−a−3/2
n κnn∥λ̃− λ0∥+ C(n1/2κnJ

−3/2
n + nJ−1/2

n )∥λ̃− λ0∥.

整理后可得

∥λ̃− λ0∥ = Op{n−1κ−1
n J3

n(n
1/2κnJ

−1
n + J−a−3/2

n κnn+ n1/2κnJ
−3/2
n + nJ−1/2

n )}

= Op(n
−1/2J2

n + κ−1
n J5/2

n + J−a+3/2
n )

(对于 q 指标模型,该收敛速率为 Op(n
−1/2J

1+q/2
n + κ−1

n J
(q+3)/2
n + J

−a+(q+1)/2
n )). 将其代入非参函数的

表达式中有

∥g̃n(U , τ)− g0n(U , τ)∥∞ 6 sup
B

∑
j1∈J1

∑
j2∈J2

∑
j3∈J3

(λ̃j1,j2,j3 − λ0j1,j2,j3)πj1(U1)πj2(U2)πj3(τ)

≍ ∥λ̃− λ0∥ = Op(n
−1/2J2

n + κ−1
n J5/2

n + J−a+3/2
n ).

根据引理 A.1 的结论可得

∥g̃n(X⊤B0, τ)−m(X⊤B0, τ)∥∞ 6 ∥g̃n(X⊤B0, τ)− g0n(X
⊤B0, τ)∥∞

+ ∥g0n(X⊤B0, τ)−m(X⊤B0, τ)∥∞

= Op(n
−1/2J2

n + κ−1
n J5/2

n + J−a+3/2
n ). (A.10)

进一步地, 由 (A.10) 结论可得

sup
A

|ĝn(X⊤B̂, τ)−m(X⊤B0, τ)| 6 sup
A

{L1∥(X⊤B̂, τ)− (X⊤B0, τ)∥+ |ĝn(X⊤B0, τ)− g̃(X⊤B0, τ)|

+ |g̃(X⊤B0, τ)− g0n(X
⊤B0, τ)|+ |g0n(X⊤B0, τ)−m(X⊤B0, τ)|}

= sup
A

|ĝn(X⊤B0, τ)− g̃(X⊤B0, τ)|

+Op(n
−1/2) +O(J−a

n ) +Op(n
−1/2J2

n + κ−1
n J5/2

n + J−a+3/2
n )

= sup
A

|{β̂s1,s2,s3(λ̂(B̂))− β̃s1,s2,s3}⊤φs1,s2,s3(X
⊤B0, τ)|

+Op(n
−1/2J2

n + κ−1
n J5/2

n + J−a+3/2
n ), (A.11)

其中 L1 是 Lipschitz 常数, 使得 ∥Π(X⊤B̂, τ)−Π(X⊤B0, τ)∥ 6 L1∥(X⊤B̂, τ)− (X⊤B0, τ)∥ 成立.

令 Is1,s2,s3 = [t1,s1 , t1,s1+1)× [t2,s2 , t2,s2+1)× [t3,s3 , t3,s3+1), si = 1, . . . , Jn,i−1,其中 t∗i,si (i = 1, 2, 3)

是各子区间上的中点, 根据 B 样条函数的性质, 将张量积底样条函数 λ⊤Π(X⊤B0, τ) 重新写作为

βs1,s2,s3(λ)
⊤φs1,s2,s3(X

⊤B0, τ), 其中 (X⊤B0, τ) ∈ Is1,s2,s3 ,βs1,s2,s3(λ) ∈ Ra,

φs1,s2,s3(X
⊤B0, τ) =

(
1,

2{(X⊤B0)1 − t∗1,s1}
t1,s1+1 − t1,s1

, . . . ,

[
2{(X⊤B0)1 − t∗1,s1}

t1,s1+1 − t1,s1

]w1−1)
⊗
(
1,

2{(X⊤B0)2 − t∗2,s2}
t2,s2+1 − t2,s2

, . . . ,

[
2{(X⊤B0)2 − t∗2,s2}

t2,s2+1 − t2,s2

]w2−1)
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⊗
(
1,

2(τ − t∗3,s3)

t3,s3+1 − t3,s3
, . . . ,

[
2(τ − t∗3,s3)

t3,s3+1 − t3,s3

]w3−1)
,

这里 (X⊤B0)1 和 (X⊤B0)2 分别是向量 X⊤B0 中的前两个元素. 考虑对 λ̂(B̂) 中第 (s1, s2, s3) 个元

素加入一些扰动, 则根据 B 样条基底函数的性质, 一共有
∑

i wi = a 个 β(λ̂) 受到了影响.

令

θ(λ) = ({βs1−w1,s2−w2,s3−w3(λ)− β̃s1−w1,s2−w2,s3−w3}⊤, . . . , {βs1,s2,s3(λ)− β̃s1,s2,s3}⊤)⊤,

ϕ(X⊤B0, τ) = (φs1−w1,s2−w2,s3−w3(X
⊤B0, τ), . . . ,φs1,s2,s3(X

⊤B0, τ))⊤.

根据文献 [41,引理 A.1]的结论可知,可以给出关于优化问题 minλ
∑n

i=1

∑κn

k=1 ρτk(yi−λ⊤Π(x⊤
i B̂, τk))

的梯度最优条件, 即∑
i∈Ss1,s2,s3

κn∑
k=1

ψτk(ei − θ(λ̂(B̂))⊤ϕ(x⊤
i B

0, τk) + r̃n(x
⊤
i B̂, τk))ϕ(x

⊤
i B

0, τk) = O(1),

其中 Ss1,s2,s3 = {i : (x⊤
i B

0, τk) ∈ Is1,s2,s3}, ei = yi − m(x⊤
i B

0, τk), r̃n(x
⊤
i B̂, τk) = m(x⊤

i B
0, τk)

− g̃(x⊤
i B

0, τk) + λ̂(B̂)⊤{Π(x⊤
i B

0, τk)−Π(x⊤
i B̂, τk)}. 根据 (A.10), 可得

sup
x∈A

∥r̃n(x⊤B̂, τk)∥ = Op(n
−1/2J2

n + κ−1
n J5/2

n + J−a+3/2
n ).

令 Mn 为集合 Ss1,s2,s3 中元素的个数. 考虑 θ ∈ ΘL = {θ : ∥θ∥ 6 L(logn/Mn)
1/2}, L > 0, 则有

As1,s2,s3(θ) =
∑

i∈Ss1,s2,s3

κn∑
k=1

ψτk(ei − θ⊤ϕ(x⊤
i B

0, τk) + r̃n(x
⊤
i B̂, τk))ϕ(x

⊤
i B

0, τk),

Qs1,s2,s3 =Mn

∑
i∈Ss1,s2,s3

κn∑
k=1

f(m(x⊤
i B

0, τk) | xi)ϕ(x
⊤
i B

0, τk)ϕ(x
⊤
i B

0, τk)
⊤.

根据文献 [42, 引理 4.1] 的结论可知,

sup
A

sup
θ∈ΘL

|As1,s2,s3(θ) +MnQs1,s2,s3θ(λ)| = Op

((
logn

Mn

)1/2)
.

假设 Mn = n/J3
n, 根据文献 [41, 定理 1] 的证明过程有

sup
A
g|β̂s1,s2,s3(λ̂(B̂))− β̃s1,s2,s3g| = Op

((
log n

Mn

)1/2)
.

又因为 supA |φs1,s2,s3(x
⊤
i B

0, τk)|2 6 a, 故

sup
A

|ĝn(X⊤B0, τ)− g̃(X⊤B0, τ)| = Op

((
J3
n

log n

n

)1/2)
. (A.12)

结合 (A.11) 可得

sup
A

|ĝn(X⊤B̂, τ)−m(X⊤B0, τ)| = Op(n
−1/2J2

n + κ−1
n J5/2

n + J−a+3/2
n ).

对于一般的 q 指标分位数模型有如下结论:

sup
A

|ĝn(X⊤B̂, τ)−m(X⊤B0, τ)| = Op(n
−1/2J1+q/2

n + κ−1
n J (q+3)/2

n + J−a+(q+1)/2
n ). (A.13)

证毕.
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附录 A.5 定理 4.2 的证明

首先考虑给定 B0 情形下, 多指标分位数回归模型估计量 g̃(X⊤B0, τ) = λ̃(B0)⊤Π(X⊤B0, τ) 的

渐近有效性,其中 λ̃(B0)是由优化问题 minλ
∑n

i=1

∑κn

k=1 ρτk(yi −λ⊤Π(x⊤
i B

0, τk))估计出的样条系数

估计量, 这里简记为 λ̂. 同时记 ψτ (u) = τ − I(u < 0),

ϕ(vi,λ) = − 1

κn

κn∑
k=1

ψτk(yi − λ⊤Π(x⊤
i B

0, τk))Π(x⊤
i B

0, τk),

其中 vi = (yi,x
⊤
i B

0)⊤, i = 1, 2, . . . , n. 根据引理 A.1 的结论和 Cauchy 不等式可以证明

n∑
i=1

E∥ϕ(vi,λ
0)∥2 = Op(nJ

q+1
n ).

换言之, 可以证明 ∥
∑n

i=1 ϕ(vi,λ
0)∥ = Op(n

1/2J
(q+1)/2
n ) 成立. 令

ηi(ϖ1,ϖ2) = ϕ(vi,ϖ1)− ϕ(vi,ϖ2)− Eϕ(vi,ϖ1) + Eϕ(vi,ϖ2).

根据假设条件 (A2) 和文献 [43, 引理 2.1], 文献 [43] 中的条件 (C4) 和 (C5) 可以满足, 即有

sup
∥ϖ1−ϖ2∥6C3(J

q+1
n /n)1/2

n∑
i=1

E|α⊤ηi(ϖ1,ϖ2)|2 = O(n1/2J2(q+1)
n ),

sup
α∈S

J
q+1
n

sup
∥ϖ1−ϖ2∥6C3(J

q+1
n /n)1/2

n∑
i=1

(α⊤ηi(ϖ1,ϖ2))
2 = Op(n

1/2J2(q+1)
n ),

其中 α ∈ SJq+1
n
且 C3 > 0 是常数, 而 Sp 表示一个 p 维的单位球面上所有的点组成的集合.

根据文献 [44, 引理 4.1] 得知, 对任意的 s, t ∈ R, 有不等式 |ψτ (t + s) − ψτ (t)| 6 5min(|s||t|−1, 1)

成立. 因为 B 样条的基底函数在 (x⊤
i B

0, τk) 处的函数值的上下界依赖于其阶数, 即 ∥Π(x⊤
i B

0, τk)∥
6

∑q+1
l=1 dl. 可以证明存在一个常数 C1 > 0 和 Ki (i = 1, . . . , 6) 使得

E sup
∥ϖ1−ϖ2∥6δ

∥ηi(ϖ1,ϖ2)∥2

= E sup
∥ϖ1−ϖ2∥6δ

∥∥∥∥ 1

κn

κn∑
k=1

[{ψτk(yi −ϖ⊤
1 Π(x⊤

i B
0, τk))− ψτk(yi −ϖ⊤

2 Π(x⊤
i B

0, τk))}

− {Eψτk(yi −ϖ⊤
1 Π(x⊤

i B
0, τk))− Eψτk(yi −ϖ⊤

2 Π(x⊤
i B

0, τk))}]Π(x⊤
i B

0, τk)

∥∥∥∥2
6 E sup

∥ϖ1−ϖ2∥6δ

∥∥∥∥ 1

κn

κn∑
k=1

[
5min

{
|(ϖ2 −ϖ1)

⊤Π(x⊤
i B

0, τk)|
|yi −ϖ⊤

2 Π(x⊤
i B

0, τk)|
, 1

}
− {Fe0|xi

(m(x⊤
i B

0, τ)

−ϖ⊤
1 Π(x⊤

i B
0, τk))− Fe0|xi

(m(x⊤
i B

0, τ)−ϖ⊤
2 Π(x⊤

i B
0, τk))}

]
Π(x⊤

i B
0, τk)

∥∥∥∥2
6 E|K1δJ

q+1
n |yi −ϖ⊤

2 Π(x⊤
i B

0, τk)|−1I(δJ (q+1)/2
n 6 |yi −ϖ⊤

2 Π(x⊤
i B

0, τk)|)

+K1J
(q+1)/2
n I(δJ (q+1)/2

n > |yi −ϖ⊤
2 Π(x⊤

i B
0, τk)|)−K2δJ

q+1
n |2

6 K3[E{K1δJ
q+1
n |yi −ϖ⊤

2 Π(x⊤
i B

0, τk)|−1I(1 6 δJ (q+1)/2
n 6 |yi −ϖ⊤

2 Π(x⊤
i B

0, τk)|)}2

+ E{K1δJ
q+1
n |yi −ϖ⊤

2 Π(x⊤
i B

0, τk)|−1I(δJ (q+1)/2
n 6 1 6 |yi −ϖ⊤

2 Π(x⊤
i B

0, τk)|)}2
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+ E{K1δJ
q+1
n |yi −ϖ⊤

2 Π(x⊤
i B

0, τk)|−1I(δJ (q+1)/2
n 6 |yi −ϖ⊤

2 Π(x⊤
i B

0, τk)| 6 1)}2

+K4J
q+1
n Pr(δJ (q+1)/2

n + |m(x⊤
i B

0, τk)−ϖ⊤
2 Π(x⊤

i B
0, τk)|) + (K2δJ

q+1
n )2]

6 K3[K
2
1δ

2J2(q+1)
n {δ−2J−(q+1)

n I(δJ (q+1)/2
n > 1) + 1 +K6δ

−1J−(q+1)/2
n }

+K5δJ
3(q+1)/2
n +K2

2δ
2J2(q+1)

n ]

6 C1n
1/2δ.

因此证明了文献 [43] 中的条件 (C2) 成立. 至此, 验证了文献 [43] 中所有的假设条件. 现设

b0(x⊤
i B

0, τk) = λ0⊤Π(x⊤
i B

0, τk)−m(x⊤
i B

0, τk),

根据引理 A.1 可知 |b0(X⊤B0, τ)| = Op(J
−a
n ), 同时

Eψτk(yi − λ⊤Π(x⊤
i B

0, τk))− Eψτk(yi − λ0⊤Π(x⊤
i B

0, τk))

= f(m(x⊤
i B

0, τk) | xi)(λ− λ0)⊤Π(x⊤
i B

0, τk) + o({(λ− λ0)⊤Π(x⊤
i B

0, τk)}2). (A.14)

根据 (A.14) 可以证明存在某个正常数 C3 使得

sup
∥λ−λ0∥6C3n−1/2J

(q+1)/2
n

∣∣∣∣α⊤
n∑

i=1

E(ϕ(vi,λ)− ϕ(vi,λ
0))− nα⊤Dn(λ− λ0)

∣∣∣∣
= o(nJ (q+1)/2

n (n−1/2Jq+1
n )2)

= o(J5(q+1)/2
n )

对任意的 α ∈ SJq+1
n
成立. 所以我们即可验证 [43] 中的条件 (C3) 成立. 因此, 根据文献 [43, 定理 2.2]

可知,

λ̃− λ0 = − 1

nκn
D−1

n

n∑
i=1

κn∑
k=1

ψτk(yi − λ0⊤Π(x⊤
i B

0, τk))Π(x⊤
i B

0, τk) + rn, (A.15)

其中 ∥rn∥ = op(n
−1/2). 所以, 对于任意 α ∈ SJq+1

n
, 可以得到

Var

{
α⊤D−1

n

1

κn

κn∑
k=1

ψτk(yi − λ0⊤Π(x⊤
i B

0, τk))Π(x⊤
i B

0, τk)

∣∣∣∣xi

}
= α⊤D−1

n ΣnD
−1
n α+Op(κ

−1
n α⊤D−1

n ΣnD
−1
n α) +Op(J

−a
n ) +O(κ−2

n ). (A.16)

所以, λ̃⊤Π(X⊤B̂, τ)− g0n(X
⊤B̂, τ) 的渐近协方差矩阵是

Π(X⊤B0, τ)⊤D−1
n ΣnD

−1
n Π(X⊤B0, τ)

n
.

因此, 可得下列结论:

g̃n(X
⊤B̂, τ)− g0n(X

⊤B̂, τ)√
Π(X⊤B0, τ)⊤D−1

n ΣnD
−1
n Π(X⊤B0, τ)/n

d−→ N (0, 1).

此外, 对于 (X(i), τ(i)), (X(j), τ(j)) ∈ C 有

ACov(λ̃⊤Π(X⊤
(i)B

0, τ(i))− g0n(X
⊤
(i)B

0, τ(i)), λ̃
⊤Π(X⊤

(j)B
0, τ(j))g

0
n(X

⊤
(j)B

0, τ(j)))

Π(X⊤
(i)B

0, τ(i))⊤D
−1
n ΣnD

−1
n Π(X⊤

(j)B
0, τ(j))/n

p−→ 1,
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这里用 ACov 指代渐近协方差矩阵. 同样采用类似于上面的证明思路, 并结合文献 [43, 引理 3.3], 得

ACov(ĝn(X
⊤
(i)B̂, τ(i))− g0n(X

⊤
(i)B̂, τ(i)), ĝn(X

⊤
(j)B̂, τ(j))− g0n(X

⊤
(j)B̂, τ(j)))

Π(X⊤
(i)B

0, τ(i))⊤D
−1
n ΣnD

−1
n Π(X⊤

(j)B
0, τ(j))/n

p−→ 1.

一般而言, 对于任意正整数 k 和 (X(l), τ(l)) ∈ C (l = 1, . . . , k), 随机向量

(Zn(X(1), τ(1)), Zn(X(2), τ(2)), . . . , Zn(X(k), τ(k)))
⊤

依分布收敛于一个均值为 0、协方差核矩阵为 Π(X⊤
(i)B

0, τ(i))
⊤D−1

n ΣnD
−1
n Π(X⊤

(j)B
0, τ(j))/n (1 6 i

6 j 6 k) 的多元正态分布.

为了构建 Zn 的渐近分布, 需要验证同等连续性 (equicontinuity) 条件. 对于任意序列 δn → 0 和

满足 ∥(X, τ)− (X ′, τ ′)∥ 6 δn 条件的 (X, τ), (X ′, τ ′) ∈ C, 有

sup
∥(X,τ)⊤−(X′,τ ′)⊤∥6δn

|Zn(X, τ)− Zn(X
′, τ ′)|

= sup
∥(X,τ)⊤−(X′,τ ′)⊤∥6δn

|{λ̂(B̂)− λ0}⊤{Π(X⊤B̂, τ)−Π(X ′⊤B̂, τ ′)}|

= Op(δnn
−1/2J (q+1)/2

n )

成立. 根据条件 (A2), 当 δn → 0, 有

sup
∥(X,τ)⊤−(X′,τ ′)⊤∥6δn

|Zn(X, τ)− Zn(X
′, τ ′)| → 0.

根据文献 [45, 定理 10.2], 可以立即证明定理 4.2 的结论.
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