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摘要 本文首先给出 Kähler-Finsler流形到 Riemann流形光滑映照的 ∂̄-能量泛函的第一变分公式,利

用 Jost 和 Yau 关于 Hermite 调和映照的存在定理, 得到 Kähler-Finsler 流形到 Riemann 流形调和

映照的存在定理. 其次, 给出 Kähler-Finsler 流形到 Riemann 流形调和映照的第二变分公式, 作为应

用, 证明目标 Riemann 流形具有非正复截面曲率时, 调和映照是稳定的. 最后, 讨论 Kähler-Finsler 流

形到 Kähler 流形调和映照的第二变分公式, 目标 Kähler 流形的曲率张量是强非正时, 调和映照是稳

定的.

关键词 调和映照 ∂̄-能量泛函 第二变分 Kähler-Finsler 流形

MSC (2020) 主题分类 53C43, 53C60, 58E20

1 引言

Bochner [2] 首先在 Riemann 几何中引进了调和映照的概念. 如果两个 Riemann 流形之间的光滑

映照是能量泛函的一阶变分的临界点, 则称为调和映照. 因此调和映照是相应的 Euler-Lagrange 方

程的解. Eells 和 Sampson [8] 开创了 Riemann 几何中调和映照理论. Lichnerowicz [23] 利用 Eells 和

Sampson 的调和映照理论研究了 Kähler 流形之间的全纯映照. Siu 和 Yau [39] 利用调和映照证明了

Frankel 猜想. Siu [36–38] 得到了 Kähler 流形之间调和映照的复解析性. Sampson [33, 34] 进一步发展了

Siu 的理论, 将其推广到 Kähler 流形到 Riemann 流形的调和映照上. Riemann 几何和 Kähler 几何中

调和映照的著作可参见文献 [6, 7, 14,15,18,48,55] 等.

http://doi.org/10.1360/SSM-2023-0139
www.scichina.com
mathcn.scichina.com
mailto:lihj@vip.henu.edu.cn,~chqiu@xmu.edu.cn


李鸿军等: Kähler-Finsler 流形到 Riemann 流形的调和映照

当出发流形为非 Kähler 流形时, 全纯映照或者反全纯映照未必是调和映照. Jost 和 Yau [17] 定

义了 Hermite 流形到 Riemann 流形的 Hermite 调和映照. 假设 M 是一个 Hermite 流形, 在局部坐

标系下, 其度量记为 (hαβ̄(z)), N 是一个 Riemann 流形, 在局部坐标系下, 其度量记为 (gij(y)), 并且

Christoffel 记号记为 γi
jk. 如果 M 到 N 的光滑映照 f 满足方程

hβ̄α

(
∂2f i

∂zα∂z̄β
+ γi

jk

∂f j

∂zα
∂fk

∂z̄β

)
= 0, (1.1)

则 Jost 和 Yau 称其为 Hermite 调和映照. 显然, 当出发流形为 Kähler流形时, Hermite 调和映照就是

调和映照. 在目标 Riemann 流形具有非正截面曲率的条件下, Jost 和 Yau [17] 证明了 Hermite 调和映

照总是存在的. 进一步地, 如果 f 满足方程

∂2f i

∂zα∂z̄β
+ γi

jk

∂f j

∂zα
∂fk

∂z̄β
= 0, (1.2)

则称其为拟调和映照 (参见文献 [16]). 当然, 拟调和映照一定是调和映照. 关于拟调和映照的刚性结

果可参见文献 [25, 30,31,41–43] 等.

Chern [4] 指出, Finsler几何就是没有二次型限制的 Riemann几何.从这个角度来讲, 复 Finsler几

何就是没有 Hermite 二次型限制的 Hermite 几何. Chern [4] 指出, Finsler 几何可能在复域上是最有用

的, 因为每一个有边或无边的复流形都存在 Carathéodory 拟度量和 Kobayashi 拟度量. 在适当 (虽然

有点严格)的条件下,它们都是 C2 度量,最重要的是,它们自然都是 Finsler度量. 复 Finsler几何是极

其美丽的. 陈省身 [5] 还指出,将调和积分理论推广到 Finsler情形,这将是微分几何研究的一块新园地,

预料前景无限.因此在 Finsler几何中发展调和映照理论是一个很自然的问题.目前实 Finsler几何中调

和映照理论已经取得巨大进展,如文献 [11,12,22,26,27,35]等. Nishikawa [28,29]研究了 Riemann曲面到

复 Finsler流形的调和映照. 考虑到目标流形是复 Finsler流形时能量密度函数的奇性, Han和 Shen [10]

利用射影切丛上的体积测度, 得到了复 Finsler 流形到 Hermite 流形的光滑映照的 ∂̄-能量泛函和 ∂-能

量泛函第一变分公式. Han 和 Shen [10] 还得到了 Kähler-Finsler 流形到 Kähler 流形调和映照的存在

性定理.

本文研究 Kähler-Finsler 流形到 Riemann 流形的调和映照. 首先, 给出 Kähler-Finsler 流形到

Riemann 流形的光滑映照的 ∂̄-能量的第一变分公式.

定理 1.1 令 (M,G) 是一个紧致 Kähler-Finsler 流形, (N, g) 是一个紧致 Riemann 流形. 如果 f

是 M 到 N 的光滑映照, 则 ∂̄-能量泛函的第一变分公式为

∂

∂t
E′′(ft)

∣∣∣∣
t=0

= −2

∫
PM̃

Gβ̄αf j

α | β̄gijV
idµPM̃ , (1.3)

其中, f j

α | β̄ 的定义参见 (3.11), V i 的定义参见 (3.18).

将 ∂̄-能量泛函的临界点定义为调和映照. 进一步地, 如果 f 满足方程

Gβ̄αf j

α | β̄ = 0, (1.4)

则称 f 是 Kähler-Finsler 流形 (M,G) 到 Riemann 流形 (N, g) 的强调和映照.

利用 Jost 和 Yau [17] 关于 Hermite 调和映照的存在性定理, 可得如下定理.

定理 1.2 令 (M,G) 是一个紧致 Kähler-Finsler 流形, (N, g) 是一个具有非正截面曲率的紧致

Riemann 流形. 假设 f0 : M → N 是一个连续但不同伦于 M 到 N 的闭测地线的映照, 则存在一个 M

到 N 的同伦于 f0 的调和映照 f .
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第 4 节给出 Kähler-Finsler 流形到 Riemann 流形调和映照的第二变分公式, 作为应用, 还考虑了

Kähler-Finsler 流形到 Riemann 流形的调和映照的稳定性.

定理 1.3 令 (M,G) 是一个紧致 Kähler-Finsler 流形, (N, g) 是一个紧致 Riemann 流形. 假设

f : (M,G) → (N, g) 是一个调和映照, 则 f 的 ∂̄-能量泛函的第二变分公式为

∂2E′′(ft)

∂t∂t̄

∣∣∣∣
t=0

=

∫
PM̃

⟨D′V,D′V ⟩dµPM̃ +

∫
PM̃

⟨D′′V,D′′V ⟩dµPM̃

−
∫
PM̃

Gβ̄α[R(∂β̄f, V, ∂αf, V ) +R(∂αf, V, ∂β̄f, V )]dµPM̃ , (1.5)

其中, V 的定义参见 (3.18), D′V 和 D′′V 的定义参见 (4.1).

定理 1.4 令 (M,G) 是一个紧致 Kähler-Finsler 流形, (N, g) 是一个紧致 Riemann 流形. 如果

(N, g) 具有非正的复截面曲率, 则调和映照 f : (M,G) → (N, g) 是稳定的.

最后, 给出 Kähler-Finsler 流形到 Kähler 流形的调和映照的第二变分公式.

定理 1.5 令 (M,G) 是一个紧致 Kähler-Finsler 流形, (N,h) 是一个紧致 Kähler 流形. 假设

f : (M,G) → (N,h) 是一个调和映照, 则 f 的 ∂-能量泛函和 ∂̄-能量泛函的第二变分公式分别为

∂2E′(ft)

∂t∂t̄

∣∣∣∣
t=0

=

∫
PM̃

[⟨D′V ′, D′V ′⟩+ ⟨D′V ′′, D′V ′′⟩]dµPM̃

−
∫
PM̃

Gβ̄α[R(∂αf, ∂βf, V
′, V ′) +R(∂αf, ∂βf, V ′′, V ′′)]dµPM̃

+ 2Re

∫
PM̃

Gβ̄αR(V ′, ∂βf, V ′′, ∂ᾱf)dµPM̃ , (1.6)

∂2E′′(ft)

∂t∂t̄

∣∣∣∣
t=0

=

∫
PM̃

[⟨D′′V ′, D′′V ′⟩+ ⟨D′′V ′′, D′′V ′′⟩]dµPM̃

−
∫
PM̃

Gβ̄α[R(∂β̄f, ∂ᾱf, V
′, V ′) +R(∂β̄f, ∂ᾱf, V

′′, V ′′)]dµPM̃

+ 2Re

∫
PM̃

Gβ̄αR(∂β̄f, V
′′, ∂αf, V ′)dµPM̃ , (1.7)

其中, V ′ 和 V ′′ 的定义参见 (5.10), D′V ′、D′V ′′、D′′V ′ 和 D′′V ′′ 的定义参见 (5.11).

再利用 Han 和 Shen [10] 的结果和上述定理, 得到如下定理.

定理 1.6 令 (M,G)是一个紧致Kähler-Finsler流形, (N,h)是一个紧致Kähler流形. 如果 (N,h)

的曲率张量是强非正的 (或者 (N,Reh) 具有非正的复截面曲率), 则调和映照 f : (M,G) → (N,h) 是

稳定的. 特别地, 令 D 为某一类典型域 D 的紧商, 则 (M,G) 到 (D , ds2D) 的调和映照是稳定的, 其中

ds2D 是由 D 上的不变 Kähler 度量诱导的 D 上的 Kähler 度量.

2 预备知识

假设 M 是一个 m 维复流形, 其局部全纯坐标记为 z = (z1, z2, . . . , zm). 记 π : T 1,0M → M

为 M 的全纯切丛, 则局部全纯坐标系下, T 1,0M 中任意一个全纯向量可以写作 v = vα ∂
∂zα . 因此,

(z, v) = (z1, . . . , zm, v1, . . . , vm) 是 T 1,0M 的局部全纯坐标. 记 M̃ = T 1,0M\{0} 为孔状全纯切丛.

定义 2.1 [1] 假设 M 是一个 m 维复流形, G : T 1,0M → [0,+∞) 是一个连续函数. 如果以下 3

条成立:
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(a) G 在 M̃ 上光滑;

(b) 对于所有 (z, v) ∈ M̃ , 都有 G(z, v) > 0;

(c) G(z, ζv) = |ζ|2G(z, v) 对所有 (z, v) ∈ T 1,0M 和 ζ ∈ C 成立,

则称 G 为复流形 M 上的一个复 Finsler 度量. 称赋予复 Finsler 度量的复流形为复 Finsler 流形.

为了简化记号, 将 zβ 和 vβ 分别记作 z̄β 和 vβ , G 关于 v 的偏导数记为

Gα = ∂̇αG =
∂G

∂vα
, Gᾱ = ∂̇ᾱG =

∂G

∂v̄α
, Gαβ̄ = ∂̇α∂̇β̄G =

∂2G

∂vα∂v̄β
,

G 关于 z 的偏导数记作分号后加指标的形式, 如

G;α = ∂αG =
∂G

∂zα
, G;αβ̄ = ∂α∂β̄G =

∂2G

∂zα∂z̄β
, Gα;β̄ = ∂̇α∂β̄G =

∂2G

∂z̄β∂vα
.

定义 2.2 [1] 假设 G 是一个复 Finsler 度量. 如果 G 的 Levi 矩阵 (Gαβ̄) 在 M̃ 上恒正定, 则称 G

是强拟凸的. 称赋予强拟凸的复 Finsler 度量的复流形为强拟凸的复 Finsler 流形.

假设 (M,G) 是一个强拟凸的复 Finsler 流形. 记

Γα
;µ = Gλ̄αGλ̄;µ (2.1)

为 (M,G) 的复非线性联络系数, 其中 (Gλ̄α) = (Gαλ̄)
−1. 令

δµ = ∂µ − Γα
;µ∂̇α, δvα = dvα + Γα

;βdz
β , (2.2)

则 M̃ 的全纯切丛 T 1,0M̃ 可以分解成由 {δµ} 张成的水平丛 H 和由 {∂̇α} 张成的垂直丛 V 的直和.

{δµ, ∂̇α} 的对偶标架为 {dzµ, δvα}.
由 G 的强拟凸性, 可以在垂直丛 V 上定义一个 Hermite 内积 ⟨·, ·⟩. Chern-Finsler 联络 D : X (V)

→ X (T ∗
CM̃ ⊗ V) 是唯一好的与 Hermite 内积 ⟨·, ·⟩ 相容的复垂直联络. 可以将 Hermite 内积 ⟨·, ·⟩ 和

Chern-Finsler 联络 D 通过 Chern-Finsler 联络的复水平映射延拓到水平丛 H 上. Chern-Finsler 联络

是 Kobayashi [19] 首先引进的, 联络 1-形式为

ωα
β = Gλ̄α∂Gβλ̄ = Γα

β;µdz
µ + Γα

βγδv
γ , (2.3)

其中,

Γα
β;µ = Gλ̄αδµ(Gβλ̄), Γα

βγ = Gλ̄αGβλ̄γ . (2.4)

Rund [32] 首先引进了强拟凸复 Finsler度量 G的复 Rund联络, 复 Rund联络和 Chern-Finsler联

络具有相同非线性联络系数和复水平丛. 记 D̂ : X (V) → X (T ∗
CM̃ ⊗V)为复 Rund联络. 复 Rund联络

的联络 1-形式为

ω̂α
β = Γα

β;µdz
µ. (2.5)

因此, ω̂α
β 就是 Chern-Finsler 联络的联络 1-形式 ωα

β 的水平部分. 文献 [40] 已经证明了复 Rund 联络

D̂ 是一个好的复垂直联络并且和 Hermite 内积 ⟨·, ·⟩ 具有水平相容性, 即

H⟨Z,W ⟩ = ⟨∇HZ,W ⟩+ ⟨Z,∇HW ⟩, ∀H ∈ V, ∀Z,W ∈ V.
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定义 2.3 [1] 令 G 是复流形 M 上的一个强拟凸的复 Finsler 度量. 若 Γα
β;µ = Γα

µ;β , 则称 G 是

强 Kähler 的; 若 (Γα
β;µ − Γα

µ;β)v
β = 0, 则称 G 是 Kähler 的; 若 Gα(Γ

α
β;µ − Γα

µ;β)v
β = 0, 则称 G 是弱

Kähler 的.

Chen和 Shen [3] 证明了 Kähler-Finsler度量实际上是强 Kähler的. 因此, Kähler度量在复 Finsler

几何中的推广只有 Kähler-Finsler 度量和弱 Kähler-Finsler 度量这两类. 文献 [44–47, 58] 构造了许多

Kähler-Finsler 度量.

由于 G 的强拟凸性, 所以在射影切丛 PM̃ = M̃/C∗ 上可以诱导一个 Hermite 度量

G̃ = Gαβ̄dz
α ⊗ dz̄β + (logG)αβ̄δv

α ⊗ δv̄β .

记 ωV =
√
−1(logG)αβ̄δv

α ∧ δv̄β 和 ωH =
√
−1Gαβ̄dz

α ∧ dz̄β , 则 PM̃ 上有一个不变的体积形式 (参见

文献 [59])

dµPM̃ =
ωm−1
V

(m− 1)!
∧ ωm

H
m!

. (2.6)

为了简单起见, 记 dσ 为 dµPM̃ 的垂直部分, 则

dσ =
ωm−1
V

(m− 1)!
. (2.7)

所以

dµPM̃ = det(Gαβ̄)dσ ∧ dν, (2.8)

其中 dν = (
√
−1

∑m
α=1 dz

α ∧ dz̄α)m. 令

dµM =

(∫
PzM̃

det(Gαβ̄)dσ

)
dν. (2.9)

文献 [60] 已经证明了 dµM 是 M 上的一个不变体积形式.

令 X = Xαδα 为 PM̃ 上一个水平向量场. 定义 X 关于 dµPM̃ 的散度为

(divX)dµPM̃ = LXdµPM̃ , (2.10)

其中 LX 是沿 X 关于体积形式 dµPM̃ 的 Lie 导数. 记 i(X) 为内乘算子. 由文献 [57] 可知

(divX)dµPM̃ = d(i(X)dµPM̃ ), (2.11)

divX = δα(X
α) +Xα

m∑
γ=1

Γ γ
γ;α. (2.12)

对于任意的 f ∈ C∞(PM̃), 都有

div(fX) = X(f) + fdivX. (2.13)
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3 第一变分公式

令 N 是一个 n 维实流形, 其局部坐标记为 y = (y1, y2, . . . , yn). 假设 g = gij(y)dy
idyj 是 N 上的

一个光滑 Riemann 度量. 记 ∇ 为 (N, g) 上的 Levi-Civita 联络, 其联络系数记为

γk
ij =

1

2
gkl

(
∂gil
∂yj

+
∂gjl
∂yi

− ∂gij
∂yl

)
. (3.1)

Levi-Civita 联络 ∇ 的曲率算子 R 定义为

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z.

令 R( ∂
∂yi ,

∂
∂yj )

∂
∂yk = Rl

kij
∂

∂yl , 则

Rl
kij =

∂γl
kj

∂yi
− ∂γl

ki

∂yj
+ γh

kjγ
l
hi − γh

kiγ
l
hj . (3.2)

Levi-Civita 联络 ∇ 的 Riemann 曲率张量记为

Rijkl = gihR
h
jkl.

在局部坐标系下,

Rijkl =
1

2

(
∂2gil

∂yj∂yk
+

∂2gjk
∂yi∂yl

− ∂2gik
∂yj∂yl

− ∂2gjl
∂yi∂yk

)
+ gst([jk, s][il, t]− [jl, s][ik, t]), (3.3)

其中

[jk, s] =
1

2

(
∂gjs
∂yk

+
∂gks
∂yj

− ∂gjk
∂ys

)
. (3.4)

Riemann 曲率算子 R 定义为

R(X,Y, Z,W ) = g(X,R(Z,W )Y ).

定义由两个线性无关的切向量 X = Xi ∂
∂yi 和 Y = Y i ∂

∂yi ∈ TN 张成的 2-平面 Π(X,Y ) 上的截面曲

率为

K(X,Y ) =
RijklX

iY jXkY l

(gijgkl − gilgjk)XiXjY kY l
. (3.5)

本文将度量 g 对称、复线性延拓到复化的切丛 TCN 上, 并将曲率算子 R 复线性化.

定义 3.1 [13] 对于任意的非零复切向量 Z = Zi ∂
∂yi 和 W = W j ∂

∂yj , 若

R(Z,W,Z,W ) = RijklZ
iW jZ

k
W

l 6 0 (或者 < 0), (3.6)

则称 (N, g) 具有非正 (或者负) 的复截面曲率.

非正复截面曲率对应于 Sampson [34] 所定义的 Hermite 负曲率. 令 (M,G) 是一个紧致强拟凸复

Finsler流形, (N, g)是一个 Riemann流形. 假设 f 是 M 到 N 的光滑映照, 在局部坐标系下可将 f 表

示为

yi = f i(z1, . . . , zm, z̄1, . . . , z̄m), i = 1, . . . , n.
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存在一个诱导的取值在 f−1TCN 上的 1-形式 df . 而 df 可分解成 (1, 0)-形式 ∂f 和 (0, 1)-形式 ∂̄f ,

其中,

∂f : T 1,0M → TCN, ∂̄f : T 0,1M → TCN.

局部地,

∂f = f i
αdz

α ⊗ ∂

∂yi
, ∂̄f = f i

β̄dz̄
β ⊗ ∂

∂yi
,

其中 f i
α = ∂fi

∂zα , f
i
β̄
= ∂fi

∂z̄β . 显然, ∂̄f = ∂f .

由于基本张量 Gαβ̄ 对切方向 v 的齐次性, 所以自然可以将 f 看作射影切丛 PM̃ 到 N 的映照, 因

此 df 可以看作 TCPM̃ 到 TCN 的映照,此时将 f−1TCN 看作 PM̃ 上的拉回丛,将 ∂f i 和 ∂̄f i 看作 PM̃
上的水平形式. 利用复 Rund 联络 D̂ 和拉回丛 f−1TCN 上的 Levi-Civita 联络 ∇f−1

, 定义

(D̃(df))(X,Y ) = ∇f−1

X df(Y )− df(D̂Y X), X, Y ∈ X (HC). (3.7)

直接计算可得

D̃(∂f) = (f i
α | βdz

α ⊗ dzβ + f i
β̄ |αdz̄

β ⊗ dzα)⊗ ∂

∂yi
, (3.8)

D̃(∂̄f) = (f i
α | β̄dz

α ⊗ dz̄β + f i
ᾱ | β̄dz̄

α ⊗ dz̄β)⊗ ∂

∂yi
, (3.9)

其中,

f i
α | β = f i

αβ − Γµ
α;βf

i
µ + γi

jkf
j
βf

k
α, (3.10)

f i
α | β̄ = f i

β̄ |α = f i
αβ̄ + γi

jkf
j
αf

k
β̄ , (3.11)

f i
ᾱ | β̄ = f i

ᾱβ̄ − Γ µ̄

ᾱ;β̄
f i
µ̄ + γi

jkf
j

β̄
fk
ᾱ. (3.12)

显然, f i
ᾱ | β̄ = f i

α | β . 因此, D̃(∂f) = D̃(∂̄f). 当 G 是 Kähler-Finsler 度量时, f i
α | β = f i

β |α.

定义映照 f 的 ∂̄-能量密度为

e′′(f) = ⟨∂̄f, ∂̄f⟩ = Gβ̄α(z, v)f j

β̄
f i
ᾱgij(f(z)), (3.13)

这里 ⟨·, ·⟩ 表示 PM̃ 上取值于 f−1TCN 的复水平外微分形式的逐点内积. 则映照 f 的 ∂̄-能量泛函定

义为

E′′(f) =

∫
PM̃

e′′(f)dµPM̃ . (3.14)

类似地, 也可以定义映照 f 的 ∂-能量密度

e′(f) = ⟨∂f, ∂f⟩ = Gβ̄α(z, v)f i
αf

j
βgij(f(z))

和 ∂-能量泛函

E′(f) =

∫
PM̃

e′(f)dµPM̃ .

则映照 f 的 d-能量密度和 d-能量泛函分别记作 e(f) = e′(f) + e′′(f) 和 E(f) = E′(f) + E′′(f).

由于 (N, g) 是一个 Riemann 流形, 于是有

E′(f) = E′′(f) =
1

2
E(f). (3.15)
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因此 K(f) = E′(f)− E′′(f) 是同伦不变量.

考虑 f = f0 的一个光滑变分, 即一族光滑映照

ft : M → N, t ∈ ∆ε = {t ∈ C : |t| < ε}.

则 ft 的 ∂̄-能量泛函变分为

∂

∂t
E′′(ft)

∣∣∣∣
t=0

=

∫
PM̃

∂

∂t
e′′(ft)

∣∣∣∣
t=0

dµPM̃ . (3.16)

将 {ft} 在拉回丛 f−1
t TCN 上诱导的向量场记为

Vt = ∂ft

(
∂

∂t

)
=

∂f i
t

∂t

∂

∂yi
. (3.17)

当 t = 0 时, 记

V = V0 =

(
∂f i

t

∂t

∣∣∣∣
t=0

)
∂

∂yi
=: V i ∂

∂yi
. (3.18)

从现在起, 在无特殊说明的情形下总是假设 G 是紧致复流形 M 上的 Kähler-Finsler 度量.

定理 1.1 的证明 注意到 {V i} 与 {vα} 无关, 直接计算可得

∂e′′(ft)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= Gβ̄α

[
δα(V

i)f j

β̄
gij + f i

αδβ̄(V
j)gij + f i

αf
j

β̄

∂gij
∂yk

V k

]
.

记 X = Gβ̄αf j

β̄
gijV

iδα, 则

Gβ̄αδα(V
i)f j

β̄
gij = δα(X

α) +Xα
m∑

γ=1

Γ γ
α;γ −Gβ̄α

(
f j

αβ̄
gij + f j

β̄

∂gij
∂yk

fk
α

)
V i.

由 (2.11) 和 (2.12) 可得∫
PM̃

Gβ̄αδα(V
i)f j

β̄
gijdµPM̃ = −

∫
PM̃

Gβ̄α

(
f j

αβ̄
+ fk

αf
l
β̄

∂gpl
∂yk

gpj
)
gijV

idµPM̃ . (3.19)

利用上述方法, 则有∫
PM̃

Gβ̄αf j
αδβ̄(V

i)gijdµPM̃ = −
∫
PM̃

Gβ̄α

(
f j

αβ̄
+ fk

αf
l
β̄

∂gkp
∂yl

gjp
)
gijV

idµPM̃ . (3.20)

另外, 因为

Gβ̄αfk
αf

l
β̄

∂gkl
∂yi

V i = Gβ̄αfk
αf

l
β̄

∂gkl
∂yp

gjpgijV
i,

所以
∂

∂t
E′′(ft)

∣∣∣∣
t=0

=

∫
PM̃

Gβ̄α

[
− 2f j

αβ̄
+ fk

αf
l
β̄

(
∂gkl
∂yp

− ∂gpl
∂yk

− ∂gkp
∂yl

)
gpj

]
gijV

idµPM̃

=− 2

∫
PM̃

Gβ̄α(f j

αβ̄
+ γj

klf
k
αf

l
β̄)gijV

idµPM̃ .

结论得证.
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将 Chern-Finsler 联络的水平挠率张量记作 Sα
βγ = 1

2 (Γ
α
β;γ − Γα

γ;β), 将指标 α 和 γ 缩并可以得到如

下形式的张量 [20]

Sβ =
m∑

γ=1

Sγ
βγ =

m∑
γ=1

1

2
(Γ γ

β;γ − Γ γ
γ;β).

为了简单起见, 将 Sβ 简记为 Sβ̄ .

注 3.1 当 (M,G) 是一般的强拟凸复 Finsler 流形时, 利用定理 1.1 的证明过程, 可得

∂

∂t
E′′(ft)

∣∣∣∣
t=0

= −2

∫
PM̃

Gβ̄α(f j

α | β̄ − Sαf
j

β̄
− Sβ̄f

j
α)gijV

idµPM̃ . (3.21)

因此, 定理 1.1 中将 Kähler-Finsler 流形的条件改成平衡复 Finsler 流形 [21] (等价于 Sα = 0), (1.3) 仍

然成立.

定义 f 的张力场为

τ(f) = Gβ̄αf i
α | β̄

∂

∂yi
, (3.22)

这是拉回丛 f−1TCN 上的一个截影.

定义 3.2 假设 f : (M,G) → (N, g) 是一个光滑映照. 如果 f 是 ∂̄-能量泛函的第一变分的临界

点, 则称 f 是调和映照; 如果 τ(f) 消失, 则称 f 是强调和映照.

由 (1.3) 可以看出, f 是调和映照当且仅当∫
PM̃

g(τ(f), V )dµPM̃ = 0. (3.23)

接下来考虑 Kähler-Finsler 流形到 Riemann 流形的调和映照的存在性.

引理 3.1 [10] 假设 (M,G) 是一个紧致强拟凸的复 Finsler 流形, 则对于任意的函数 f : PM̃ → R
都有 ∫

PM̃
fdµPM̃ =

∫
M

dν

∫
PzM̃

f det(Gκν̄)dσ.

引理 3.2 [10] 假设 (M,G) 是一个强拟凸的复 Finsler 流形. 令

γβ̄α(z) :=

∫
PzM̃

Gβ̄α(z, v) det(Gκν̄)dσ∫
PzM̃

det(Gκν̄)dσ
,

则 ds2 = γαβ̄dz
αdz̄β 是 M 上的一个 Hermite 度量, 其中 (γαβ̄) = (γβ̄α)−1.

由引理 3.1 和 3.2 可知, f 是调和映照当且仅当∫
M

γβ̄αf j

α | β̄gijV
idµM = 0. (3.24)

由于向量场 V 是任意的, 所以 f 是调和映照当且仅当

γβ̄αf j

α | β̄ = 0. (3.25)

因此, f 是 (M,G) 到 (N, g) 的调和映照当且仅当 f 是 (M,ds2) 到 (N, g) 的 Hermite 调和映照. 利用

Jost 和 Yau [17] 关于 Hermite 调和映照的存在性结果, 可得到定理 1.2 和如下结论.

定理 3.1 令 (M,G) 是一个紧致 Kähler-Finsler 流形, (N, g) 是一个具有非正截面曲率的紧致

Riemann流形. 假设 f0 : M → N 是一个光滑映照并且 Euler示性类 E (f∗
0TN) ̸= 0,则存在一个 M 到

N 的同伦于 f0 的调和映照 f .

注 3.2 Jost 和 Yau [17] 关于 Hermite 调和映照存在性的其他结果, 对紧致 Kähler-Finsler 流形

(M,G) 到具有非正截面曲率的紧致 Riemann 流形 (N, g) 的调和映照同样成立. 这里不再一一列举.
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4 第二变分公式

本节给出 Kähler-Finsler 流形到 Riemann 流形的调和映照的 ∂̄-能量泛函的第二变分公式. 如果

∂̄-能量泛函的第二变分公式是非负的, 则称调和映照是稳定的.

为了方便起见, 引进记号: ∂af = f i
a

∂
∂yi , DaV

i = ∂V i

∂za + γi
jkV

jfk
a , 其中 a = α, ᾱ, 1 6 α 6 m,

D′V = (DαV
i)dzα ⊗ ∂

∂yi
, D′′V = (Dβ̄V

i)dz̄β ⊗ ∂

∂yi
. (4.1)

可以直接验证 D′V +D′′V = ∇f−1

V .

定理 1.3 的证明 为了简单起见, 在不引起混淆的情形下将 ft 简写为 f . 由 (3.13) 可得

∂

∂t
e′′(ft) = Gβ̄α

(
∂f i

α

∂t
f j

β̄
gij + f i

α

∂f j

β̄

∂t
gij + f i

αf
j

β̄

∂gij
∂yk

∂fk

∂t

)
.

将上式对 t̄ 求偏导, 则有

∂2e′′(f)

∂t∂t̄
= Gβ̄α

(
∂f i

α

∂t

∂f j

β̄

∂t̄
gij +

∂f i
α

∂t̄

∂f j

β̄

∂t
gij + f i

αf
j

β̄

∂2gij
∂yk∂yl

∂fk

∂t

∂f l

∂t̄
+ f i

αf
j

β̄

∂gij
∂yk

∂2fk

∂t∂t̄

)
+ 2Re

(
Gβ̄α ∂

2f i
α

∂t∂t̄
f j

β̄
gij +Gβ̄α ∂f

i
α

∂t̄

∂fk

∂t
f j

β̄

∂gij
∂yk

+Gβ̄α ∂f
i
α

∂t

∂fk

∂t̄
f j

β̄

∂gij
∂yk

)
. (4.2)

因为

∂gij
∂yk

= ghjγ
h
ik + gihγ

h
jk,

∂2gij
∂yk∂yl

= (grjγ
r
hl + ghrγ

r
jl)γ

h
ik + ghj

∂γh
ik

∂yl
+ (grhγ

r
il + girγ

r
hl)γ

h
jk + gih

∂γh
jk

∂yl
,

所以 (4.2) 变为

∂2e′′(f)

∂t∂t̄
= Gβ̄α

(
∂f i

α

∂t

∂f j

β̄

∂t̄
+

∂f i
α

∂t̄

∂f j

β̄

∂t

)
gij +Gβ̄αf i

αf
j

β̄
ghr(γ

r
jlγ

h
ik + γr

ilγ
h
jk)

∂fk

∂t

∂f l

∂t̄

+Gβ̄αf i
αf

j

β̄

(
grjγ

r
hlγ

h
ik + ghj

∂γh
ik

∂yl
+ girγ

r
hlγ

h
jk + gih

∂γh
jk

∂yl

)
∂fk

∂t

∂f l

∂t̄

+Gβ̄αf i
αf

j

β̄
(ghjγ

h
ik + gihγ

h
jk)

∂2fk

∂t∂t̄

+ 2Re

[
Gβ̄α

(
∂2f i

α

∂t∂t̄
+

∂fr
α

∂t̄

∂fh

∂t
γi
rh +

∂fh
α

∂t

∂fr

∂t̄
γi
hr

)
f j

β̄
gij

]
+ 2Re

[
Gβ̄α

(
∂f i

α

∂t̄

∂fk

∂t
+

∂f i
α

∂t

∂fk

∂t̄

)
γj
lkf

l
β̄gij

]
. (4.3)

类似于文献 [39], 引进下列记号:

D

∂t̄

∂f i

∂t
=

∂2f i

∂t∂t̄
+ γi

hr

∂fh

∂t

∂fr

∂t̄
,

D

∂t
(f i

α) =
∂f i

α

∂t
+ γi

hk

∂fh

∂t
fk
α,

D

∂t
(f i

β̄) =
∂f i

β̄

∂t
+ γi

hl

∂fh

∂t
f l
β̄ .

令 X = Gβ̄α D
∂t̄

∂fi

∂t f
j

β̄
gijδα, 则

div(X) = Gβ̄α

[
∂2f i

α

∂t∂t̄
+

∂γi
hr

∂yk
fk
α

∂fh

∂t

∂fr

∂t̄
+ γi

hr

(
∂fh

α

∂t

∂fr

∂t̄
+

∂fh

∂t

∂fr
α

∂t̄

)]
f j

β̄
gij
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+Gβ̄α D

∂t̄

∂f i

∂t
f j

α | β̄gij +Gβ̄α D

∂t̄

∂f i

∂t
ghjγ

h
ikf

j

β̄
fk
α. (4.4)

因为

2Re

[
Gβ̄αgij

∂γi
hr

∂yk
fk
αf

j

β̄

∂fh

∂t

∂fr

∂t̄

]
= Gβ̄α

(
gij

∂γi
hr

∂yk
+ gik

∂γi
hr

∂yj

)
fk
αf

j

β̄

∂fh

∂t

∂fr

∂t̄
,

所以

Gβ̄αf i
αf

j

β̄

(
grjγ

r
hlγ

h
ik + ghj

∂γh
ik

∂yl
+ girγ

r
hlγ

h
jk + gih

∂γh
jk

∂yl

)
∂fk

∂t

∂f l

∂t̄
− 2Re

[
Gβ̄αgij

∂γi
hr

∂yk
fk
αf

j

β̄

∂fh

∂t

∂fr

∂t̄

]
= Gβ̄α[(gjhγ

p
klγ

h
pi + gihγ

p
klγ

h
pj)− (Rjkil +Rikjl)]f

i
αf

j

β̄

∂fk

∂t

∂f l

∂t̄
.

注意到

2Re

[
Gβ̄α D

∂t̄

∂f i

∂t
ghjγ

h
ikf

j

β̄
fk
α

]
= Gβ̄αf i

αf
j

β̄

[
(ghjγ

h
ik + gihγ

h
jk)

∂2fk

∂t∂t̄
+ (gihγ

p
klγ

h
pj + gjhγ

p
klγ

h
pi)

∂fk

∂t

∂f l

∂t̄

]
,

并且 ∣∣∣∣D∂t (f i
α)dz

α ⊗ ∂

∂yi

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣D∂t (f i
β̄)dz̄

β ⊗ ∂

∂yi

∣∣∣∣2
= Gβ̄α

(
∂f i

α

∂t

∂f j

β̄

∂t̄
+

∂f i
α

∂t̄

∂f j

β̄

∂t

)
gij +Gβ̄α ∂f

h

∂t

∂fr

∂t̄
(γi

hkγ
j
rl + γi

rkγ
j
hl)f

k
αf

l
β̄gij

+ 2Re

[
Gβ̄α

(
∂f i

α

∂t

∂fr

∂t̄
γj
rl +

∂f i
α

∂t̄

∂fh

∂t
γj
hl

)
f l
β̄gij

]
,

则有

∂2e′′(f)

∂t∂t̄
− 2Rediv(X) =

∣∣∣∣D∂t (f i
α)dz

α ⊗ ∂

∂yi

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣D∂t (f i
β̄)dz̄

β ⊗ ∂

∂yi

∣∣∣∣2
−RikjlG

β̄α(f i
αf

j

β̄
+ f i

β̄f
j
α)

∂fk

∂t

∂f l

∂t̄
− 2Re

[
D

∂t̄

∂f i

∂t
Gβ̄αf j

α | β̄gij

]
. (4.5)

另外,

(DαV
i)dzα + (Dβ̄V

i)dz̄β =

(
D

∂t
(f i

α)dz
α +

D

∂t
(f i

β̄)dz̄
β

)∣∣∣∣
t=0

,∫
PM̃

D

∂t̄

∂f i

∂t
Gβ̄αf j

α | β̄gijdµPM̃ =

∫
M

D

∂t̄

∂f i

∂t
gijf

j

α | β̄γ
β̄αdµM ,

而且 f 调和当且仅当

γβ̄αf j

α | β̄ = 0.

将 (4.5) 等号两边同时积分, 则可以得到第二变分 (1.5).

接下来, 考虑 Kähler-Finsler 流形到 Riemann 流形的调和映照的稳定性.

定理 1.4 的证明 由于 (γβ̄α)是正定的,因此存在非奇异的方阵 (P βα)使得 γβ̄α =
∑m

λ=1 P
λβPλα.

由引理 3.1 和 3.2, 可以将 (1.5) 中的曲率项写成∫
PM̃

RikjlG
β̄α(f i

αf
j

β̄
+ f i

β̄f
j
α)V

kV
l
dµPM̃
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=

∫
M

Rikjlγ
β̄α(f i

αf
j

β̄
+ f i

β̄f
j
α)V

kV
l
dµM

=
m∑

λ=1

∫
M

Rikjl[(P
λαf i

α)(P
λβf j

β) + (Pλβf i
β)(P

λαf j
α)]V

kV
l
dµM .

因此当 (N, g) 具有非正的复截面曲率时, 则有 ∂2E′′(ft)
∂t∂t̄ |t=0 > 0, 调和映照 f 是稳定的.

已知当 Riemann流形 (N, g)具有常负截面曲率时,则 (N, g)具有负的复截面曲率.如果 Riemann

流形 (N, g)的截面曲率位于 −1和 −δ (0 < δ < 1)之间,则称 (N, g)为负 δ-夹型流形. Yau和 Zheng [56]

证明了当 δ > 1
4 时负 δ-夹型流形具有非正的复截面曲率. 因此, 根据定理 1.4 可得到以下结论.

命题 4.1 令 (M,G) 是一个紧致 Kähler-Finsler 流形, (N, g) 是一个具有负常截面曲率的紧致

Riemann 流形, 则 (M,G) 到 (N, g) 的调和映照是稳定的.

命题 4.2 令 (M,G) 是一个紧致 Kähler-Finsler 流形, (N, g) 是一个 δ > 1
4 的负 δ-夹型紧致

Riemann 流形, 则 (M,G) 到 (N, g) 的调和映照是稳定的.

5 目标流形为 Kähler 流形的情形

若 N 是一个 n维复流形,其局部全纯坐标系记为 w = (w1, w2, . . . , wn),其中 wi = yi +
√
−1yn+i.

假设 h = hij̄(w)dw
idw̄j 是 N 上的一个 Hermite度量. 将 h的 Chern联络 ∇系数记为 Γi

jk = hl̄i∂k(hjl̄),

全纯曲率张量记为

Rij̄kl̄ = −∂k∂l̄(hij̄) + hs̄t∂k(his̄)∂l̄(htj̄).

如果 f 是 M 到 N 的光滑映照, 其 ∂̄-能量密度和 ∂̄-能量泛函分别定义为

e′′(f) = ⟨∂̄f, ∂̄f⟩ = Gβ̄α(z, v)f i
β̄f

j̄
αhij̄(f(z)), (5.1)

E′′(f) =

∫
PM̃

e′′(f)dµPM̃ , (5.2)

其中 ⟨·, ·⟩ 表示 PM̃ 上取值于 f−1T 1,0N 的复水平外微分形式的逐点内积. 同样也可以定义映照 f 的

∂-能量密度和 ∂-能量泛函:

e′(f) = ⟨∂f, ∂f⟩ = Gβ̄α(z, v)f i
αf

j̄

β̄
hij̄(f(z)), (5.3)

E′(f) =

∫
PM̃

e′(f)dµPM̃ . (5.4)

如果记 F = (Ref, Imf), 则 F 是复流形 M 到实流形 NR 的光滑映照. 通过直接计算得

e′′(F ) = e′(F ) =
1

2
(e′(f) + e′′(f)). (5.5)

在不引起混淆的情形下, 仍记

f i
α | β̄ = f i

αβ̄ + Γi
jkf

j
αf

k
β̄ . (5.6)

Han和 Shen [10] 将复 Finsler流形到 Hermite流形的调和映照定义为 ∂̄-能量泛函的第一变分的临

界点, 并且证明了当 (M,G) 是一个紧致 Kähler-Finsler 流形且 (N,h) 是 Kähler 流形时, 映照 f 的第

一变分满足

∂E′(ft)

∂t
=

∂E′′(ft)

∂t
= −

∫
PM̃

Gβ̄α

[
(f i

t )α | β̄
∂f̄ j

t

∂t
+ (f j

t )β | ᾱ
∂f i

t

∂t

]
hij̄dµPM̃ . (5.7)
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Han 和 Shen [10] 利用引理 3.1 和 3.2, 得到 f 是 Kähler-Finsler 流形 (M,G) 到 Kähler 流形 (N,h) 的

调和映照当且仅当

γβ̄αf i
α | β̄ = 0. (5.8)

在局部坐标系下, 也可以直接验证 (5.7) 中积分项的被积部分等于

2Gβ̄α(F i
t )α | β̄

∂F j
t

∂t
gij,

其中, Ft = (Reft, Imft), 指标 i 和 j 均是 1 到 2n, g = Reh 是相应的 Riemann 度量. 于是, 可得到以

下结论.

命题 5.1 令 (M,G) 是一个紧致 Kähler-Finsler 流形, (N,h) 是一个紧致 Kähler 流形. 假设 f

是 M 到 N 的光滑映照, 则 f 是 (M,G) 到 (N,h) 的调和映照当且仅当 F = (Ref, Imf) 是 (M,G) 到

Riemann 流形 (N,Reh) 的调和映照.

接下来考虑 Kähler-Finsler 流形到 Kähler 流形的调和映照的能量泛函的二阶变分. 假设 (M,G)

是一个紧致 Kähler-Finsler 流形, (N,h) 是一个紧致 Kähler 流形.

由变分 ft 诱导的拉回丛 f−1
t TCN 上的向量场记为

Vt = dft

(
∂

∂t

)
= ∂ft

(
∂

∂t

)
+ ∂f̄t

(
∂

∂t

)
=: V ′

t + V ′′
t , (5.9)

其中,

V ′
t =

∂f i
t

∂t

∂

∂wi
, V ′′

t =
∂f̄ i

t

∂t

∂

∂w̄i
.

当 t = 0 时, 记

V ′ = V ′
0 =

(
∂f i

t

∂t

∣∣∣∣
t=0

)
∂

∂wi
, V ′′ = V ′′

0 =

(
∂f̄ i

t

∂t

∣∣∣∣
t=0

)
∂

∂w̄i
. (5.10)

今后记 V ′̄i = V ′i, V ′′i = V ′′̄i, 并且引进下列记号: ∂af = f i
α

∂
∂wi , ∂af̄ = f ī

a
∂

∂w̄i ,

DaU
i =

∂U i

∂za
+ Γi

jkf
j
aU

k, U i = V ′i, V ′′i,

DaU
ī =

∂U ī

∂za
+ Γī

j̄k̄f
j̄
aU

k̄, U ī = V ′̄i, V ′′̄i,

其中, a = α, ᾱ, 1 6 α 6 m, 1 6 i 6 n. 显然, DαU
i = DᾱU ī, DᾱU

i = DαU ī. 当 U = V ′, V ′′ 时, 记

D′U = (DαU
i)dzα ⊗ ∂

∂wi
, D′′U = (Dβ̄U

i)dz̄β ⊗ ∂

∂wi
. (5.11)

可以直接验证 D′V ′ +D′′V ′ = ∇f−1

V ′ 和 D′V ′′ +D′′V ′′ = ∇f−1

V ′′.

定理 1.5 的证明 这里只证明 (1.6), 而 (1.7) 可采用相同的方法得到. 为了简单起见, 在不引起

混淆的情形下将 ft 简写为 f . 直接计算可得

∂

∂t
e′(ft) = Gβ̄α

(
∂f i

α

∂t
f j̄

β̄
+ f i

α

∂f j̄

β̄

∂t

)
hij̄ +Gβ̄αf i

αf
j

β̄

(
∂hij̄

∂wk

∂fk

∂t
+

∂hij̄

∂w̄l

∂f l̄

∂t

)
.

将上式对 t̄ 求偏导, 则有

∂2e′(ft)

∂t∂t̄
= Gβ̄α

[(
∂f i

α

∂t

∂f j̄

β̄

∂t̄
+

∂f i
α

∂t̄

∂f j̄

β̄

∂t

)
hij̄ + f i

αf
j̄

β̄

∂2hij̄

∂wk∂w̄l

(
∂fk

∂t

∂f l̄

∂t̄
+

∂fk

∂t̄

∂f l̄

∂t

)]
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+ 2Re

(
Gβ̄αf i

αf
j̄

β̄

∂hij̄

∂wk

∂2fk

∂t∂t̄
+Gβ̄α ∂

2f i
α

∂t∂t̄
f j̄

β̄
hij̄ +Gβ̄αf i

αf
j̄

β̄

∂2hij̄

∂wk∂wl

∂fk

∂t

∂f l

∂t̄

)

+ 2Re

[
Gβ̄α

(
∂f i

α

∂t̄
f j̄

β̄
+ f i

α

∂f j̄

β̄

∂t̄

)(
∂hij̄

∂wk

∂fk

∂t
+

∂hij̄

∂w̄l

∂f l̄

∂t

)]
. (5.12)

引进下列记号:
D

∂t̄

∂f i

∂t
=

∂2f i

∂t∂t̄
+ Γi

hr

∂fh

∂t

∂fr

∂t̄
,

D

∂t
(f i

α) =
∂f i

α

∂t
+ Γi

hk

∂fh

∂t
fk
α,

D

∂t̄
(f i

α) =
∂f i

α

∂t̄
+ Γi

hl

∂fh

∂t̄
f l
α.

令 X = Gβ̄α D
∂t̄

∂fi

∂t f
j̄

β̄
hij̄δα, 则

div(X) = Gβ̄α

[
∂2f i

α

∂t∂t̄
+

(
∂Γi

hr

∂wk
fk
α +

∂Γi
hr

∂w̄l
f l̄
α

)
∂fh

∂t

∂fr

∂t̄
+ Γi

hr

(
∂fh

α

∂t

∂fr

∂t̄
+

∂fh

∂t

∂fr
α

∂t̄

)]
f j̄

β̄
hij̄

+Gβ̄α

(
D

∂t̄

∂f i

∂t

)(
∂2f̄ j

∂zα∂z̄β
+ Γj̄

q̄l̄
f q̄
αf

l̄
β̄

)
hij̄ +Gβ̄α

(
D

∂t̄

∂fp

∂t

)
Γi
pkf

k
αf

j̄

β̄
hij̄ . (5.13)

因为

f i
αf

j̄

β̄

∂2hij̄

∂wk∂w̄l
= f i

αf
j̄

β̄
(Γp

ikΓ
q̄

j̄l̄
hpq̄ −Rij̄kl̄) = fp

αΓ
i
pkf

q̄

β̄
Γj̄

q̄l̄
hij̄ −Rij̄kl̄f

i
αf

j̄

β̄
,

f i
αf

j̄

β̄

∂2hij̄

∂wk∂wl
= f i

αf
j̄

β̄

(
∂Γp

ik

∂wl
+ Γs

ikΓ
p
sl

)
hpj̄ = fp

αf
j̄

β̄

(
∂Γi

pk

∂wl
+ Γs

pkΓ
i
sl

)
hij̄ ,

所以

∂2e′(ft)

∂t∂t̄
− 2Rediv(X)

= Gβ̄α

[
D

∂t
(f i

α)
D

∂t
(f j

β) +
D

∂t̄
(f i

α)
D

∂t̄
(f j

β)

]
hij̄ −Rij̄kl̄G

β̄αf i
αf

j̄

β̄

(
∂fk

∂t

∂f l

∂t
+

∂fk

∂t̄

∂f l

∂t̄

)
+ 2Re

[
Gβ̄αRij̄kl̄f

j̄

β̄
f l̄
α

∂f i

∂t

∂fk

∂t̄

]
− 2Re

[
Gβ̄α

(
D

∂t̄

∂f i

∂t

)
f j
β | ᾱhij̄

]
. (5.14)

由于 f 调和, 所以

Re

∫
PM̃

Gβ̄α

(
D

∂t̄

∂f i

∂t

)
f j
β | ᾱhij̄dµPM̃ = Re

∫
M

(
D

∂t̄

∂f i

∂t

)
hij̄ [γ

ᾱβf j
β | ᾱ]dµM = 0.

将 (5.14) 等号两边同时积分, 则可以得到第二变分 (1.6).

注 5.1 韩敬伟 [9] 给出了复 Finsler 流形到 Hermite 流形的调和映照的 ∂̄-能量泛函的第二变分

公式, (1.7) 在文献 [9] 中也被明确给出.

不难看出,

V = ∂ft

(
∂

∂t

)∣∣∣∣
t=0

+ ∂f̄t

(
∂

∂t

)∣∣∣∣
t=0

= ∂Ft

(
∂

∂t

)∣∣∣∣
t=0

,

∂aF = ∂af + ∂af̄ = f i
a

∂

∂wi
+ f ī

a

∂

∂w̄i
, a = α, ᾱ.
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记 γi
jl 是 Riemann 度量 g = Reh 的 Levi-Civita 联络的联络系数. 在 Kähler 条件下, 则有

γi
jk = −γi

j+n k+n = γi+n
j k+n = Re(Γi

jk), (5.15)

γi+n
jk = −γi

j+n k = −γi+n
j+n k+n = Im(Γi

jk). (5.16)

可直接计算出

γi
jlV

jF l
α =

1

2
(Γi

jkV
′jfk

α + Γī
j̄k̄V

′′j̄f k̄
α),

γi+n
jl V jF l

α =
1

2
√
−1

(Γi
jkV

′jfk
α − Γī

j̄k̄V
′′j̄f k̄

α),

γi
jlV

jF l
β̄ =

1

2
(Γi

jkV
′jfk

β̄ + Γī
j̄k̄V

′′j̄f k̄
β̄ ),

γi+n
jl V jF l

β̄ =
1

2
√
−1

(Γi
jkV

′jfk
β̄ − Γī

j̄k̄V
′′j̄f k̄

β̄ ),

进一步可得

DaV
i =

1

2
(DaV

′i +DaV
′′̄i),

DaV
i+n =

1

2
√
−1

(DaV
′i −DaV

′′̄i),

其中 a = α, ᾱ. 于是,

⟨D′V,D′V ⟩ = 1

2
[⟨D′V ′, D′V ′⟩+ ⟨D′V ′′, D′V ′′⟩], (5.17)

⟨D′′V,D′′V ⟩ = 1

2
[⟨D′′V ′, D′′V ′⟩+ ⟨D′′V ′′, D′′V ′′⟩]. (5.18)

将 Riemann 度量 g = Reh 复化, 则

g

(
∂

∂wi
,

∂

∂wj

)
= g

(
∂

∂w̄i
,

∂

∂w̄j

)
= 0, g

(
∂

∂wi
,

∂

∂w̄j

)
= g

(
∂

∂w̄i
,

∂

∂wj

)
=

1

2
hij̄ .

因为

Gβ̄αRij̄kl̄(f
i
αf

j̄

β̄
V ′kV ′l̄ + f i

β̄f
j̄
αV

′′kV ′′l̄)− 2Re[Gβ̄αf j̄

β̄
f l̄
αRij̄kl̄V

′iV ′′k]

= Gβ̄αRij̄kl̄(f
i
αV

′j̄ − f j̄
αV

′′i)(f l
βV

′k̄ − f k̄
βV

′′l),

Gβ̄αRij̄kl̄(f
j̄
αf

i
β̄V

′kV ′l̄ + f i
αf

j̄

β̄
V ′′kV ′′l̄)− 2Re[Gβ̄αf i

β̄f
k
αRij̄kl̄V

′′j̄V ′l̄]

= Gβ̄αRij̄kl̄(f
i
αV

′′j̄ − f j̄
αV

′i)(f l
βV

′′k̄ − f k̄
βV

′l),

所以

Gβ̄αR(∂β̄F, V, ∂αF, V ) =
1

2
Gβ̄αRij̄kl̄(f

i
αV

′j̄ − f j̄
αV

′′i)(f l
βV

′k̄ − f k̄
βV

′′l), (5.19)

Gβ̄αR(∂αF, V, ∂β̄F, V ) =
1

2
Gβ̄αRij̄kl̄(f

i
αV

′′j̄ − f j̄
αV

′i)(f l
βV

′′k̄ − f k̄
βV

′l). (5.20)

在局部坐标下, 本文验证了

∂2E′(ft)

∂t∂t̄

∣∣∣∣
t=0

+
∂2E′′(ft)

∂t∂t̄

∣∣∣∣
t=0

= 2
∂2E′′(Ft)

∂t∂t̄

∣∣∣∣
t=0

. (5.21)
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由 (5.5) 和 (5.7), 可以看出调和映照 f 的第二变分公式满足

∂2E′(ft)

∂t∂t̄

∣∣∣∣
t=0

=
∂2E′′(ft)

∂t∂t̄

∣∣∣∣
t=0

=
∂2E′′(Ft)

∂t∂t̄

∣∣∣∣
t=0

.

于是调和映照 f 的 ∂̄-能量泛函的第二变分公式可以写成

∂2E′′(ft)

∂t∂t̄

∣∣∣∣
t=0

=

∫
PM̃

[⟨D′V,D′V ⟩+ ⟨D′′V,D′′V ⟩]dµPM̃

−
∫
PM̃

Gβ̄α[R(∂β̄F, V, ∂αF, V ) +R(∂αF, V, ∂β̄F, V )]dµPM̃ . (5.22)

Siu [36] 称 Kähler 流形 (N,h) 的曲率张量 Rij̄kl̄ 是强负的 (或者强非正的), 如果对于任意的复数

Ai、Bj、Ci 和 Dj , 当至少有一对指标 (i, j) 使得 AiB
j − CiD

j ̸= 0 时有

Rij̄kl̄(A
iB

j − CiD
j
)(AlB

k − ClD
k
) < 0 (或者 6 0).

Siu [36,37] 分别证明了经典的四类典型域和两类例外典型域的不变 Kähler度量的曲率张量都是强非正

的. 经典的四类典型域分别记为

DI
r,s = {Z ∈ Cr×s : Ir − ZZ

T
> 0},

DII
p = {Z ∈ Cp×p : Ip − ZZ

T
> 0, Z = ZT},

DIII
q = {Z ∈ Cq×q : Iq − ZZ

T
> 0, Z = −ZT},

DIV
n = {z ∈ Cn : 1 + |zzT|2 − 2|z|2 > 0, |zzT| < 1},

它们的不变 Kähler 度量的势函数分别为

ΦDI
r,s

= log det(Ir − ZZ
T
)−1, ΦDII

p
= log det(Ip − ZZ

T
)−1,

ΦDIII
q

= log det(Iq − ZZ
T
)−1, ΦDIV

n
= log(1 + |zzT|2 − 2|z|2)−1.

注意到这里不变 Kähler 度量和 Bergman 度量相差一个常数. 两类例外典型域的实现比较复杂, 可

参见文献 [51–54]. 事实上, 两类例外典型域的无界域形式都属于文献 [49] 中的正规 Siegel 域 (旧称

N -Siegel 域), 它们的 Bergman 核函数在 Xu [50] 中已经出现, 只是未单独列出.

文献 [24]证明了一个 Kähler流形 (N,h)的曲率张量 Rij̄kl̄ 是强非正的等价于 (N,Reh)具有非正

的复截面曲率. 因此, 由定理 1.4 和命题 5.1 可得到定理 1.6.

致谢 作者衷心感谢审稿人提出的宝贵意见.
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Harmonic maps from Kähler-Finsler manifolds to Riemannian
manifolds

Hongjun Li & Chunhui Qiu

Abstract In this paper, we first derive the first variation formula of the ∂̄-energy functional for a smooth map
from a Kähler-Finsler manifold to a Riemannian manifold. By applying the existence theorem proved by Jost
and Yau for Hermitian harmonic maps, we obtain an existence theorem for harmonic maps from Kähler-Finsler
manifolds to Riemannian manifolds. Next, we derive the second variation formula of harmonic maps from a
Kähler-Finsler manifold to a Riemannian manifold. As an application, we prove that harmonic maps are stable
if the target Riemannian manifold has non-positive complex sectional curvature. At last, we discuss the second
variation formulas of harmonic maps from a Kähler-Finsler manifold to a Kähler manifold and prove that harmonic
maps are stable if curvature tensors of the target Kähler manifold are strongly non-positive.
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