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摘要 资产的联合波动率矩阵是资源配置和风险管理的重要统计量,对其准确估计是金融统计和风险

度量中的热点问题之一. 本文在带有市场信息的微观结构噪声下, 研究带跳对数价格的积分波动率矩

阵估计问题. 在多资产价格观察不同步下, 当资产数和样本量都趋向于无穷时, 利用不重叠区间方法

和稀疏性特征提出高维积分波动率矩阵的 4种估计方法,其收敛速度可以达到已存在高维积分波动率

矩阵估计的最优收敛速度. 同时, 所提出的调整估计量具有相合性和半正定性. 模拟研究中比较了这

些估计量的优缺点, 并将其应用于上海证券指数数据的实证研究中.
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1 引言

如今的社会是一个信息化、数字化的社会,互联网、物联网和云计算技术的迅猛发展,使得数据充

满着全天下. 与此同时, 数据也成为一种新的自然资源, 亟待人们对其加以合理、高效、充分地应用,

使之给人们的生活、工作带来更大的效益和价值. 在这类背景下, 数据的数目不仅以指数形式递增, 而

且数据的结构越来越趋于复杂化, 这就赋予 “大数据” 不同于以往通俗 “数据” 的内在结构. 随着电子

信息技术在国际证券市场上越发地普及应用,人们可以十分便捷地记录和存储高频数据和超高频数据

(日内以分钟、秒或分笔为采集频率). 因此, 整个金融市场数据呈现样本量大、资产数多的特点. 如何

充分利用这些海量样本数据帮助我们更好地理解市场、更有效管理市场风险, 已经成为经济界、金融

界以及统计界研究学者关心的热点问题.

现代金融的投资趋向于多元化发展, 由单一资产到众多资产, 从国内市场到国际市场不断地扩展,

即便在同一个市场中也会考虑在不同板块和不同行业间进行资金配置,所以建立各项资产之间有效的

波动关系对于资产选择和优化配置来说至关重要. Markowitz 最早于 1952 年在二维分析框架下说明
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了波动率矩阵在资产投资组合选择模型中扮演十分重要的角色; 在优化投资组合时, 联合波动率矩阵

是非常重要的一个输入值, 其估计的优良与否直接影响投资组合的风险.

现实的金融资产组合中通常涉及多达数百个甚至上千个资产,因此涉及的波动率矩阵通常是一个

高维情形. 目前与高维波动率矩阵估计有关的主导模型有两大类: 因子模型和连续扩散模型.

因子模型的好处在于其将众多资产的信息进行重新组合, 找出影响变量的共同结构因子, 进而达

到降维的目的, 从某种意义上降低了高维矩阵的估计难度; 另一方面, 它通过旋转使得因子变量更具

有可解释性. 最早由 Fan 等 [1] 在不假设波动率矩阵的稀疏性情形下, 直接对观察的对数价格数据建

立因子模型, 然后通过 Plug-in 最小二乘法估计因子负载矩阵. 但是他们所考虑的误差协方差矩阵是

对角矩阵, 进而得到波动率矩阵估计. 后来 Fan 等 [2] 考虑了在因子已知、误差协方差矩阵是稀疏的

情形下, 通过门限截断方法获得误差协方差矩阵进行积分波动率矩阵估计, 但在实际中寻找因子并非

一件容易的事情. 因此, Fan 等 [3] 又考虑因子未知的情形, 利用门限方法提出了 “POET” (principal

orthogonal complement thresholding) 估计量, 并将其应用到投资组合进行资产配置. 然而以上的文献

所考虑的因子都是离散的形式,于是, Fan等 [4]考虑了可观测的有限个连续的已知 Itô半鞅因子过程估

计高维积分波动率矩阵, 并将其应用到投资组合进行资产配置; 后来, Aı̈t-Sahalia 和 Xiu [5] 在文献 [4]

的基础上考虑未知的连续的 Itô 半鞅因子模型, 给出了新的高维波动率矩阵估计量及其应用. 鉴于前

面所获得的协方差估计量不具有稳健性, Fan 等 [6] 在因子已知、误差协方差矩阵是稀疏的情形下, 利

用 Huber损失函数获得了具有稳健性的协方差矩阵估计. Dai等 [7] 在因子和异质性成分为半鞅、负载

矩阵为常数的条件下分别讨论了因子已知负载未知、因子未知负载已知以及二者皆未知的情形下高

维协方差矩阵的估计及其渐近性质. 但是在因子模型下计算因子得分时, 采用最小二乘法有时可能会

失效; 其次, 因子模型通常假设同一天的波动率矩阵是一个常数矩阵, 并且所用的金融数据大都是低

频数据.

Wang和 Zou [8] 及 Tao等 [9] 认为一天的波动率矩阵不应该是常数矩阵, 与时间是有关系的, 但是

鉴于点波动率矩阵的时变性和记忆性, 很难被直接估计出来, 所以利用积分波动率矩阵估计代替对点

波动率矩阵的估计. 同时在连续扩散模型下, 他们发现当估计大量资产的积分波动率矩阵时, 已存在

的已实现波动率矩阵估计量具有很差的表现行为. 事实上, 当资产数和样本量同阶趋向于无穷时, 对

于独立同分布的随机过程, 高维积分波动率矩阵的估计量是不相合的. 因此, 当资产数 (p) 和样本量

(n) 趋向于无穷时 (这里的 p/n → 0), Wang 和 Zou [8] 使用高频数据在稀疏性的条件下通过非参的方

法首次提出了高维积分波动率矩阵的相合估计量 ARVM (averaging realized volatility matrix); 并且证

明了该相合估计的收敛速度依赖于样本量, 收敛速度达到 1/6. Tao 等 [9] 对 ARVM 估计量进行了改

进, 利用多阶段 PT (previous-tick) 方法和门限技巧, 提出了另一个高频金融数据积分波动率矩阵的

相合估计量 MSRVM (multi-scale realized volatility matrix), 并证明了在简单加性微观结构噪声的情

形下, 该估计量的收敛速度达到 1/4. Kim 等 [10] 总结了近几年利用高频数据估计高维积分波动率矩

阵的文献, 最终研究发现对于估计量 KRVM (kernel realized volatility matrix)、PRVM (pre-averaging

realized volatility matrix) 和 MSRVM, 这些矩阵的每一个元素的收敛速度达到 1/4, 但是这些矩阵并

不能保证半正定性. 尽管 KRVPM (kernel realized volatility positive semi-definite matrix) 和 PRVPM

(pre-averaging realized volatility positive semi-definite matrix)具有半正定性,但它们的收敛速度降到了

1/5. 换句话说, 收敛速度与半正定性二者不可兼得. 穆燕等 [11] 在带有交易信息的微观结构噪声下获

得了逐点收敛速度更高 (达到 1/3)且具有半正定性的高维积分波动率矩阵估计量 AERVM (averaging

estimated-price realized volatility matrix).

综上所述, 大部分文献中仅用到资产的价格数据进行建模研究, 然而大数据时代, 除价格数据外,
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像交易量、交易率、买卖价差等都会被记录下来,这些数据或多或少都影响着资产之间的联合波动,因

此充分利用这些数据估计众多资产的波动率矩阵是十分必要的. 于是, 本文将市场微观噪声作为市场

交易信息的参数函数, 即将这些交易信息作为协变量构建市场微观结构噪声. Li 等 [12] 用该思想估计

单个资产的积分波动率, 并获得了非常好的收敛速度. 虽然穆燕等 [11] 在带有交易信息的微观结构噪

声下, 获得了收敛速度更高的积分波动率矩阵估计 AERVM, 但是他们考虑的是连续价格模型.

目前大量文献研究表明金融数据的跳是普遍存在的, 例如, Fan 和 Wang [13] 通过实际的高频样本

数据检测出跳的存在性, 然后对波动率进行分析; Andersen 等 [14] 利用高频数据在带跳的价格模型下

利用最近邻替代技术提出了单资产的相合估计 MinRV 和 MedRV; 唐勇和林欣 [15] 基于高频数据视角

利用上证综指和深圳成指检验了跳和协同跳跃的存在性,并发现这两个市场发生正跳和负跳的次数相

当; Kong 等 [16] 检验了高频数据的纯跳过程. 但是他们考虑的仅是单个资产的积分波动率情形. 尽管

吴奔和张波 [17] 在 Li 等 [12] 的基础上对已实现波动率进行改进, 给出了判别跳跃的方法, 进而获得了

更好的积分波动率估计, 但是他们是通过引入 Gauss 混合模型来刻画资产的对数价格. 因此, 本文着

重在带跳的价格模型下研究众多资产波动率矩阵的高频估计.

本文余下内容的结构如下: 第 2 节具体介绍本文所研究的观察数据模型和价格模型; 所提出的估

计方法及估计量的调整将在第 3 节展现; 第 4 节建立估计量的相合性及其收敛速度; 第 5 节对所提出

的估计量与已存在的高维波动率矩阵估计量进行模拟比较;第 6节将所提出的高维波动率矩阵估计量

应用于实际高频上证指数数据; 第 7 节给出本文结论, 并提出一些可能的研究方向; 所有的定理假设

和证明将会在附录 A 中给出.

2 模型假设

2.1 带有市场交易信息的微观结构噪声

考虑 p 个资产, 设 Xi(t) 是第 i 个资产在时刻 t 的真实的对数价格, i = 1, . . . , p. 假设高频数据

Yi(ti,l) 是第 i 个资产在时间 ti,l (l = 1, . . . , ni) 被观察到的对数价格. 高频数据通常受市场微观结构噪

声污染, 以至于 Yi(ti,l) 是真实对数价格 Xi(ti,l) 被污染的观察对数价格. 一般假设

Yi(ti,l) = Xi(ti,l) + εi(ti,l), i = 1, . . . , p, l = 1, . . . , ni,

εi(ti,l) = g(Zi(ti,l);θi),
(2.1)

其中 Zi(ti,l) 是市场交易信息集, 其包含交易量、交易类型、交易率和买卖范围等; θi 是一个有限维

参数. 在第 5 节模拟研究中, 我们将会讨论 g 函数的具体形式 (包括线性结构和非线性结构) 的模拟

情形.

注 2.1 在实波动率文献中, 通常假设市场微观结构噪声 εi(ti,l) 是独立同分布的, 且独立于真实

的对数价格过程; 也有部分学者研究其结构, 例如, Hansen 和 Lunde [18] 及 Kalnina 和 Linton [19] 考虑

单变量的微观结构噪声具有序列相关性、且与真实对数价格过程也是相关的情形. Kim 等 [10] 认为噪

声具有内生性, 进而获得高维波动率矩阵的估计, 并证明了在此模型下多种已存在的估计量的收敛速

度是不发生变化的.

2.2 带跳的价格模型

设 X(t) = (X1(t), . . . , Xp(t))
T 是 p 个资产在时间 t 的真实对数价格, 标准的无套利条件要求资
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产的价格过程是一个半鞅过程, 即在常规的域流概率空间 (Ω,F , (F)t>0,P) 上, 假设 X(t) 服从半鞅

过程:

X(t) = XC(t) +XD(t), t ∈ [0, T ∗], (2.2)

其中 XC(t) 和 XD(t) 分别表示价格模型的连续部分和不连续部分, 它们的具体形式为

XC(t) = X0 +

∫ t

0

µsds+

∫ t

0

σT
s dBs, t ∈ [0, T ∗],

XD(t) =

∫ t

0

Jt × dNt,

其中 Jt 和 Nt 分别记为 p 个资产的跳的大小和次数, 这里假设 Nt 是 p 维的 Poisson 过程, 其强度

为 λ; “A × B” 表示向量 A 和 B 的对应元素相乘, 所获得的结果仍是向量. µt 是 p 维的漂移向量,

Bt = (B1t, . . . , Bpt) 是标准的 p 维 Brown 运动 (即 Bit 是独立的标准 Brown 运动), σt 是 càdlàg 适应

的 p× p 协方差矩阵. [0, T ∗] 是观测区间, 不妨假设 T ∗ = 1, 那么价格的连续部分 XC(t) 波动率为

γ(t) = (γij(t))16i,j6p = σT
t σt, (2.3)

且它的二次变差为

[XC ,XC ]t =
∑
tl

(XC(tl+1)−XC(tl))
T(XC(tl+1)−XC(tl)),

lim
∆→0

[XC ,XC ]t =

∫ t

0

γ(s)ds = g

(∫ t

0

γij(s)dsg

)
16i,j6p

, t ∈ [0, 1],

其中 ∆ = max{tl+1 − tl, l = 1, 2, . . . , n}. 因为 XC(t) 二次变差的极限是积分波动率矩阵, 跟传统的连

续价格模型结论一样, 金融资产的点波动率矩阵具有较强的记忆性和时变性, 很难精准地获得, 所以

通常利用资产的积分波动率矩阵估计代替对资产点波动率矩阵的准确估计,即本文在带跳的价格模型

下估计目标是

Γ = (Γij)16i,j6p =

∫ 1

0

γ(s)ds = g

(∫ 1

0

γij(s)dsg

)
16i,j6p

.

通常估计积分波动率矩阵将面临如下 4 大问题:

(1) 非同步性. 在实际中, 由于市场信息到达不同投资者的时间存在差异和交易市场的摩擦等因

素导致不同的证券对交易信息的反映存在时滞, 进而致使不同的证券具有不同的交易频率, 因此, 非

同步性的处理直接影响着积分波动率矩阵的估计效果.

(2) 微观结构噪声. 从交易平台所获得的高频金融数据往往是被污染过后的观测数据, 真实的数

据是无法被直接观测到的, 而它们之间的差便是噪声, 因此准确的噪声刻画对积分波动率矩阵的估计

相当关键.

(3) 提取价格连续部分. 观测的价格过程包含连续部分和跳跃部分, 只有将离散的跳跃部分从价

格过程中提取出去, 才能获得价格过程的连续部分, 进而准确地估计积分波动率矩阵.

(4) 估计量的相合性和半正定性. 估计量的相合性和半正定性是衡量积分波动率矩阵准确估计的

重要标准.

因此, 本文将克服以上问题, 在带有市场信息的微观结构噪声和带跳的价格模型下对积分波动率

矩阵进行估计.
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3 积分波动率矩阵的估计

3.1 参数估计

根据参数形式的市场微观结构噪声 (2.1) 和对数价格模型 (2.2), 首先用已有的市场交易信息估计

参数 θi (i = 1, . . . , p). 记

∆Xi(ti,l) = Xi(ti,l)−Xi(ti,l−1), ∆Yi(ti,l) = Yi(ti,l)− Yi(ti,l−1),

∆g(Zi(tk);θi) = g(Zi(tk);θi)− g(Zi(tk−1);θi),

则有

∆Yi(ti,l) = ∆g(Zi(ti,l);θi) + ∆Xi(ti,l).

Li等 [12] 之所以可以转换 “噪声”与 “信号”的角色,是因为在连续扩散模型中 ∆Xi(ti,l) ∼ N(0, σ2
i /ni),

然而本文考虑的是半鞅过程,虽然∆Xi(ti,l)不一定是均值为 0的正态分布,但是∆XC
i (ti,l) ∼ N(0, σ2

i /ni),

也就是说,

∆Y C
i (ti,l) = ∆g(Zi(ti,l);θi) + ∆XC

i (ti,l),

其中 Y C
i (ti,l) := Yi(ti,l)I(|Yi(ti,l)| 6 C). 由第 4 节的假设知资产跳跃次数是有限的, 那么上式几乎处

处成立. 因此, 如果 ∆XC
i (ti,l) 独立于 ∆g(Zi(ti,l);θi), 那么 θi 的极大似然估计 θ̂i 为

θ̂i = argmin
C,θi

Qni(Y
C
i ,Zi,θi), i = 1, . . . , p,

Qni(Yi,Zi,θi) =
1

2

ni∑
l=1

(∆Y C
i (ti,l)−∆g(Zi(ti,l);θi))

2.

该参数估计满足一定的假设条件 (见假设 A.1), 可知极大似然估计量 θ̂i 收敛到 θi, 且 θ̂i − θi =

Op(1/n), 具体证明参见文献 [12, 定理 1]. 从而得到估计

∆X̂C
i (ti,l) = ∆Y C

i (ti,l)−∆g(Zi(ti,l); θ̂i). (3.1)

根据已实现波动率的定义, 直接便可获得积分波动率矩阵估计.

3.2 连续部分估计

目前对于带跳的价格模型估计连续部分的估计量时, 普遍采用截断方法, 例如, Mancino 和 Sanfe-

lici [20]、Aı̈t-Sahalia 和 Jacod [21]、Li 等 [12], 他们认为连续部分短时间内价格变化是很小的, 而发生跳

跃时短时间的变化幅度较大, 因此, 通过截掉那些价格变化幅度大的, 保留价格变化幅度较小的成分,

便可获得价格的连续部分, 即

∆X̂ ′C
i (ti,l) = ∆X̂i(ti,l)I(|∆X̂i(ti,l)| 6 C).

但这种截断方法对跳跃并不具有稳健性, 所以, Andersen 等 [14] 利用最近邻截断提出了具有稳健性的

截断方法: 单边截断 “MinRV” 和双边截断 “MedRV”. 该方法认为发生跳跃的次数是有限的, 相邻的

两段时间内最多发生一次跳跃, 其估计量形式如下:

MinRVn =
π

π − 2

(
n

n− 1

) n−1∑
i=1

min(|∆X̂i|, |∆X̂i+1|)2,
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MedRVn =
π

6− 4
√
3 + π

(
n

n− 2

) n−1∑
i=2

med(|∆X̂i−1|, |∆X̂i|, |∆X̂i+1|)2,

这两种方法的截断对带跳的价格模型具有稳健性. 本文将分别利用以上 3 种方法以及参数估计的方

法来估计高维积分波动率矩阵.

3.3 已实现波动率矩阵

对于高频金融数据的非同步性, 采用 Zhang [22] 的前值法 (previous tick) 进行处理, 假设对于固定

的整数 m, 取 τr (r = 1, . . . ,m) 作为预先取定的样本频率. 记 τ = {τr, r = 1, . . . ,m}, 对于资产 i, 定义

前值法为

τi,r = max{ti,l 6 τr, l = 1, . . . , ni}, r = 1, . . . ,m,

其中 ti,l 表示资产 i 第 l 笔交易时间. 也就是说对于事先确定的任意固定 τr (r = 1, . . . ,m), 取不大于

τr 且离 τr 最近一次资产 i发生的交易时间 τi,r 作为资产 i在 τr 时发生的交易. 这些 τi,r (i = 1, . . . , p)

虽然并不相同, 但是它们与 τr 都是非常接近的, 因此认为它们是同时发生的, 进而达到高频数据的同

步化目的. 图 1 可以帮助我们更好地理解前值法.

预先选定样本频率 τ 通常选用等距的网格点形式, 对于固定的 m, 存在 K = [n/m] 类不重叠的

等距网格,

τ k =

{
r

m
, r = 1, . . . ,m

}
+
k − 1

n
=

{
r

m
+
k − 1

n
, r = 1, . . . ,m

}
,

其中 k = 1, . . . ,K; n 是平均样本大小,

n =
1

p

p∑
i=1

ni.

基于预先选定样本频率 τ (通常选用等距的网格点形式), 对每个样本频率 τ k, 定义资产 i和 j 的

已实现协波动率 Γ̂
(l)
ij (τ

k) 和已实现波动率矩阵 Γ̂(l)(τ k), 即

Γ̂
(l)
ij =

1

K

K∑
k=1

Γ̂
(l)
ij (τ

k), Γ̂(l) = (Γ̂
(l)
ij ) =

1

K

K∑
k=1

Γ̂(l)(τ k), l = 1, 2, 3, 4,

 1

 2

 3

τ
1

τ
2

τ
3

τ
4

τ
5

图 1 (网络版彩图) 3 个资产的前值法时间图
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其中第 1 种积分波动率矩阵的估计由 (3.1) 直接获得, 即

Γ̂
(1)
ij (τ ) =

m∑
r=1

∆X̂C
i (τi,r)∆X̂

C
j (τj,r).

接下来介绍的 3 个估计量受单资产跳跃模型的启示获得. 第 2 种就是常见的截断方法, 将变化幅度大

的认为是发生跳跃的情形, 将其舍掉, 但截断的门限并非固定常数, 而与交易的间隔和参数 ξ 有关, 则

第 i 和 j 个资产的协波动率为

Γ̂
(2)
ij (τ ) =

m∑
r=1

[∆X̂i(τi,r)I(|∆X̂i(τi,r)| 6 (∆τi,r)
ξ)][∆X̂j(τj,r)I(|∆X̂j(τj,r)| 6 (∆τj,r)

ξ)],

其中 X̂i(τi,r) = Yi(τi,r)− g(Zi(ti,l); θ̂i). 第 3种估计方法是对单资产积分波动率估计方法 MinRV的推

广, 定义第 i 和 j 个资产的协波动率为

Γ̂
(3)
ij (τ ) =

m−1∑
r=1

[∆X̂i(argt min{|∆X̂i(t)|, t = τi,r, τi,r+1})]

× [∆X̂j(argt min{|∆X̂j(t)|, t = τj,r, τj,r+1})].

第 4 种估计方法事实上是第 3 种方法的推广, 因为第 3 种估计量考虑的是单边的影响, 而第 4 种考虑

了双边的影响, 因此定义第 i 和 j 个资产的协波动率为

Γ̂
(4)
ij (τ ) =

m−1∑
r=2

[∆X̂i(argt med{|∆X̂i(t)|, t = τi,r−1, τi,r, τi,r+1})]

× [∆X̂j(argt med{|∆X̂j(t)|, t = τj,r−1, τj,r, τj,r+1})],

这里的符号 med(a, b, c) 表示取中间量. 则已实现波动率矩阵为

Γ̂(τ ) = (Γ̂
(l)
ij (τ ))i,j=1,...,p, l = 1, 2, 3, 4.

这 4 种估计量称为 AERVM、TAERVM、MinRVM 和 MedRVM, 其中 MinRVM 和 MedRVM 的定义

没有单资产定义的系数是因为 Andersen 等 [14] 进行估计时考虑的噪声是 Gauss 白噪声, 系数是为了

对偏差进行修正, 而本文对噪声直接建模估计, 对噪声的刻画更准确, 因而不需要修正. 这里 4 种估计

量都是利用 pre-averaging 方法, 目的主要是减少市场微观结构噪声的影响, 进而获得更好的积分波动

率矩阵估计.

3.4 估计量的调整

当 p 比较小时, Γ̂(l) (l = 1, 2, 3, 4) 通常是 Γ 的一个很好的估计量; 然而当 p 比较大时, Wang 和

Zou [8] 举例说明了该估计量的表现是非常糟糕的. 对于常数 γ(t),当 n和 p趋向于无穷时, Γ̂(l) (l = 1,

2, 3, 4)都不是相合估计.因此需要给真实的波动率矩阵 Γ强加一些结构特征. 根据文献 [8,9,23,24]等

中的特殊结构, 本文主要考虑 Γ 的稀疏条件假设, 即假设 Γ 满足

p∑
j=1

|Γij |δ 6Mπ(p), i = 1, . . . , p, E[M ] 6 C, (3.2)

其中 M 为正随机变量; 0 6 δ < 1; π(p) 是 p 的慢变函数, 如 1、ln(p) 和 ln(ln(p)) 等.
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注 3.1 稀疏条件假设包含的形式比较丰富,例如,满足稀疏条件的稀疏矩阵包括分块对角矩阵、

对角退化元素矩阵、每行或每列相对较小的非零元素矩阵以及随机排列前面 3 种矩阵的行和列所得

到的矩阵. 此外, 稀疏条件具有一定的实际意义, 它保留了在驱动波动率运动和捕捉市场风险中起到

主导性作用的相对少数的市场因子, 如此方便投资者具有针对性地作出投资.

门限调整: 假设 Γ 满足稀疏条件, 它重要的元素是 Γ 中那些绝对值超过门限的元素. 定义如下:

T T
ϖ [Γ̂] = (Γ̂ijI(|Γ̂ij | > ϖ)),

其中 ϖ 是门限调整参数, I(·) 是示性函数.

T-截断估计量与多数已存在的波动率矩阵估计量一样,不能保证有限样本的估计量半正定性. 受

降维思想的启示, Kim 等 [10] 引入 Hard- 门限调整和 Soft- 门限调整保证了原有半正定矩阵的半正定

性. 假设 Γ 满足稀疏条件, 定义 Hard- 门限调整:

T H
ϖ [Γ̂] = (Γ̂ijI(|Γ̂ij | > ϖ, i ̸= j)) + (Γ̂ijI(|Γ̂ij | > 0, i = j)),

Soft- 门限调整:

T S
ϖ [Γ̂] = ((Γ̂ij − sign(Γ̂ij)ϖ)I(|Γ̂ij | > ϖ, i ̸= j)) + (Γ̂ijI(|Γ̂ij | > 0, i = j)),

其中 ϖ 是门限调整参数, I(·) 是示性函数. sign(·) 是符号函数, 即如果 Γ̂ij > 0, 那么 sign(Γ̂ij) = 1; 如

果 Γ̂ij < 0, 那么 sign(Γ̂ij) = −1; 如果 Γ̂ij = 0, 那么 sign(Γ̂ij) = 0.

注 3.2 尽管 Hard- 门限调整估计量 T H
ϖ [Γ̂] 与门限调整估计量 Tϖ[Γ̂] 定义比较类似, 关键不同

在于 T H
ϖ [Γ̂] 保留了那些低于门限的对角元素, 进而保留了原来矩阵的主对角占优的性质, 所以, 该门

限截断调整方法不改变矩阵原有的半正定性. 也就是说, 如果估计量 Γ̂ 本身是半正定的, 如 KRVPM

和 PRVPM, 通过 Hard- 门限调整过后依然具有半正定性. 然而, 文献 [8, 9] 中的带宽调整方法和门限

调整方法所获得的估计量是不能够保证半正定性的, 即使调整前的估计量具有半正定性. 类似地, 由

于 Soft- 门限调整估计量是 Γ̂ 的连续函数, 如果 Γ̂ 是半正定矩阵, 则 T S
ϖ [Γ̂] 也是半正定矩阵.

4 渐近理论

为方便叙述所提出估计量的渐近性质, 设 x = (x1, . . . , xp)
T 是 p 维向量, U = (Uij) 是 p× p 的矩

阵. 定义 ld- 范数,

∥x∥d =

( p∑
i=1

|xi|d
)1/d

, ∥U∥d = sup{∥Ux∥d, ∥x∥d = 1}, d = 1, 2,∞.

矩阵模 ∥U∥2 是 UUT 的最大特征值的平方根, 且

∥U∥1 = max
16j6p

p∑
i=1

|Uij |, ∥U∥∞ = max
16i6p

p∑
j=1

|Uij |.

对于对称的 U ,它的矩阵范数等于最大绝对特征值, ∥U∥2 6 ∥U∥1 = ∥U∥∞. 本文将主要涉及 ld-范数,

其中 d = 1, 2,∞.

为建立估计量的渐近理论, 需要一般的假设条件 (同穆燕等 [11] 的假设), 具体见附录. 此外, 本文

考虑的对数价格是半鞅过程, 通常假设跳跃的次数是有限的, 即 max16i6p

∑n
r=1 |∆XD

i (τi,r)| = Op(1).
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该假设在带跳的价格模型中很常见, 如 Li等 [12]、Andersen 等 [14]、Asai 和 McAleer [25], 他们所获得的

结论都是基于资产价格发生有限次跳跃的假设.

考虑市场微观结构噪声是交易信息的参数函数时,利用高频金融数据所提出的高维波动率矩阵估

计量具有如下几个定理:

定理 4.1 在模型 (2.1)、(2.2) 和假设 A.1–A.3 以及跳跃有限的条件下,

(i) 对任意的 1 6 i, j 6 p, 协方差估计量 Γ̂
(l)
ij 满足

E(|Γ̂(l)
ij − Γij |β) 6 Cn−

β
3 , (4.1)

其中 C 是与 n 和 p 无关的常数, β > 2 (见证明中假设 A.2);

(ii) 估计量矩阵 Γ̂(l) 具有半正定性, 其中 {Γ̂(l), l = 1, 2, 3, 4} 分别表示本节前面所提出的 4 种估

计量.

注 4.1 定理 4.1表明 4种估计量所获得的结论同不带跳价格模型所获得估计,逐点收敛速度达

到最优, 且估计量本身具有半正定性.

定理 4.2 假设 Γ 满足稀疏条件, 在模型 (2.1)、(2.2) 和假设 A.1–A.3 以及跳跃有限的条件下,

(i) 高维波动率矩阵估计量 Γ̂(l) 的门限调整满足

∥T T
ϖ [Γ̂(l)]− Γ∥2 6 ∥Tϖ[Γ̂(l)]− Γ∥∞ = OP (π(p)ϖ

1−δ);

(ii) 高维波动率矩阵估计量 Γ̂(l) 的 Hard- 门限调整满足

∥T H
ϖ [Γ̂(l)]− Γ∥2 6 ∥T H

ϖ [Γ̂(l)]− Γ∥∞ = OP (π(p)ϖ
1−δ),

并且估计量 T H
ϖ [Γ̂(l)] 具有半正定性;

(iii) 高维波动率矩阵估计量 Γ̂(l) 的 Soft- 门限调整满足

∥T S
ϖ [Γ̂(l)]− Γ∥2 6 ∥T S

ϖ [Γ̂(l)]− Γ∥∞ = OP (π(p)ϖ
1−δ),

并且估计量 T S
ϖ [Γ̂(l)] 具有半正定性, 其中 l = 1, 2, 3, 4; 门限参数 ϖ = n−1/3p2/βhn,p, hn,p 是任意一个

以很慢的速度收敛到无穷的序列, 例如, hn,p = ln ln(n ∧ p).
注 4.2 同普通门限截断调整相比, 定理 4.2 进一步表明 Hard- 和 Soft- 门限截断方法对估计量

进行截断调整没有改变估计的相合性和收敛速度, 同时还保证了原有估计量的半正定性.

5 模拟研究

5.1 模拟模型

本节通过数值模拟检验在带跳的价格模型下所提出的积分波动率矩阵估计量MinRVM、MedRVM

和修正的 AERVM估计量 TAERVM的统计性质. 具体考虑下面 3种形式的微观结构噪声模型 [12],分

别为

g1(Vtk , Ib/s(tk);α, β) = αIb/s(tk) +
βIb/s(tk)Vtk

∆tk
,
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g2(Vtk , Ib/s(tk);α, β
+, β−) =


αIb/s(tk) +

β+Ib/s(tk)Vtk
∆tk

, 买家发起,

−αIb/s(tk)−
β−Ib/s(tk)Vtk

∆tk
, 卖家发起,

g3(Vtk , Ib/s(tk);β, γ) = Ib/s(tk) log

(
γ +

βIb/s(tk)Vtk
∆tk

)
.

在模拟当中, 假定 α = 1.875 × 10−4, β = β+ = 0.75 × 10−12, β− = 0.30 × 10−12 和 γ = 1 + α =

1.0001875. 模型 g1 同 Almgren 和 Chriss [26] 所考虑的买卖发起方和交易率的线性影响; 模型 g2 考虑

了交易率和非对称的买卖发起方的影响; 模型 g3 考虑交易率的非线性影响. Keim 和 Madhavan [27] 发

现对于买方噪声模型关于交易率是凹的, 而对于卖家而言噪声模型关于交易率是凸的.

价格模型设定为 µt = 0 的模型 (2.2), 即

X(t) = XC(t) +XD(t)

= X0 +

∫ t

0

σT
s dBs +

∫ t

0

Js × dNs, t ∈ [0, 1],

其中 Bt = (B1t, . . . , Bpt) 是标准 p 维的 Brown 运动; γ(t) = (γij(t))16i,j6p = σT
t σt. 设 γt 的对角元素

服从 (0, 0.1) 上的均匀分布, 给定 γt 对角元素, 定义非对角元素为

γi,j(t) = κ(t)|i−j|
√
γi,i(t)γj,j(t),

其中过程

κ(t) =
e2u(t) − 1

e2u(t) + 1
, du(t) = 0.03[0.64− u(t)]dt+ 0.118u(t)dWκ,t,

Wκ,t =
√
0.96W 0

κ,t − 0.2

p∑
i=1

Bit√
p
;

W 0
κ,t 独立于 Bt 的一维标准 Brown 运动, 这些参数的设定主要参见文献 [8, 9].

交易类型 Ib/s 是通过概率为 1/2 的 Bernoulli 过程生成的, 认为买卖双方是以相同的概率发起交

易的. 对于交易量的模型参见文献 [12], 建模如下:

Vtk = Htk + etk ,

其中 Htk (k = 0, 1, . . . , n)是相互独立的、服从均值为
∫ tk
tk−1

htdt、标准差为 5,000的 Gamma分布的随

机变量, ht = (0.025(t− 0.5)2 + 0.05)× 108; {etk} 服从 ARMA(1,1) 模型

etk = ϕ1etk−1
+ ψ1utk−1

,

其中 ϕ1 = 0.5, ψ1 = 0.5, {utk} 是独立同分布的、服从均值为 0 标准差为 100 的正态分布. 跳跃部分

Js 表示资产在时间 s 时跳跃的大小, 服从均值为 0 标准差为 0.2 的正态分布; 而 Ns 表示资产在时间

s 时是否发生跳跃, 其服从跳跃强度为 λ = 0.02 的 Poisson 分布. 虽然这里跳跃的大小的波动较大, 这

主要是结合了我国股市涨停和跌停 (股价下降 10% 和上升 10%) 的特点和高频对数价格波动的实际

所确定的.
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5.2 模拟结果

在模拟研究中, 本文将利用所提出的方法估计一天的积分波动率矩阵, 取 n 为 1,000, p 为 3 或

200, 整个模拟过程重复 200 次. 为了检验本文所提出估计量的估计效果, 将分析比较它们的均方差

(mean squared error, MSE), 这里的积分波动率矩阵估计量的均方差采用估计量与真实积分波动率矩

阵作差的 l2- 范数扩大一百倍所得.

表 1–3 给出了 3 只资产分别在 3 种不同的市场微观结构噪声模型下估计量的均方差比较, 其中

Γ̂(1)、Γ̂(2) 、Γ̂(3) 和 Γ̂(4) 分别代表估计量 AERVM、TAERVM、MinRVM 和 MedRVM, T、H 和 S 分

别表示前面估计量的普通门限截断调整、Hard- 门限截断调整和 Soft- 门限截断调整.

从表 1–3可以看出在带跳价格模型下,当资产数较少 (即 p = 3)时,总体来看,估计量 AERVM的

整体均方差最小,表现效果最好,尤其在低噪声水平下,这主要是因为该估计量是通过对参数进行估计

直接获得, 没有因技术操作产生额外的误差. 另外 3 种方法是直接从市场的对数价格与微观结构噪声

估计之间的差入手,对跳进行处理,操作程序较为复杂,最终导致估计效果略差. 其中估计量 TAERVM

表 1 3 只资产在噪声为 g1 下积分波动率矩阵估计量 MSE 比较

噪声水平 Γ̂(3) T H S Γ̂(4) T H S Γ̂(1) T H S Γ̂(2) T H S

κ = 0.001 2.21 2.24 2.24 2.24 2.22 2.25 2.25 2.25 1.25 1.12 1.12 1.12 1.29 1.42 1.42 1.35

κ = 0.100 1.53 1.66 1.66 1.66 1.54 1.66 1.66 1.66 1.44 1.46 1.46 1.39 1.68 1.88 1.88 1.88

κ = 0.400 2.17 2.42 2.42 2.42 2.14 2.41 2.41 2.41 0.73 0.72 0.72 0.73 0.53 0.74 0.74 0.74

κ = 0.800 2.07 2.19 2.19 2.19 2.07 2.20 2.20 2.19 0.64 0.65 0.65 0.65 0.60 0.74 0.74 0.74

κ = 1.200 1.34 1.39 1.39 1.39 1.70 1.73 1.73 1.74 0.87 0.75 0.75 0.75 0.75 0.84 0.84 0.84

κ = 1.600 1.64 1.93 1.93 1.93 1.65 1.95 1.95 1.94 1.02 0.67 0.67 0.68 0.89 0.76 0.76 0.76

表 2 3 只资产在噪声为 g2 下积分波动率矩阵估计量 MSE 比较

噪声水平 Γ̂(3) T H S Γ̂(4) T H S Γ̂(1) T H S Γ̂(2) T H S

κ = 0.001 2.22 2.25 2.25 2.25 2.23 2.26 2.26 2.26 1.25 1.11 1.11 1.11 1.28 1.42 1.42 1.35

κ = 0.100 1.54 1.63 1.63 1.63 1.54 1.63 1.63 1.63 1.43 1.43 1.43 1.37 1.67 1.82 1.82 1.82

κ = 0.400 2.18 2.42 2.42 2.42 2.15 2.41 2.41 2.41 0.73 0.70 0.70 0.70 0.53 0.75 0.75 0.75

κ = 0.800 2.07 2.20 2.20 2.20 2.07 2.20 2.20 2.20 0.64 0.61 0.61 0.61 0.60 0.75 0.75 0.75

κ = 1.200 1.34 1.39 1.39 1.39 1.70 1.72 1.72 1.72 0.87 0.77 0.77 0.77 0.74 0.84 0.84 0.83

κ = 1.600 1.65 1.95 1.95 1.94 1.66 1.96 1.96 1.96 0.99 0.73 0.73 0.73 0.90 0.75 0.75 0.75

表 3 3 只资产在噪声为 g3 下积分波动率矩阵估计量 MSE 比较

噪声水平 Γ̂(3) T H S Γ̂(4) T H S Γ̂(1) T H S Γ̂(2) T H S

κ = 0.001 2.22 2.26 2.26 2.26 2.23 2.27 2.27 2.27 1.25 1.11 1.11 1.11 1.27 1.32 1.32 1.30

κ = 0.100 1.54 1.66 1.66 1.66 1.54 1.66 1.66 1.66 1.43 1.46 1.46 1.39 1.67 1.82 1.82 1.83

κ = 0.400 2.17 2.37 2.37 2.37 2.14 2.34 2.34 2.34 0.74 0.73 0.73 0.73 0.53 0.73 0.73 0.73

κ = 0.800 2.07 2.18 2.18 2.18 2.08 2.19 2.19 2.19 0.64 0.63 0.63 0.63 0.60 0.74 0.74 0.74

κ = 1.200 1.34 1.40 1.40 1.40 1.67 1.41 1.41 1.41 0.86 0.76 0.76 0.76 0.73 0.79 0.79 0.79

κ = 1.600 1.64 1.94 1.94 1.93 1.65 1.95 1.95 1.95 1.03 0.67 0.67 0.67 0.90 0.76 0.76 0.76
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是通过简单粗暴的截断方法处理跳跃,而估计量 MinRVM和 MedRVM则是通过相邻的数据替换跳跃

的数据处理跳跃. 结果显示估计量 TAERVM 表现次之, MinRVM 和 MedRVM 略差, 由此可见通过简

单粗暴的截断方法处理跳跃更好.

从噪声水平来看, 从表 1–3 容易发现估计量在低噪声水平下普遍估计较差. 例如, 当 κ = 0.001

(相当于无噪声) 时, 所有估计量的均方差都偏大. 由此可见在无噪声的情形下, 烦琐的降噪运算 (预平

均方法) 反而增加了估计量的均方差. 此外, 随着噪声水平的增大, 各估计量的估计效果不稳定. 从门

限截断调整方法来看表 1–3,各种门限截断调整方法都不起作用,甚至该操作使得估计变得更差. 这主

要是因为资产数太少, 通常门限截断调整方法是针对众多资产的估计问题所提出来的. 因此, 下面将

展开对更多资产的市场波动率矩阵的估计, 由于资产数的增加, 对波动率矩阵估计的难度增加, 同时

也需要考虑波动率矩阵的稀疏结构.

当资产数 p = 200时, 表 4–6 在 3 种不同的市场微观结构噪声模型和半鞅对数价格模型下分别给

出了估计量的均方差比较. 同表 1–3 相比, 随着资产数的增加, 相应估计量的均方差的整体数值都有

表 4 200 只资产在噪声为 g1 下积分波动率矩阵估计量 MSE 比较

噪声水平 Γ̂(3) T H S Γ̂(4) T H S Γ̂(1) T H S Γ̂(2) T H S

κ = 0.001 9.02 6.05 6.05 6.31 9.02 6.06 6.06 6.35 8.73 5.49 5.49 5.80 8.34 5.10 5.10 5.30

κ = 0.100 9.06 5.99 5.99 6.30 9.09 6.02 6.02 6.34 8.78 5.58 5.58 5.85 8.51 4.99 4.99 5.28

κ = 0.400 9.00 6.17 6.17 6.47 9.00 6.23 6.23 6.49 8.84 5.59 5.59 5.94 8.40 4.99 4.99 5.25

κ = 0.800 8.91 6.22 6.22 6.48 8.91 6.23 6.23 6.48 8.85 5.82 5.82 6.02 8.29 5.10 5.10 5.29

κ = 1.200 9.10 6.18 6.18 6.44 9.13 6.21 6.21 6.47 8.94 5.99 5.99 6.15 8.47 4.93 4.93 5.27

κ = 1.600 9.02 6.15 6.15 6.46 9.04 6.22 6.22 6.52 9.09 5.95 5.95 6.22 8.59 5.10 5.10 5.36

表 5 200 只资产在噪声为 g2 下积分波动率矩阵估计量 MSE 比较

噪声水平 Γ̂(3) T H S Γ̂(4) T H S Γ̂(1) T H S Γ̂(2) T H S

κ = 0.001 9.02 6.07 6.07 6.33 9.02 6.07 6.07 6.36 8.74 5.51 5.51 5.79 8.35 5.10 5.10 5.32

κ = 0.100 9.07 6.02 6.02 6.30 9.09 6.03 6.03 6.35 8.78 5.59 5.59 5.87 8.51 4.98 4.98 5.28

κ = 0.400 9.00 6.16 6.16 6.47 9.01 6.20 6.20 6.48 8.84 5.60 5.60 5.93 8.41 5.00 5.00 5.28

κ = 0.800 8.91 6.24 6.24 6.48 8.92 6.24 6.24 6.47 8.84 5.80 5.80 6.01 8.29 5.08 5.08 5.28

κ = 1.200 9.10 6.19 6.19 6.46 9.13 6.21 6.21 6.47 8.94 6.00 6.00 6.17 8.47 4.95 4.95 5.27

κ = 1.600 9.02 6.16 6.16 6.46 9.04 6.19 6.19 6.52 9.06 5.92 5.92 6.21 8.59 5.10 5.10 5.36

表 6 200 只资产在噪声为 g3 下积分波动率矩阵估计量 MSE 比较

噪声水平 Γ̂(3) T H S Γ̂(4) T H S Γ̂(1) T H S Γ̂(2) T H S

κ = 0.001 9.02 6.05 6.05 6.33 9.02 6.06 6.06 6.36 8.73 5.50 5.50 5.78 8.35 5.09 5.09 5.30

κ = 0.100 9.07 6.01 6.01 6.29 9.09 6.03 6.03 6.35 8.78 5.58 5.58 5.85 8.52 4.96 4.96 5.27

κ = 0.400 9.00 6.17 6.17 6.47 9.01 6.22 6.22 6.50 8.84 5.60 5.60 5.93 8.41 4.99 4.99 5.24

κ = 0.800 8.91 6.22 6.22 6.46 8.92 6.23 6.23 6.49 8.86 5.83 5.83 6.01 8.29 5.10 5.10 5.29

κ = 1.200 9.10 6.19 6.19 6.45 9.13 6.21 6.21 6.49 8.94 6.00 6.00 6.16 8.47 4.91 4.91 5.27

κ = 1.600 9.02 6.15 6.15 6.46 9.04 6.23 6.23 6.51 9.09 5.99 5.99 6.23 8.60 5.11 5.11 5.35
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所增加,除此之外有 3点不同: (1)从整体估计效果来看,估计量 TAERVM的估计效果最佳,这主要是

因为随着资产数的增加, 通过参数估计的微观结构噪声所造成的误差发生了累计, 这相比截断技术所

带来的操作误差要大很多. (2) 从噪声水平来看, 当资产数很大时, 噪声水平已不再是影响积分波动率

矩阵估计好坏的主导因素, 此时资产数占主导影响因素位置. 由此可见, 资产数越大, 积分波动率估计

量对噪声水平越稳健. (3) 从截断效果来看, 容易发现调整后的估计量的均方差变小很多, 因而估计效

果更好, 这与调整后估计量是真实积分波动率矩阵的相合估计吻合. 同时我们发现表 4–6 中普通门限

截断调整与 Hard- 门限截断调整的结果基本一致, 这可能是文献 [8] 中的参数设置已经保证了通过普

通门限截断调整后估计依然具有半正定性所致. 此外, Soft- 门限截断调整的效果比普通门限截断调整

与 Hard- 门限截断调整的效果略差, 这是因为 Soft- 门限截断调整不仅起到降维的效果, 还对系数进

行了调整, 进而产生了额外误差.

由于表 1–6 模拟重复 200 次, 调整参数 ξ、ω 和 K 每次取值不尽相同, 但遵循的原则如下:

(ξ̂, K̂(l)) = arg min
0<ξ<1/2,16K650

∥Γ̂(l) − Γ∥2,

ω̂(l) = arg min
06ω61

∥Γ̂(l)
Adjusted − Γ∥2, l = 1, 2, 3, 4.

由于 ξ 的选取仅涉及估计量 Γ̂(2), 为避免重复赘述, 这里仅给出 p = 200 时估计量 Γ̂(2) 在 g1 下的参

数选取情形, 如表 7, 其中 ξ、ω 和 K 是模拟 200次的平均取值,括号里面的数值是调整参数的标准差

(standard error, SE).

表 7 表明在 200 次重复实验中, 估计量 TAERVM 在不同噪声水平下各个参数平均最优值都比较

稳健. 除了 Soft- 门限调整的门限参数 ωS 对噪声水平非常稳健外, 对于低噪声水平和高噪声水平, 各

参数的平均估计量的稳定性相对较差, 这主要是由于估计方法本身所造成的系统性误差. 此外, 由于

真实的矩阵是通过主对角线绝对占优模拟所得, 因此利用普通门限调整与 Hard- 门限调整效果一致.

同时不难发现 K 的最优值为 2, 虽然 K 相对其他参数的 SE 较大, 但是其对噪声水平也比较稳健, 这

是因为 K 的取值为非负整数. 事实上对于不同的估计量, 除了 AERVM的最优值为 K = 2、MinRVM

和 MedRVM 的最优值为 K = 4 外, 其他参数的选取方法及稳定性性质基本同表 7, 因此不再重复

展示.

为进一步考察估计量, 接下来从估计量的特征值入手展开研究. 判定高维积分波动率矩阵估计量

的好坏,除了检验估计量的均方差,还有一个很重要的衡量标准就是矩阵的特征值.因为特征值能反映

出起主导作用的因子, 从而能够反映估计的好坏. 在此仅给出 200 只资产在带有市场信息的微观结构

噪声 g1 下估计量调整前后的特征值情形, 其他两种带有市场信息的微观结构噪声情形下估计量的表

现基本一致. 图 2–5 分别给出噪声水平 κ 为 0.001、0.4、1.0 和 1.6 时估计量的特征值曲线. 由于 200

表 7 200 只资产在噪声为 g1 下 Γ̂(2) 的参数选取

噪声水平 ξ K ωT ωH ωS

κ = 0.001 0.035 (0.047) 2.020 (0.264) 0.291 (0.121) 0.291 (0.121) 0.031 (0.003)

κ = 0.100 0.042 (0.031) 1.995 (0.187) 0.401 (0.003) 0.401 (0.003) 0.040 (0.000)

κ = 0.400 0.043 (0.022) 2.000 (0.142) 0.360 (0.000) 0.360 (0.000) 0.040 (0.000)

κ = 0.800 0.059 (0.034) 2.010 (0.200) 0.430 (0.000) 0.430 (0.000) 0.040 (0.000)

κ = 1.200 0.084 (0.051) 1.995 (0.213) 0.322 (0.004) 0.322 (0.004) 0.036 (0.004)

κ = 1.600 0.076 (0.081) 2.035 (0.353) 0.203 (0.045) 0.203 (0.045) 0.040 (0.000)
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只资产的特征值有 200 个, 考虑到起主导作用的结构特征通常排列前几位, 因此图 2–5 给出的是积分

波动率矩阵估计量的前 20 个特征值的比较.
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图 2 (网络版彩图) 在 g1 模型和噪声水平 κ = 0.001 下估计量的特征值比较
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图 3 (网络版彩图) 在 g1 模型和噪声水平 κ = 0.4 下估计量的特征值比较
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在 4 种不同的噪声水平下, 图 2–5 中的特征值曲线反应几乎一致, 这表明在带跳的价格模型下,

噪声的影响远小于跳跃对积分波动率矩阵的影响. 在图 2–5 中, 第一张子图是没有对估计量进行门限

截断调整的情形, 显然估计量起主导作用的前几项都远高于真实的积分波动率矩阵的特征值曲线, 由

此可见调整前估计量的表现都很差, 这与表 4–6 中估计量均方差所获得的结论一致, 同时也符合定理

的结论—调整前估计量不相合. 剩下的 3 张子图分别是调整后估计量的特征值曲线, 它们向真实的积

分波动率矩阵的特征值曲线靠近了许多. 其中简单粗暴的 TAERVM 的特征值曲线离真实的特征值曲

线比较接近, 估计效果最好, 尤其是起主导作用的第一个特征值; 利用微观结构噪声直接获得的估计

量 AERVM 略差于 TAERVM, 但优于估计量 MinRVM 和 MedRVM, 而利用邻近处理技术的估计量

MinRVM 和 MedRVM 的特征值曲线估计效果不分伯仲. 显然这些结论与上述表格反映的结论一致.

从具体的调整方法来看, 理论上可以通过观察估计量特征值是否存在负数来判断估计的好坏, 但

是由于本节模拟的真实的积分波动率矩阵是严格的主对角占优矩阵,即使经过普通门限截断也保证了

其半正定性, 因此, 图 2–5 显示普通门限调整与 Hard- 门限调整几乎没有差异, 然而在实证研究中, 该

方法的缺陷就会暴露出来 (见表 8 和 9). 虽然表 1–6 显示 Soft- 门限调整后的估计量的均方差相比另

外两种调整方法的均方差略大,但是其特征值曲线离真实的更近,估计效果更好,同时也说明并非均方

差越小, 估计效果越好. 此外, 调整后的估计量起主导作用的特征值离真实的比较接近, 但同时因为截

断调整也丢失了很多有用的信息进而低估真实积分波动率矩阵,导致调整后的估计量微观结构作用弱

化, 不像真实的特征值曲线平缓下降. 这无疑对资产的调整方法提出新的挑战.

表 8 2013 年 1 月 4 日 20 只上证指数不同估计量的特征值比较

Γ̂(3) T H S Γ̂(4) T H S Γ̂(1) T H S Γ̂(2) T H S

1 14.61 11.99 12.79 13.01 14.61 11.99 12.79 13.01 14.61 11.99 13.51 13.02 14.18 11.17 13.16 12.50

2 2.92 3.56 3.08 3.06 2.92 3.56 3.07 3.05 2.92 3.56 3.02 3.06 2.97 3.70 2.97 3.12

3 1.90 2.94 1.98 1.97 1.90 2.94 1.98 1.97 1.91 2.94 2.43 1.97 2.45 3.12 2.45 2.54

4 1.54 2.76 1.68 1.66 1.54 2.76 1.68 1.66 1.54 2.76 1.76 1.66 1.72 3.07 1.78 1.81

5 1.38 2.38 1.50 1.49 1.38 2.38 1.50 1.49 1.38 2.38 1.63 1.49 1.61 2.09 1.61 1.75

6 1.00 1.80 1.11 1.10 1.00 1.80 1.11 1.10 1.00 1.80 1.27 1.10 1.19 1.70 1.19 1.31

7 0.84 1.26 0.88 0.87 0.84 1.26 0.88 0.87 0.84 1.26 1.00 0.87 1.02 1.55 1.04 1.09

8 0.75 1.03 0.84 0.83 0.75 1.03 0.84 0.83 0.75 1.03 0.91 0.83 0.85 1.06 0.86 0.95

9 0.71 0.94 0.78 0.78 0.71 0.94 0.78 0.78 0.71 0.94 0.79 0.78 0.78 1.02 0.78 0.86

10 0.60 0.70 0.63 0.63 0.59 0.70 0.63 0.63 0.60 0.70 0.62 0.63 0.60 0.96 0.60 0.66

11 0.46 0.49 0.57 0.55 0.46 0.49 0.57 0.55 0.46 0.49 0.55 0.55 0.52 0.69 0.52 0.61

12 0.40 0.33 0.51 0.50 0.40 0.33 0.51 0.50 0.40 0.33 0.51 0.50 0.46 0.69 0.48 0.57

13 0.28 0.26 0.37 0.36 0.28 0.26 0.37 0.36 0.28 0.26 0.48 0.36 0.46 0.49 0.46 0.51

14 0.26 0.13 0.35 0.34 0.26 0.13 0.35 0.34 0.26 0.13 0.43 0.34 0.35 0.23 0.32 0.45

15 0.20 −0.01 0.30 0.29 0.20 −0.01 0.30 0.29 0.20 −0.01 0.33 0.29 0.30 0.17 0.30 0.37

16 0.17 −0.17 0.26 0.25 0.17 −0.17 0.26 0.25 0.17 −0.17 0.27 0.25 0.25 0.11 0.24 0.33

17 0.11 −0.22 0.22 0.21 0.11 −0.22 0.22 0.21 0.11 −0.22 0.18 0.21 0.15 −0.12 0.12 0.27

18 0.03 −0.41 0.15 0.14 0.03 −0.41 0.15 0.14 0.03 −0.41 0.15 0.14 0.06 −0.23 0.04 0.16

19 0.03 −0.67 0.10 0.09 0.03 −0.67 0.10 0.09 0.03 −0.67 0.09 0.09 0.03 −0.48 0.03 0.10

20 0.02 −0.89 0.07 0.06 0.02 −0.89 0.07 0.06 0.02 −0.89 0.05 0.06 0.03 −0.99 0.03 0.08
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表 9 2013 年 1 月 8 日 20 只上证指数不同估计量的特征值比较

Γ̂(3) T H S Γ̂(4) T H S Γ̂(1) T H S Γ̂(2) T H S

1 11.54 9.56 10.11 10.28 11.53 9.55 10.10 10.27 11.54 9.56 10.52 10.28 11.04 8.63 10.98 9.75

2 2.09 2.79 2.20 2.18 2.09 2.79 2.20 2.18 2.09 2.79 2.09 2.19 2.15 2.67 2.13 2.22

3 1.52 2.46 1.60 1.59 1.52 2.46 1.60 1.59 1.52 2.46 1.61 1.59 1.74 2.61 1.88 1.82

4 1.28 1.67 1.37 1.36 1.28 1.67 1.37 1.36 1.28 1.67 1.26 1.36 1.37 2.28 1.52 1.48

5 1.04 1.55 1.13 1.11 1.04 1.55 1.13 1.11 1.04 1.55 1.12 1.12 1.26 1.77 1.22 1.34

6 0.96 1.48 1.07 1.06 0.96 1.48 1.07 1.06 0.96 1.48 0.94 1.06 1.16 1.57 1.13 1.27

7 0.80 1.25 0.86 0.85 0.80 1.25 0.86 0.85 0.80 1.25 0.79 0.85 0.95 1.47 1.02 1.02

8 0.68 1.08 0.75 0.74 0.68 1.08 0.75 0.74 0.68 1.08 0.68 0.74 0.83 1.21 0.82 0.89

9 0.55 0.79 0.61 0.60 0.55 0.79 0.61 0.60 0.56 0.79 0.54 0.60 0.68 1.08 0.68 0.75

10 0.51 0.65 0.54 0.53 0.51 0.65 0.54 0.53 0.51 0.65 0.50 0.53 0.58 0.79 0.57 0.68

11 0.48 0.56 0.53 0.52 0.48 0.56 0.53 0.52 0.48 0.57 0.49 0.52 0.52 0.64 0.52 0.53

12 0.39 0.56 0.50 0.49 0.39 0.56 0.50 0.49 0.39 0.56 0.39 0.49 0.48 0.56 0.40 0.53

13 0.34 0.31 0.42 0.41 0.34 0.31 0.41 0.41 0.34 0.31 0.30 0.41 0.39 0.42 0.36 0.45

14 0.28 0.22 0.37 0.36 0.28 0.22 0.37 0.36 0.29 0.22 0.27 0.36 0.34 0.23 0.30 0.42

15 0.22 0.01 0.28 0.27 0.22 0.01 0.28 0.27 0.22 0.01 0.23 0.27 0.25 0.10 0.24 0.30

16 0.20 −0.01 0.27 0.26 0.20 −0.01 0.27 0.26 0.20 −0.01 0.19 0.26 0.23 0.03 0.23 0.29

17 0.09 −0.13 0.19 0.18 0.09 −0.12 0.19 0.18 0.09 −0.13 0.09 0.18 0.12 −0.11 0.11 0.21

18 0.08 −0.34 0.14 0.13 0.08 −0.34 0.14 0.13 0.08 −0.34 0.08 0.13 0.10 −0.29 0.10 0.14

19 0.02 −0.62 0.12 0.11 0.02 −0.62 0.12 0.11 0.02 −0.62 0.04 0.11 0.04 −0.51 0.04 0.12

20 0.02 −0.77 0.06 0.05 0.02 −0.77 0.06 0.05 0.02 −0.77 0.01 0.05 0.03 −0.90 0.01 0.07

6 实证研究

为了考察高维积分波动率矩阵估计量的行为, 本文利用 20 只上海证券指数 1) (包含上证指数) 在

2013年 1月 4日和 1月 8日两天的以 5秒记录的交易数据研究各种积分波动率矩阵估计量的特征值.

本节将在微观结构噪声 g1 (g2 和 g3 类似)下比较本文所提出的估计量 AERVM、TAERVM、MinRVM

和 MedRVM 的特征值.

由于上证指数数据记录的非同步性, 因此采用前值法 [22] 进行同步化. 异步性的存在性导致两天

的 20 只资产的总体样本量也是有差异的, 分别是 55,660 和 56,100; 为保证所有估计量两天起主导作

用的因子处于一个量级, 同时考虑到模拟中估计量 AERVM 和 TAERVM 在 K = 2 时取得最小均方

差, MinRVM 和 MedRVM 在 K = 4 时取得最小均方差, 于是在此取相同的值. 为了保证稀疏后起主

导作用的因子至少能达到总体的 25%, 两天的门限值 ϖ 分别定为 0.48 和 0.45, 具体见表 8 和 9.

由于在实证中没有真实值做参考, 直接根据表的数值大小无法判断估计量的好坏, 但是我们知道

真实的积分波动率矩阵是一个半正定矩阵, 基于这一点结合表 8 和 9 发现本文所引用的 Hard- 门限

截断调整和 Soft- 门限截断调整后估计量的所有特征值都是正的, 保证了原有矩阵的半正定性, 而普

通门限截断调整后的估计量的特征值中存在负数, 无法保证估计量的半正定性, 这与前面定理的理论

1) 20 只上海证券指数: 上证材料、上证地企、上证工业、上证公用、上证海外、上证沪企、上证金融、上证可选、上证
全指、上证龙头、上证民企、上证能源、上证消费、上证新兴、上证商品、上证信息、上证央企、上证国企、上证周期、
上证指数.
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结果一致.

此外, 表 8 和 9 利用实际数据获得波动率矩阵估计的最大特征值与第二大特征值的相差较大, 而

模拟中不存在这个问题. 这主要是因为在模拟中, 资产的对数价格的模型设置是随机的, 没有个性特

征, 从而 p 个资产的地位是等价的, 积分波动率矩阵的特征值大小差异不明显. 然而现实中的资产不

仅具有自身的特性, 而且与其他资产可能存在某种正向或反向的内在联系, 通过计算积分波动率矩阵

就会凸显出那些在市场上占主导地位资产的作用. 众所周知,上证指数包含上海各个行业的指数信息,

起绝对主导性作用, 因此表 8 和 9 中所有估计量的最大特征值与其他特征值会出现如此悬殊的特征.

由于实际市场中不同资产可能受到一个共同因素来驱动变化 (见图 6 和 7), 大幅的波动几乎是同

时进行的, 由此可见引起跳跃的原因来自同一类因素. 剔去跳跃波动的部分, 剩余连续部分的波动率

矩阵是否具有稀疏性呢? 为此分别考察了 2013 年 1 月 4 日和 8 日两天的 20 只指数的积分波动率矩

阵的稀疏程度与解释程度的关系, 如图 8 所示. 为方便论述, 此处采用截断方法, 截掉 20 只指数的价

格变化幅度大的部分, 其中临界值 C = 2.3× 10−4. 图 8 显示, 随着稀疏程度的降低 (矩阵中非零元素

的增加), 矩阵的可解释程度也越来越高. 当矩阵的稀疏性达到 50% 时, 矩阵可解释性高达 70% 以上,

因此我们认为稀疏性的假设具有一定的合理性.

样本
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样本

样本样本

(c)

(a) (b)

(d)

7.530

7.520

7.315

7.320

7.310

7.735

7.725

6.725

6.735

6.715

0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500

0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500

图 6 2013 年 1 月 4 日 4 只指数的数据序列图
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图 7 2013 年 1 月 8 日 4 只指数的数据序列图
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图 8 (网络版彩图) 2013 年 1 月 4 日和 1 月 8 日积分波动率矩阵稀疏程度与解释率的关系. 菱形: 2013 年 1 月

4 日 20 只指数的积分波动率矩阵的稀疏程度与解释率的关系; 圆形: 2013 年 1 月 8 日 20 只指数的积分波动率

矩阵的稀疏程度与解释率的关系. 这里的解释率表示 (调整后的估计的所有元素求和)/(调整前的积分波动率估计的

所有元素求和)
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7 结论

本文充分利用市场交易信息, 考虑带有交易信息的市场微观结构噪声模型, 在单资产跳跃的基础

上提出了 4 种高维波动率矩阵估计方法; 从理论上证明了在一定的假设下, 我们的高维积分波动率矩

阵估计量是相合的, 收敛速度达到样本量 n1/3, 优于目前已有的高维积分波动率矩阵估计量. 从模拟

中发现本文提出的 4 种方法对噪声水平非常稳健, 其中简单粗暴的截断方法处理跳跃效果最佳. 实证

研究表明引入 Hard- 门限调整和 Soft- 门限调整保证了原有估计量的半正定性.

事实上, 本文研究发现在带跳的价格模型时, 3 种门限截断调整因为截断弱化了微观结构的作用,

进而导致估计量皆低估了真实积分波动率矩阵, 这将迫使我们探讨新的调整方法. 此外, 虽然因子模

型假设波动率矩阵是常数, 但是其不需要假设真实波动率矩阵的稀疏性, 该模型可以将跳跃看成一种

因子进行处理, 感兴趣的读者可以深入探究.

致谢 作者非常感谢审稿专家提出的宝贵意见和建议.
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附录 A 定理的证明

为了建立估计量的渐近性质, 作如下假设.

假设 A.1 对于 i = 1, . . . , p, 有

(i) 漂移向量 µt 和点波动率矩阵 σt 中的每个元素都是局部有界的, 且对角线元素满足

inf
t∈[0,1]

σii(t) > 0, a.s.;

(ii) 对任意的 τi,r ∈ [0, 1], r = 1, . . . ,m, 在给定 Fτi,r 下, Zτi,r 和 ∆Xτi,r 是相互独立的;

(iii) maxi,r |Zτi,r | = Op(1), 其中 |Z| 表示向量 Z 的 Euclid 距离;

(iv) 对于 q ∈ N, θi 的参数空间 Θ 在 Rq 上是紧集, 且 θi 的邻域 N (θi0) ⊂ Θ, g(zi;θi) 关于 θi 是

二阶连续可微的;

(v) 对所有的 θi1,θi2 ∈ N (θi0), |g(zi;θi1) − g(zi;θi2)| 6 L0(zi)|θi1 − θi2|, 其中 L0(zi) 是局部有

界的;

(vi) 对所有的 θi ∈ N (θi0), | ∂g
∂θi

(zi;θi)| 6 f(zi), 其中 f(zi) 是局部有界的;

(vii) | ∂g
∂θi

(zi;θi1)− ∂g
∂θi

(zi;θi2)| 6 L1(zi)|θi1 − θi2|, 其中 L1(zi) 是局部有界的;

(viii) 对任意的 ε > 0, 当 n→ ∞ 时, 有

inf
|θi−θi0|>ε

m∑
r=1

|∆g(Zi(τi,r);θi)−∆g(Zi(τi,r);θi0)|2 → ∞, a.s.;

(ix) ∥[ 1m
∑m

r=1 ∆
∂g
∂θi

(Zi(τi,r);θi0)∆
∂g
∂θi

(Zi(τi,r);θi0)]
−1∥2 = Op(1),其中对任意的矩阵 A, ∥A∥表示

l2- 范数;

(x) 对任意的 k, l = 1, . . . , q, 且 θi1,θi2 ∈ N (θi0), 有∣∣∣∣ ∂2g

∂θik∂θil
(zi;θi1)−

∂g

∂θik∂θil
(zi;θi2)

∣∣∣∣ 6 L2(zi)|θi1 − θi2|,

其中 L2(zi) 是局部有界的;

(xi)对任意的 k, l = 1, . . . , q, θi ∈ N (θi0),有 | ∂2g
∂θik∂θil

(zi;θi)| 6 L3(zi),其中 L3(zi)是局部有界的.

假设 (ii)类似于通常的回归假设,在模型 (2.1)下,相当于假设资产的下一次瞬时交易仅依赖最新

的交易市场信息. 当高频交易发生时, 尤其在算法交易的过程中, 资产的买卖与否以及交易量完全由

过去交易决定, 因此该假设是合理的. 在极大似然估计 (MLE) 文献中, (iv)–(xi) 是常规假设; (viii) 类

似于 MLE 的可识别假设条件; (ix) 与 Fisher 信息矩阵的可逆条件一致. 以上的假设主要是为了保证

极大似然估计量 θ̂i 收敛到 θi, 具体参见文献 [12, 定理 4.1].

假设 A.2 对于 β > 2, 模型 (2.2) 中的漂移项和 X(t) 的点波动率矩阵 (2.3) 的对角元素分别满

足 max16i6p max06t61 E[|µi(t)|2β ] <∞, max16i6p max06t61 E[|γii(t)|β ] <∞.
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假设 A.3 存在常数 C1 和 C2 使得 max16i6p
ni

n 6 C1, max16i6p max16l6ni |ti,l − ti,l−1| 6 C2

n ,

其中 n = (n1 + · · · + np)/p, ni 是第 i 个资产的观察样本量, ti,l 是第 i 个资产第 l 个观察样本的记录

时间.

以上两个假设与传统的连续扩散过程的假设一样, 虽然减少了对噪声矩条件的要求, 但是为估计

微观结构噪声增加了假设 A.1.

接下来证明文中的定理, 为方便叙述, 本文针对不同的估计量分别进行定理 4.1和 4.2的证明. 记

C 是一般的常数, 它的值与 n 和 p 无关, 并且其随着不同的情形改变, 但仍为常数. 当 n 和 p 趋向于

无穷时, Op 记为概率的阶数.

附录 A.1 关于 Γ̂(1) 定理的证明

由 Γ̂(1) 的定义知,

|Γ̂(1)
ij − Γij |β =

∣∣∣∣ 1K
K∑

k=1

m∑
r=1

∆X̂C
i (τki,r)∆X̂

C
j (τkj,r)− Γij

∣∣∣∣β

=

∣∣∣∣ 1K
K∑

k=1

m∑
r=1

[∆Yi(τ
k
i,r)I(|∆Yi(τki,r)| 6 Ĉi)−∆g(Zi(τ

k
i,r); θ̂i)]

× [∆Yj(τ
k
j,r)I(|∆Yj(τkj,r)| 6 Ĉj)−∆g(Zj(τ

k
j,r); θ̂j)]− Γij

∣∣∣∣β
6 C

{∣∣∣∣ 1K
K∑

k=1

m∑
r=1

[∆XC
i (τki,r)∆X

C
j (τkj,r)− Γij ]

∣∣∣∣β + |H1|β + |H2|β + |H3|β
}
.

上式中的最后一步由凸函数性质获得. 首先,

|H1|β =

∣∣∣∣ 1K
K∑

k=1

m∑
r=1

[∆XD
i (τki,r)I(|∆Yi(τki,r)| 6 Ĉi)−∆XC

i (τki,r)I(|∆Yi(τki,r)| > Ĉi)

+ (∆g(Zi(τ
k
i,r);θi)−∆ĝ(Zi(τ

k
i,r); θ̂i))I(|∆Yi(τki,r)| 6 Ĉi)

−∆g(Zi(τ
k
i,r); θ̂i)I(|∆Yi(τki,r)| > Ĉi)]∆X

C
j (τkj,r)

∣∣∣∣β
6 C(H11 +H12 +H13 +H14).

同样利用凸函数性质易知上式的不等式成立, 其中

H11 =

∣∣∣∣ 1K
K∑

k=1

m∑
r=1

∆XD
i (τki,r)I(|∆Yi(τki,r)| 6 Ĉi)∆X

C
j (τkj,r)

∣∣∣∣β
=

∣∣∣∣ 1K ∑
(k,r)∈M

∆XD
i (τki,r)∆X

C
j (τkj,r)

∣∣∣∣β 6 C

Kβ

∑
(k,r)∈M

|∆XC
j (τkj,r)|β , (A.1)

这里 M = {(t, r) | ∆XD
i (τki,r)I(|∆Yi(τki,r)| 6 Ĉi) ̸= 0, k = 1, . . . ,K, r = 1, . . . ,m}, 由跳跃的有限性知

#{M} (集合 M 的个数) 是一个有限常数. 类似地,

H12 =

∣∣∣∣ 1K
K∑

k=1

m∑
r=1

∆XC
i (τki,r)I(|∆Yi(τki,r)| > Ĉi)∆X

C
j (τkj,r)

∣∣∣∣β
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Kβ

∑
(k,r)∈N

|∆XC
i (τki,r)∆X

C
j (τkj,r)|β , (A.2)

其中 N = {(t, r) | |∆Yi(τki,r)| > Ĉi, k = 1, . . . ,K, r = 1, . . . ,m}, 由跳跃的有限性知 |∆Yi(τki,r)| > Ĉi

(k = 1, . . . ,K, r = 1, . . . ,m) 发生无穷多次的概率为 0, 因此, #{N} 是一个有限常数. 接下来计算

|H1|β 上界的第三部分, 即

H13 =

∣∣∣∣ 1K
K∑

k=1

m∑
r=1

[∆g(Zi(τ
k
i,r);θi)−∆g(Zi(τ

k
i,r); θ̂i)]I(|∆Yi(τki,r)| 6 Ĉi)

∣∣∣∣β

6
(

1

K

K∑
k=1

m∑
r=1

|∆g(Zi(τ
k
i,r);θi)−∆g(Zi(τ

k
i,r); θ̂i)|

)β

6 C
1

Kβ

( K∑
k=1

m∑
r=1

|θ̂i − θi|
)β

. (A.3)

上式中的不等式分别由绝对值的性质和假设 A.1(v) 得到. 类似地有

H14 =

∣∣∣∣ 1K
K∑

k=1

m∑
r=1

∆g(Zi(τ
k
i,r); θ̂i)I(|∆Yi(τki,r)| > Ĉi)∆X

C
j (τkj,r)

∣∣∣∣β 6 C

Kβ

∑
(k,r)∈N

|∆XC
j (τkj,r)|β . (A.4)

由 (A.1)–(A.4) 易知,

E|H1|β 6 C

Kβ

[
E

( ∑
(k,r)∈M

|∆XC
j (τkj,r)|β

)
+ E

( ∑
(k,r)∈N

|∆XC
i (τki,r)∆X

C
j (τkj,r)|β

)

+ E

( K∑
k=1

m∑
r=1

|θ̂i − θi|
)β]

6 C

Kβ
(m−β/2 +m−β + n1−β).

同理可得

E|H2|β 6 C

Kβ
(m−β/2 +m−β + n1−β).

接下来计算 E|H3|β 的量级, 首先计算

|H3|β =

∣∣∣∣ 1K
K∑

k=1

m∑
r=1

[∆XD
i (τki,r)I(|∆Yi(τki,r)| 6 Ĉi)−∆XC

i (τki,r)I(|∆Yi(τki,r)| > Ĉi)

+ (∆g(Zi(τ
k
i,r);θi)−∆ĝ(Zi(τ

k
i,r); θ̂i))I(|∆Yi(τki,r)| 6 Ĉi)

−∆g(Zi(τ
k
i,r); θ̂i)I(|∆Yi(τki,r)| > Ĉi)]

× [∆XD
j (τkj,r)I(|∆Yj(τkj,r)| 6 Ĉj)−∆XC

j (τkj,r)I(|∆Yj(τkj,r)| > Ĉj)

+ (∆g(Zj(τ
k
j,r);θj)−∆ĝ(Zj(τ

k
j,r); θ̂j))I(|∆Yj(τkj,r)| 6 Ĉj)

−∆g(Zj(τ
k
j,r); θ̂j)I(|∆Yj(τkj,r)| > Ĉj)]

∣∣∣∣β .
根据上式的对称性,理论上应该分为 10个部分进行计算,鉴于该计算过程基本与计算 |H1|β 的过程类
似, 经计算最后得 E|H3|β 6 C

Kβ .
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定理 4.1 的证明 取 m = O(n2/3), 则 K = O(n1/3), 综上可知,

E|Γ̂(1)
ij − Γij |β 6 C

[
E

∣∣∣∣ 1K
K∑

k=1

m∑
r=1

∆XC
i (τki,r)∆X

C
j (τkj,r)− Γij

∣∣∣∣β + E|H1|β + E|H2|β + E|H3|β
]

6 Cn−β/3.

因此定理 4.1(i) 结论得证. 接下来证明估计量的半正定性.

对任意非零向量 x, 有

xTΓ̂(1)x =
1

K

K∑
k=1

m∑
r=1

xT[∆X̂C(τkr )][∆X̂C(τkr )]
Tx

=
1

K

K∑
k=1

m∑
r=1

{xT[∆X̂C(τkr )]}{xT[∆X̂C(τkr )]}T

> 0.

因此定理 4.1(ii) 结论得证.

为方便证明定理 4.2, 首先介绍如下引理:

引理 A.1 假设 Γ 满足稀疏条件, 则在模型 (2.1)、(2.2) 和假设 A.1–A.3 以及跳跃有限的条件

下, 有

max
16i,j6p

|Γ̂ij − Γij | = Op(ϖ), (A.5)

max
16i6p

p∑
j=1

I(|Γij | > ϖ) = Op(π(p)ϖ
−δ), (A.6)

max
16i6p

p∑
j=1

I(|Γ̂ij | > ϖ, |Γij | < ϖ) = Op(π(p)ϖ
−δ), (A.7)

max
16i6p

p∑
j=1

|Γij |I(|Γij | < ϖ) = Op(π(p)ϖ
1−δ). (A.8)

证明 利用 Markov 不等式和定理 4.1 中的 (4.1) 得

P
(

max
16i,j6p

|Γ̂ij − Γij | > ϖ
)
6

∑
06i,j6p

P(|Γ̂ij − Γij | > ϖ)

6 Cp2

ϖβnβ/3
=

C

hβn,p
→ 0, n, p→ ∞.

从而结论 (A.5) 得证.

根据稀疏性条件 (3.2) 知,

max
16i6p

p∑
j=1

I(|Γij | > ϖ) 6 max
16i6p

p∑
j=1

|Γij |δ

ϖδ
I(|Γij | > ϖ)

6 ϖ−δ max
16i6p

p∑
j=1

|Γij |δ = Op(π(p)ϖ
−δ). (A.9)
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从而结论 (A.6) 得证.

利用定理 4.1 中的 (4.1) 结论易知,

P

(
max
16i6p

p∑
j=1

I

{
|Γ̂ij − Γij | >

ϖ

2

}
> 0

)
6 P

(
max

16i,j6p
|Γ̂ij − Γij | >

ϖ

2

)

6 Cp2

ϖβnβ/3
=

C

hβn,p
→ 0, n, p→ ∞.

因此,

max
16i6p

p∑
j=1

I

(
|Γ̂ij − Γij | >

ϖ

2

)
= op(1). (A.10)

结合 (A.9) 和 (A.10) 可得

max
16i6p

p∑
j=1

I{|Γ̂ij | > ϖ, |Γij | < ϖ}

6 max
16i6p

p∑
j=1

I

{
|Γ̂ij | > ϖ, |Γij | 6

ϖ

2

}
+ max

16i6p

p∑
j=1

I

{
|Γ̂ij | > ϖ,

ϖ

2
< |Γij | < ϖ

}

6 max
16i6p

p∑
j=1

I

{
|Γ̂ij − Γij | >

ϖ

2

}
+ max

16i6p

p∑
j=1

I

{
|Γij | >

ϖ

2

}

6 op(1) +

(
ϖ

2

)−δ

Mπ(p)

= Op(π(p)ϖ
−δ).

从而结论 (A.7) 得证.

根据稀疏性条件 (3.2), 进行简单放缩有

max
16i6p

p∑
j=1

|Γij |I(|Γij | 6 ϖ) = ϖ1−δ max
16i6p

p∑
j=1

|Γij |δ = Op(π(p)ϖ
1−δ),

从而结论 (A.8) 得证.

定理 4.2 的证明 根据 L2- 范数和 L∞- 范数的三角不等式, 有

∥Tϖ[Γ̂(1)]− Γ∥2 6 ∥Tϖ[Γ̂(1)]− Tϖ[Γ]∥2 + ∥Tϖ[Γ]− Γ∥2

6 ∥Tϖ[Γ̂(1)]− Tϖ[Γ]∥∞ + ∥Tϖ[Γ]− Γ∥∞. (A.11)

由引理 A.1 中的 (A.8) 知 (A.11) 的第二项满足

∥Tϖ[Γ]− Γ∥∞ = max
16i6p

p∑
j=1

|Γij |I(|Γij | < ϖ) = Op(π(p)ϖ
1−δ). (A.12)

经过简单的代数运算, (A.11) 的第一项化为

∥Tϖ[Γ̂(1)]− Tϖ[Γ]∥∞ = max
16i6p

p∑
j=1

|Γ̂(1)
ij I(|Γ̂

(1)
ij | > ϖ)− ΓijI(|Γij | > ϖ)|
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6 max
16i6p

p∑
j=1

|Γ̂(1)
ij − Γij |I(|Γ̂(1)

ij | > ϖ, |Γij | > ϖ)

+ max
16i6p

p∑
j=1

|Γ̂(1)
ij |I(|Γ̂(1)

ij | > ϖ, |Γij | < ϖ)

+ max
16i6p

p∑
j=1

|Γij |I(|Γ̂(1)
ij | < ϖ, |Γij | > ϖ)

=: I1 + I2 + I3.

注意到上式的第一项

I1 = max
16i6p

p∑
j=1

|Γ̂(1)
ij − Γij |I(|Γ̂(1)

ij | > ϖ, |Γij | > ϖ)

6 max
16i,j6p

|Γ̂(1)
ij − Γij | max

16i6p

p∑
j=1

I(|Γij | > ϖ)

= Op(π(p)ϖ
1−δ). (A.13)

最后一步是由引理 A.1 中的 (A.5) 和 (A.6) 得到.

由绝对值不等式及引理 A.1 中的 (A.5)、(A.7) 和 (A.8) , 有

I2 = max
16i6p

p∑
j=1

|Γ̂(1)
ij |I(|Γ̂(1)

ij | > ϖ, |Γij | < ϖ)

6 max
16i6p

p∑
j=1

(|Γ̂(1)
ij − Γij |+ |Γij |)I(|Γ̂(1)

ij | > ϖ, |Γij | < ϖ)

6 max
16i,j6p

|Γ̂(1)
ij − Γij |

p∑
j=1

I(|Γ̂(1)
ij | > ϖ, |Γij | < ϖ) + max

16i6p

p∑
j=1

|Γij |I(|Γij | < ϖ)

= Op(π(p)ϖ
1−δ). (A.14)

类似地,

I3 = max
16i6p

p∑
j=1

|Γij |I(|Γ̂(1)
ij | < ϖ, |Γij | > ϖ)

6 max
16i6p

p∑
j=1

(|Γ̂(1)
ij − Γij |+ |Γ̂(1)

ij |)I(|Γ̂(1)
ij | < ϖ, |Γij | > ϖ)

6 max
16i,j6p

|Γ̂(1)
ij − Γij | max

16i6p

p∑
j=1

I(|Γij | > ϖ) + max
16i6p

p∑
j=1

ϖI(|Γij | > ϖ)

= Op(π(p)ϖ
1−δ). (A.15)

综合 (A.13)–(A.15) 中的 I1、I2 和 I3 的量级可以得到

∥Tϖ[Γ̂(1)]− Tϖ[Γ]∥∞ = Op(π(p)ϖ
1−δ). (A.16)
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因此, 根据 (A.11)、(A.12) 和 (A.16), 定理 4.2(i) 得证, 接下来证明定理 4.2(ii).

类似于定理 4.2(i), 有

∥T H
ϖ [Γ̂(1)]− Γ∥2 6 ∥T H

ϖ [Γ̂(1)]− T H
ϖ [Γ]∥2 + ∥T H

ϖ [Γ]− Γ∥2

6 ∥T H
ϖ [Γ̂(1)]− T H

ϖ [Γ]∥∞ + ∥T H
ϖ [Γ]− Γ∥∞. (A.17)

显然上式的第二部分满足

∥T H
ϖ [Γ]− Γ∥∞ = max

16i6p

p∑
j=1

|Γij |I(|Γij | > ϖ, i ̸= j) + Γij |I(|Γij | > 0, i = j)− Γij |

6 max
16i6p

p∑
j=1

|Γij |I(|Γij | 6 ϖ) = Op(π(p)ϖ
1−δ). (A.18)

最后一个不等式是由引理 A.1 中的 (A.8) 得到. 如果能证明 ∥T H
ϖ [Γ̂(1)]− T H

ϖ [Γ]∥∞ 和 π(p)ϖ1−δ 在概

率意义上同阶, 那么结论得证. 事实上, 根据引理 A.1 经过简单的迭代, 有

∥T H
ϖ [Γ̂(1)]− T H

ϖ [Γ]∥∞ = max
16i6p

p∑
j=1

|Γ̂(1)
ij I(|Γ̂

(1)
ij | > ϖ, i ̸= j) + Γ̂

(1)
ij I(|Γ̂ij | > 0, i = j)

− ΓijI(|Γij | > ϖ, i ̸= j)− ΓijI(|Γij | > 0, i = j)|

6 max
16i6p

{∑
j ̸=i

|Γ̂(1)
ij I(|Γ̂

(1)
ij | > ϖ)− ΓijI(|Γij | > ϖ)|+ |Γ̂(1)

ii − Γii|
}

6 max
16i6p

p∑
j=1

|Γ̂(1)
ij − Γij |I(|Γ̂(1)

ij | > ϖ, |Γij | > ϖ)

+ max
16i6p

p∑
j=1

|Γ̂(1)
ij |I(|Γ̂(1)

ij | > ϖ, |Γij | < ϖ)

+ max
16i6p

p∑
j=1

|Γij |I(|Γ̂(1)
ij | < ϖ, |Γij | > ϖ) +Op(n

−1/3)

=: I1 + I2 + I3 +Op(n
−1/3),

结合 (A.13)–(A.15) 中的 I1、I2 和 I3 的量级可以得到

∥T H
ϖ [Γ̂(1)]− T H

ϖ [Γ]∥∞ = Op(π(p)ϖ
1−δ). (A.19)

根据 (A.17)–(A.19), 定理 4.2(ii) 结论得证, 接下来证明定理 4.2(iii).

类似于前面的 (A.17), 有

∥T S
ϖ [Γ̂(1)]− Γ∥2 6 ∥T S

ϖ [Γ̂(1)]− T S
ϖ [Γ]∥2 + ∥T S

ϖ [Γ]− Γ∥2

6 ∥T S
ϖ [Γ̂(1)]− T S

ϖ [Γ]∥∞ + ∥T S
ϖ [Γ]− Γ∥∞. (A.20)

根据 T S
ϖ [Γ̂(1)] 的定义及引理 A.1 中的 (A.6) 和 (A.8), 有

∥T S
ϖ [Γ]− Γ∥∞ = max

16i6p

p∑
j=1

|[Γij − sign(Γij)ϖ]I(|Γij | > ϖ, i ̸= j) + ΓijI(|Γij | > 0, i = j)− Γij |
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6 max
16i6p

p∑
j=1

|Γij |I(|Γij | < ϖ) + max
16i6p

p∑
j=1

ϖI(|Γij | > ϖ)

=Op(π(p)ϖ
1−δ). (A.21)

经过简单的推导, 结合引理 A.1 中的 (A.6) 和 (A.7), 有

∥T S
ϖ [Γ̂(1)]− T S

ϖ [Γ]∥∞

= max
16i6p

p∑
j=1

|[Γ̂(1)
ij − sign(Γ̂

(1)
ij )ϖ]I(|Γ̂(1)

ij | > ϖ, i ̸= j)

+ Γ̂
(1)
ij I(|Γ̂

(1)
ij | > 0, i = j)− ΓijI(|Γij | > 0, i = j)

− [Γij − sign(Γij)ϖ]I(|Γij | > ϖ, i ̸= j)|

6 max
16i6p

{∑
j ̸=i

|Γ̂(1)
ij I(|Γ̂

(1)
ij | > ϖ)− ΓijI(|Γij | > ϖ)|+ |Γ̂(1)

ii − Γii|
}

+ϖ max
16i6p

∑
j ̸=i

[I(|Γ̂(1)
ij | > ϖ) + I(|Γij | > ϖ)]

6 ∥T H
ϖ [Γ̂(1)]− T H

ϖ [Γ]∥∞ + max
16i6p

p∑
j=1

ϖI(|Γij | > ϖ) + max
16i6p

p∑
j=1

ϖI(|Γ̂(1)
ij | > ϖ)

6 Op(π(p)ϖ
1−δ) + 2 max

16i6p

p∑
j=1

ϖI(|Γij | > ϖ) + max
16i6p

p∑
j=1

ϖI(|Γ̂(1)
ij | > ϖ, |Γij | < ϖ)

= Op(π(p)ϖ
1−δ). (A.22)

由 (A.20)–(A.22), 定理 4.2(iii) 得证.

附录 A.2 关于 Γ̂(2) 定理的证明

为了证明定理 4.1, 首先介绍如下引理:

引理 A.2 在模型 (2.1)、(2.2) 和假设 A.1–A.3 以及跳跃有限的条件下,

(i) 对每一个固定的 K 和 m, 依概率 1, 有

|∆X̂i(τ
k
i,r)|I(|∆X̂i(τ

k
i,r)| > (∆τki,r)

ξ) = |∆Xi(τ
k
i,r) + bki,r|I([τki,r−1, τ

k
i,r] 存在跳)

对任意的 i = 1, . . . , p, k = 1, . . . ,K, r = 1, . . . ,m 成立, 其中 bki,r = ∆g(Zi(τ
k
i,r);θi)−∆g(Zi(τ

k
i,r); θ̂i).

(ii) 1
K

∑K
k=1

∑m
r=1 ∆X̂

C
i (τki,r)∆X̂

C
j (τkj,r) =

1
K

∑K
k=1

∑m
r=1 ∆X

C
i (τki,r)∆X

C
j (τkj,r) + op(m

−1/2).

证明 (i) 由简单的代数运算知,

|∆X̂i(τ
k
i,r)| = |∆Xi(τ

k
i,r)− [∆g(Zi(τ

k
i,r); θ̂i)−∆g(Zi(τ

k
i,r);θi)]|

= |∆Xi(τ
k
i,r) + bi(τ

k
i,r)| 6 |∆Xi(τ

k
i,r)|+ |bi(τki,r)|.

由假设 A.1(v) 知, 对任意的 i、k 和 r, 存在 C > 0 使得 |bi(τki,r)| 6 C|θ̂i − θi|. 利用文献 [12, 定理 4.1]

可以得到对任意的 ξ ∈ (0, 1/2), 依概率 1 有 |bi(τki,r)| 6 (∆τki,r)
ξ/2 对所有的 i、k 和 r 成立, 在该情形

下, 如果 |∆X̂i(τ
k
i,r)| > (∆τki,r)

ξ, 那么 |∆Xi(τ
k
i,r)| > (∆τki,r)

ξ/2.
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由 Lévy 的连续模定理和假设 A.1 知, 对任意充分大的 ni (i = 1, . . . , p), 每个区间 [τki,r−1, τ
k
i,r] 最

多包含一个跳. 如果在区间 [τki,r−1, τ
k
i,r] 内确实存在跳, 那么有 |∆Xi(τ

k
i,r)| > 3/2(∆τki,r)

ξ, 这意味着

|∆X̂i(τ
k
i,r)| > (∆τki,r)

ξ. 因此依概率 1 有

|∆X̂i(τ
k
i,r)|I(|∆X̂i(τ

k
i,r)| > (∆τki,r)

ξ) = |∆Xi(τ
k
i,r) + bi(τ

k
i,r)|I([τki,r−1, τ

k
i,r] 存在跳).

(ii) 由 (i) 的结论知依概率 1 有

1

K

K∑
k=1

m∑
r=1

∆X̂i(τ
k
i,r)I(|∆X̂i(τ

k
i,r)| 6 (∆τki,r)

ξ)∆X̂j(τ
k
j,r)I(|∆X̂j(τ

k
j,r)| 6 (∆τkj,r)

ξ)

=
1

K

K∑
k=1

m∑
r=1

[∆XC
i (τki,r) + bki,r][∆X

j(τkj,r) + bkj,r]

=
1

K

K∑
k=1

m∑
r=1

[∆XC
i (τki,r)∆X

C
j (τkj,r) + ∆XC

i (τki,r)b
k
j,r +∆XC

j (τkj,r)b
k
i,r + bki,rb

k
j,r]

=:
1

K

K∑
k=1

m∑
r=1

∆XC
i (τki,r)∆X

C
j (τkj,r) + I1 + I2 + I3.

接下来对 I1、I2 和 I3 分别单独考虑它们的概率量级,

E|I1| = E

∣∣∣∣ 1K
K∑

k=1

m∑
r=1

∆XC
i (τki,r)b

k
j,r

∣∣∣∣ 6 C
1

K
(Km)−1/2

K∑
k=1

m∑
r=1

E|∆XC
i (τki,r)|n−1

6 C
1

nK
(Km)−1/2

K∑
k=1

m∑
r=1

√
E|∆XC

i (τki,r)|2 6 C
1

nK
(Km)−1/2

K∑
k=1

m∑
r=1

√
∆τki,r

6 C
1

nK1/2
.

类似地有 E|I2| 6 C
nK1/2 .

对于 I3, 经过简单的代数运算有

E|I3| = E

∣∣∣∣ 1K
K∑

k=1

m∑
r=1

bki,rb
k
j,r

∣∣∣∣ 6 C
1

K
(Km)−1/2

K∑
k=1

m∑
r=1

n−2 6 C
m1/2

n2K1/2
.

令 m = O(n2/3), K = O(n1/3), 由 Chebyshev 不等式易得到引理 A.2(ii).

由 Γ̂(2) 的定义和引理 A.1 易知,

E|Γ̂(2)
ij − Γij |β

= E

∣∣∣∣ 1K
K∑

k=1

m∑
r=1

∆X̂i(τ
k
i,r)I(|∆X̂i(τ

k
i,r)| 6 (∆τki,r)

ξ)∆X̂j(τ
k
j,r)I(|∆X̂j(τ

k
j,r)| 6 (∆τkj,r)

ξ)− Γij

∣∣∣∣β

= E

∣∣∣∣ 1K
K∑

k=1

m∑
r=1

∆XC
i (τki,r)∆X

C
j (τkj,r) + op(m

−1/2)− Γij

∣∣∣∣β

6
{[

E

∣∣∣∣ 1K
K∑

k=1

m∑
r=1

∆XC
i (τki,r)∆X

C
j (τkj,r)− Γij

∣∣∣∣β]1/β + o(m−1/2)

}β

6 Cn−β/3.
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倒数第二个不等式是由 Minkowski不等式得到, 最后一个不等式直接由文献 [11, 定理 4.1]获得. 因此

定理 4.1(i) 结论得证. 接下来证明估计量的半正定性.

对任意非零向量 x, 有

xTΓ̂(2)x =
1

K

K∑
k=1

m∑
r=1

xT[∆X̂ ′C(τkr )][∆X̂ ′C(τkr )]
Tx =

1

K

K∑
k=1

m∑
r=1

{xT[∆X̂ ′C(τkr )]}{xT[∆X̂ ′C(τkr )]}T

> 0,

其中 ∆X̂ ′C(τkr ) 表示向量的每个元素满足 ∆X̂i(τ
k
i,r)I(|∆X̂i(τ

k
i,r)| 6 (∆τki,r)

ξ), 因此, 定理 4.1(ii) 结论

得证.

对于 Γ̂(2), 定理 4.2 的证明基本与 Γ̂(1) 方法一样, 在此不再详述.

附录 A.3 关于 Γ̂(3) 和 Γ̂(4) 定理的证明

为证明带跳的 Γ̂
(3)
ij 的相合性, 首先考虑不带跳的情形下 Γ̂

(3)
ij 的相合性, 因此考虑如下引理:

引理 A.3 在模型 (2.1) 和连续扩散的对数价格过程以及假设 A.1–A.3 下, 有

∆X̂i(τi,r) = ∆Xi(τi,r) +Op(n
−1).

证明 由模型 (2.1) 知,

∆X̂i(τi,r) = ∆Yi(τi,r)−∆g(Zi(ti,r); θ̂i) = ∆Xi(τi,r)− [∆g(Zi(ti,r); θ̂i)−∆g(Zi(ti,r);θi)].

因此,

|∆X̂i(τi,r)−∆Xi(τi,r)| = |∆g(Zi(ti,r); θ̂i)−∆g(Zi(ti,r);θi)|

6 [L0(Zi(ti,r)) + L0(Zi(ti,r−1))]|θ̂i − θi|

= Op(n
−1).

因此结论得证.

引理 A.4 在模型 (2.1)和连续扩散的对数价格过程以及假设 A.1–A.3下,对任意的 1 6 i, j 6 p,

协方差估计量 Γ̂
(3)
ij 满足 E(|Γ̂(3)

ij − Γij |β) 6 Cn−
β
3 , 其中 C 是与 n 和 p 无关的常数.

证明 由于对数价格是连续扩散过程, 因此, 由 MinRV 方法估计积分波动率矩阵 Γ̂(3) 的定义知

其第 (i, j) 个元素与真实积分波动率矩阵的第 (i, j) 个元素的差为

Γ̂
(3)
ij − Γij =

1

K

K∑
k=1

m∑
r=1

{∆X̂i(τi,r) ∨∆X̂i(τi,r+1)}{∆X̂j(τj,r) ∨∆X̂j(τj,r+1)} − Γij

= III1 + {0 ∨ III2 ∨ III3 ∨ III4}.

其中 ∨表示或者的意思, III1 = 1
K

∑K
k=1

∑m−1
r=1 ∆X̂i(τi,r)∆X̂j(τj,r)−Γij .由文献 [11,定理 4.1]证明知,

E|III1|β 6 Cn−
β
3 . (A.23)

第二项 III2 与第三项 III3 同阶, 因此只考虑第二项 III2, 即

III2 =
1

K

K∑
k=1

m∑
r=1

[∆X̂i(τi,r+1)−∆X̂i(τi,r)]∆X̂j(τj,r).
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由引理 A.3 和简单的代数运算得

E|III2|β 6 C(Km)β/2−1K−β
K∑

k=1

m−1∑
r=1

E|[∆X̂i(τi,r+1)−∆X̂i(τi,r)]∆X̂j(τj,r)|β

= C(Km)β/2−1K−β
K∑

k=1

m−1∑
r=1

E{|∆X̂j(τj,r)|βE[|∆X̂i(τi,r+1)−∆X̂i(τi,r)|β | Xj ]}

6 C(Km)β/2−1K−β
K∑

k=1

m−1∑
r=1

E{|∆Xj(τj,r) +Op(n
−1)|β

× E[|∆Xi(τi,r+1)−∆Xi(τi,r) +Op(n
−1)|β | Xj ]}

6 C(Km)β/2−1K−β
K∑

k=1

m−1∑
r=1

E
{
|∆Xj(τj,r)|βm−β/2 max

06s61
E|γii(s)|β/2 + o(m−β/2)

}
6 C(Km)β/2−1K−β

K∑
k=1

m−1∑
r=1

[m−β + o(m−β)]
[
max
06s61

E|γii(s)|β/2
]2

6 C(Km)−β/2 = Cn−β/2, (A.24)

上式中的第二个不等式是由文献 [8, 引理 8.4] 的证明得到; 第三个不等式的推导类似于文献 [8, 引

理 8.4] 的证明. 下面证明 III4 的阶数:

E|III4|β = E

∣∣∣∣ 1K
K∑

k=1

m∑
r=1

[∆X̂i(τi,r+1)∆X̂j(τj+1,r)−∆X̂i(τi,r)∆X̂j(τj,r)]

∣∣∣∣β

= E

∣∣∣∣ 1K
K∑

k=1

m∑
r=1

[∆X̂i(τi,r+1)−∆X̂i(τi,r)]∆X̂j(τj+1,r) + ∆X̂i(τi,r)[∆X̂j(τj+1,r)−∆X̂j(τj,r)]

∣∣∣∣β
6 C(Km)−β/2, (A.25)

最后一个不等式是由 III2 的阶数和 III3 的阶数确定的. 由 (A.23)–(A.25) 和 Minkowski 不等式知,

E|Γ̂(3)
ij − Γij |β 6 C{[E|III1|β ]1/β + [E|{0 ∨ III2 ∨ III3 ∨ III4}|β ]1/β}β 6 Cn−β/3.

因此引理 A.4 得证.

注 A.1 该引理对估计量 Γ̂
(4)
ij 也成立, 证明方法类似.

为区别带跳和不带跳的作用, 下面介绍引理 A.5.

引理 A.5 在模型 (2.1) 和 (2.2) 以及假设 A.1–A.3 下, 带跳和不带跳的过程 Xt 的 MinRV 和

MedRV 所获得的逐点收敛速度是相同的.

证明 在此只考虑MinRV的情形, MedRV的形式类似. 因为跳的次数是有限的,所以, |∆Xi(τi,r)|
= |Xi(τi,r) −Xi(τi,r−1)| 和 |∆Xi(τi,r+1)| = |Xi(τi,r+1) −Xi(τi,r)| 最多有一个包含跳, 因此, 无论是否

发生跳, 估计量的第 (i, j) 个元素中的每一项为下面 4 种可能:

{∆Xi(τi,r) ∨∆Xi(τi,r+1)}{∆Xj(τj,r) ∨∆Xj(τj,r+1)}

= {∆Xi(τi,r)∆Xj(τj,r) ∨∆Xi(τi,r+1)∆Xj(τj,r)

∨∆Xi(τi,r)∆Xj(τj,r+1) ∨∆Xi(τi,r+1)∆Xj(τj,r+1)}
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6 max{∆XC
i (τi,r)∆X

C
j (τj,r),∆X

C
i (τi,r+1)∆X

C
j (τj,r),

∆XC
i (τi,r)∆X

C
j (τj,r+1),∆X

C
i (τi,r+1)∆X

C
j (τj,r+1)}.

显然这里通过取邻近替换技术将包含跳跃的价格数据全转换成了连续的价格数据.

由以上结论和跳的有限性 (不可能连续发生两次跳跃), 可得

E|Γ̂(3)
ij − Γij |β = E

∣∣∣∣ 1K
K∑

k=1

m−1∑
r=1

[max{∆XC
i (τi,r)∆X

C
j (τj,r),∆X

C
i (τi,r+1)∆X

C
j (τj,r),

∆XC
i (τi,r)∆X

C
j (τj,r+1),∆X

C
i (τi,r+1)∆X

C
j (τj,r+1)} −∆XC

i (τi,r)∆X
C
j (τj,r)]

∣∣∣∣β
6 Cn−β/3.

上式的最后一个不等式是类似于 III2 的证明. 因此定理 4.1(i) 得证. 由半正定性的定义直接得到定

理 4.1(ii).

对于 Γ̂(4) 的定理 4.1 证明类似于 Γ̂(3) 的定理 4.1 证明; Γ̂(3) 和 Γ̂(4) 的定理 4.2 证明过程与 Γ̂(1)

的定理 4.2 证明过程类似, 在此不再详述.
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