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ATIS作用下弹性需求混合交通均衡的效率损失
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(贵州财经大学 数统学院，贵阳 550025)

摘 要： 在ATIS用户和利己用户组成的交通网络中，利己用户遵循用户均衡原则选择出行

路径，其目的是最小化自身出行成本；先进出行者信息系统(ATIS)用户遵循系统最优原则选择

出行路径，其目的是最小化系统总出行成本 .本文基于ATIS用户和利己用户路径选择原则的

异质性，对弹性需求下该类混合交通均衡分配的效率损失进行探讨 .构建弹性需求下该类混

合交通均衡分配的变分不等式模型，界定其效率损失上界 .结果表明，效率损失上界与用户均

衡时社会总收益与社会总剩余之比相关，还与用户均衡时路段上 ATIS 用户的流量与总流量

之比有关 .
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Inefficiency of Mixed Traffic Equilibrium with
Elastic Demand under ATIS

YU Xiao-jun, LIU Zuo-zhi, SHU Ya-dong

(School of Mathematics and Statistics, Guizhou University of Finance and Economics, Guiyang 550025, China)

Abstract:Abstract: A transportation network is associated with the selfish users and the users with Advanced Traveler

Information Systems (ATIS). The selfish users select their routes comply with user equilibrium principle and try to

minimize their own travel cost. The users with ATIS select their routes comply with system optimum principle and

advice to minimize the total travel cost in the system. This paper investigates the inefficiency of the mixed traffic

equilibrium assignment with elastic demand under ATIS and based on the user's heterogeneities on different route

choice principles. A variational inequality model for the mixed traffic equilibrium assignment is proposed and the

upper bound of the inefficiency derived. The results show that the upper bound of the inefficiency depends on the

ratio of user benefit and the total social surplus at traffic equilibrium assignment state. It also depends on the ratio

of link flow by users with ATIS and the total link flow at traffic equilibrium assignment state.

Keywords:Keywords: urban traffic; inefficiency; variational inequality; mixed traffic equilibrium assignment; Advanced

Traveler Information Systems (ATIS); elastic demand

0 引 言
学者们从不同方面对先进出行者信息系统

(Advanced Traveler Information Systems，ATIS) 进

行研究 .Huang等[1]评估了存在排队现象的多用户

类一般交通网络中 ATIS 的作用 .Lo 等 [2]提出动态

交通分配问题的元胞变分不等式模型，并评估了

ATIS的作用 .Huang等[3]得到ATIS作用下的多用户

类多准则 Logit 型交通均衡分配模型 . 郭仁拥等 [4]

提出ATIS作用下的多用户类多准则随机交通均衡

分配演化模型，并利用不动点定理分析了模型不

动点的存在性 .学者还对ATIS作用下，固定需求交

通均衡行为的效率损失问题进行了研究 .刘天亮

等[5]探讨利己用户和ATIS用户组成的混合交通均

衡效率损失上界 .Huang等[6]研究ATIS作用下随机
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用户均衡行为的效率损失问题 .张俊婷等[7-8]分别

考虑ATIS和道路收费共同作用下多用户类多准则

混合随机均衡行为相对系统最优和随机系统最优

的效率损失问题 .

智能的交通个体在进行出行决策前，会根据

交通现状选择是否出行，但交通网络中的出行需

求并不是一个常量，而是关于出行成本的变量，常

用需求函数刻画出行成本与出行需求间的关系 .

本文探讨ATIS作用下弹性需求混合交通均衡的效

率损失问题 .构建ATIS作用下弹性需求混合交通

均衡分配的等价变分不等式模型，定义此均衡行

为的效率损失；得到该类混合交通均衡行为的效

率损失上界表达式，并给出一个简单算例 .

1 ATIS作用下弹性需求混合交通均衡分

配模型

1.1 符号定义

在城市交通网络 G= (N,A) 中，N 为顶点集，A

为有向路段集，W 为所有OD对集合，Rw 为OD对

w ∈W 间的所有路径集 .交通网络中的每个OD对

w ∈W 间存在着完全理性的利己用户 u 和配置先

进出行者信息系统的ATIS用户 atis.利己用户 u 追

求自身效用的最大化，即最小化自身出行成本；

ATIS用户atis根据接收到的信息，判断是否选择出

行，一旦确定出行，则遵从系统最优原则出行 . q
( )u
w

为 OD 对 w ∈W 间利己用户 u 的弹性出行需求；

q
( )atis
w 为OD对 w ∈W 间ATIS用户 atis的弹性出行需

求；f
( )u
rw 为利己用户 u 在路径 r ∈Rw,w ∈W 上的流

量；f
( )atis
rw 为ATIS用户 atis在路径 r ∈Rw,w ∈W 上的

流量；若路段 a ∈ A 在路径 r ∈Rw 上，则 δ
( )w
ar = 1，否

则 δ
( )w
ar = 0 ；v

( )u
a 为利己用户 u 在路段 a 上的流量；

v
( )atis
a 为ATIS用户atis在路段 a上的流量；va 为路段

a上的总流量，va = v
( )u
a + v

( )atis
a ；va 为路段 a上的流量

向量，va ≡ ( )v
( )u
a ,v( )atis

a ；v
( )u

为利己用户 u 的路段流

量向量，v
( )u ≡ ( )v

( )u
1 ,⋯,v( )u

|| A ，其中， || A 表示网络中有

向路段的数量；v
( )atis

为 ATIS 用户 atis 的路段流量

向量，v
( )atis ≡ ( )v

( )atis
1 ,⋯,v( )atis

|| A ；v 为路段流量向量，

v≡ ( )v1,⋯,v || A ； f 为 路 径 流 量 向 量 ，

f≡ æ

è
çç

ö

ø
÷÷f1w1,⋯, f |

|
||

|

|
||Rw ||W

w ||W

，其中， ||W 表示网络中 OD 对

的数量， |
|

|
|Rw ||W

表示OD对 w ||W 间的路径数量；q 为

需求向量；B
( )u
w , B( )atis

w 分别为利己用户 u 和ATIS用

户 atis在OD对 w ∈W 上的逆需求函数；假设路段

出行成本函数 ta(va) 是可分离函数，且为路段流量

va 的连续可微严格递增凸函数，且对 ∀c ∈ [ ]0,1 满

足 ta( )cx ≥cta( )x .

显然，交通网络中的流量守恒和非约束条

件为

∑
r ∈Rw

f
( )u
rw = q

( )u
w , ∀w ∈W (1)

v
( )u
a =∑

w ∈W
∑
r ∈Rw

f
( )u
rw δ

( )w
ar , ∀a ∈ A (2)

f
( )u
rw ≥0, ∀r ∈Rw ; w ∈W (3)

∑
r ∈Rw

f
( )atis
rw = q

( )atis
w , ∀w ∈W (4)

v
( )atis
a =∑

w ∈W
∑
r ∈Rw

f
( )atis
rw δ

( )w
ar , ∀a ∈ A (5)

f
( )atis
rw ≥0, ∀r ∈Rw ;w ∈W (6)

式 (1)~ 式 (6) 可 写 成 矩 阵 形 式 ，即 Ω =
{ }( )v,q | v = Δf, Λf = q, f≥ 0, q≥ 0 ，其中，Δ = [ ]δ

( )w
ar 是

路段/路径关联矩阵，Λ = [ ]Λrw 是 OD 对/路径关联

矩阵，如果 r ∈Rw ，则 Λrw = 1，否则 Λrw = 0 .显然 Ω

是闭凸集 .

1.2 模型构建

Nagurney 等 [9]给出如下多用户类弹性需求交

通均衡分配结论：

引理 1 在 M 类用户组成的弹性需求多用户类

交通网络中，( )v̄, q̄ 是弹性需求下多用户类交通均

衡分配解的充要条件是下面变分不等式(VI)成立 .

∑
a ∈ A
∑
m= 1

M

é
ë

ù
ûc

( )m
a ( )v̄ ( )v

( )m
a - v̄

( )m
a -

∑
w ∈W
∑
m= 1

M

é
ë

ù
ûB

( )m
w ( )q̄ ( )q

( )m
w - q̄

( )m
w ≥0

(7)

式中：c
( )m
a ,v

( )m
a 分别是第 m 类用户在路段 a 上的出

行成本和流量；q
( )m
w 是第 m 类用户在OD对 w ∈W

间的弹性出行需求；v̄, q̄分别是弹性需求多用户类
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交通网络在均衡时的路段流量向量和需求向量；

v̄
( )m
a 是均衡时第 m 类用户在路段 a 上的流量；q̄

( )m
w

是均衡时第 m 类用户在OD对 w ∈W 间的弹性出

行需求 .

本文考虑两类不同用户，即利己用户 u 和

ATIS用户 atis，记 c
( )u
a ( )va 为利己用户 u 在路段 a 上

的出行成本，c
( )atis
a ( )va 为ATIS用户 atis在路段 a 上

的出行成本，则有

c
( )u
a ( )va = ta( )va (8)

c
( )atis
a ( )va = ta( )va + vat

′
a( )va (9)

式中：t′a( )va 是路段出行成本函数 ta( )va 的一阶导

函数 .将式(8)和式(9)代入式(7)，可得ATIS作用下

弹性需求混合均衡交通分配模型 .

引理 2 在ATIS作用下弹性需求混合交通网

络中，( )v̄, q̄ ∈Ω 是该类混合交通均衡分配解的充

要条件是对任意的 ( )v̄, q̄ ∈Ω ，下面的VI成立 .

∑
a ∈ A

ta( )v̄a ( )v
( )u
a - v̄

( )u
a +∑

a ∈ A
[ ]ta( )v̄a + v̄at

′
a( )v̄a ( )v

( )atis
a - v̄

( )atis
a -

∑
w ∈W

B
( )u
w ( )q̄ ( )q

( )u
w - q̄

( )u
w -∑

w ∈W
B

( )atis
w ( )q̄ ( )q

( )atis
w - q̄

( )atis
w ≥0

(10)

式中：v̄a 表示均衡时路段 a上的总流量 .

定 义 系 统 在 ( )v̄, q̄ ∈Ω 时 的 社 会 总 收 益

U( )v, q =∑
w ∈W
∫0q( )u

w B
( )u
w ( )x dx +∑

w ∈W
∫0q( )atis

w B
( )atis
w ( )x dx ，系统的

总出行时间成本 T ( )v =∑
a∈A

ta( )va va ，则此时系统的

社会总剩余为

S(v,q)=∑
w ∈W
∫0q( )u

w B
( )u
w ( )x dx +∑

w ∈W
∫0q( )atis

w B
( )atis
w ( )x dx -∑

a ∈ A
ta(va)va

(11)

系统最优下的解 ( )v̂, q̂ ∈Ω ，即求解最优化

问题为

( )v̂, q̂ = argmax
( )v,q ∈Ω

S( )v,q (12)

定义ATIS作用下弹性需求混合均衡交通分配

的效率损失为

ρ =
S( )v̂, q̂
S( )v̄, q̄ (13)

即社会总剩余最大值与均衡时的社会总剩余

之比，显然，ρ≥1 .

2 界定效率损失的上界
在界定ATIS作用下弹性需求混合交通均衡分

配的效率损失之前，由Chau等[10]的引理 4.2，可得

如下定理：

定理 1 如果对任意非负的 q
( )u
w ，B

( )u
w ( )q

( )u
w 是 q

( )u
w

的非增函数，则

∑
w ∈W
∫ q

( )u
w

0 B
( )u
w (x)dx≤∑

w ∈W
∫ q̄

( )u
w

0 B
( )u
w (x)dx +∑

w ∈W
B

( )u
w ( )q̄

( )u
w ( )q

( )u
w - q̄

( )u
w

(14)

证明 因为 B
( )u
w (q( )u

w )是非增函数，则有

∫ q
( )u
w

q̄
( )u
w

B
( )u
w (x)dx≤B

( )u
w ( )q̄

( )u
w ( )q

( )u
w - q̄

( )u
w , w ∈W (15)

即

∫ q
( )u
w

0 B
( )u
w (x)dx≤ ∫ q̄

( )u
w

0 B
( )u
w (x)dx + B( )u

w ( )q̄
( )u
w ( )q

( )u
w - q̄

( )u
w , w ∈W

(16)

对所有的OD对 w ∈W 求和，则可得式(14)成立 .

同理可得

∑
w ∈W
∫ q

( )atis
w

0 B
( )atis
w (x)dx≤∑

w ∈W
∫ q̄

( )atis
w

0 B
( )atis
w (x)dx +

∑
w ∈W

B
( )atis
w ( )q̄

( )atis
w ( )q

( )atis
w - q̄

( )atis
w

(17)

定理 2 假设可分离路段出行成本函数 ta(va)
是路段总流量 va 的连续可微、严格递增凸函数，且

对 ∀c ∈ [ ]0,1 满 足 ta( )cx ≥ cta( )x . 则 ∀va ≥0 时 ，

vat
′
a( )va ≤ ta( )va 成立．

证明 由 Karakostas 等 [11]中的式(7)，可知对任

意的 va ≥0 ，有

vat
′
a( )va 2 ≤ ∫0va t′a( )x dx = ta( )va - ta0 ≤ ta( )va (18)

式 (18) 中 第 2 个 不 等 式 成 立 原 因 为

ta0 = ta( )0 ≥ 0 ；又 因 ∀c ∈ [ ]0, 1 ，不 等 式

ta( )cx ≥ cta( )x 成立 .所以有

ta( )va ≤2ta( )va 2 (19)

由式(18)和式(19)，可得 vat
′
a( )va 2 ≤ 2ta( )va 2 .

用 va 取代 vat
′
a( )va 2 ≤ 2ta( )va 2 中的 va 2 ，可得

vat
′
a( )va ≤ ta( )va 成立 .

接下来，用非线性规划法探讨ATIS作用下弹

性需求混合交通均衡分配的效率损失上界 .对任

意给定的 a ∈ A, v̄a = ( )v̄
( )u
a , v̄

( )atis
a ，讨论非线性规划问
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题，即

max
va ≥ 0

[ ]ta( )v̄a - ta( )va va + v̄at
′
a( )v̄a ( )v

( )atis
a - v̄

( )atis
a (20)

设

F( )va = [ ]ta(v̄a)- ta(va) va + v̄at′a(v̄a)( )v
( )atis
a - v̄

( )atis
a ,va ≥ 0

(21)

由于函数 F( )va 的 Hessian 矩阵是半负定矩

阵，故 F( )va 是变量 v
( )u
a ≥0,v( )atis

a ≥0 的凹函数，从而

F( )va 有全局最大值 .令 λ
( )u
a ,λ( )atis

a ,a ∈ A分别为变量

v
( )u
a ≥0,v( )atis

a ≥0 的 Lagrange 乘子，式(20)的一阶最

优性条件为

ta( )v̄a - ta( )va - t′a( )va va + λ
( )u
a = 0 (22)

λ
( )u
a ≥0, v( )u

a ≥0, λ( )u
a v

( )u
a = 0 (23)

ta( )v̄a - ta( )va - t′a( )va va + v̄at
′
a( )v̄a + λ

( )atis
a = 0 (24)

λ
( )atis
a ≥0, v( )atis

a ≥0, λ( )atis
a v

( )atis
a = 0 (25)

由式(22)和式(23)可知，对任意的路段 a ∈ A ，

非线性规划问题式 (20)在极值点时，λ
( )u
a = 0 和

λ
( )u
a > 0 有且只有一个成立 .当 λ

( )u
a = 0 时，由式(22)

可知

ta( )v̄a = ta( )va + t′a( )va va (26)

由路段出行成本函数 ta(va) 的假设可知，式

(26)有唯一最优解，设其为 μa v̄a, μa ∈ [ ]0, 1 .代入式

(24)可得

v̄at
′
a( )v̄a + λ

( )atis
a = 0 (27)

这 意 味 着 v̄a = 0, λ( )atis
a = 0 或 者 ta( )va = ta( )0 ,

λ
( )atis
a = 0 ，故 F( )va = 0 .

如果 λ
( )u
a > 0 成立，由式(23)可得，v

( )u
a = 0 ，故

va = v
( )atis
a . 不妨设 v̄

( )atis
a = ξa v̄a , 0≤ ξa ≤1，其中，ξa 是

均衡时路段 a上ATIS用户的流量占该路段总流量

的比例，并定义若 v̄
( )atis
a = v̄a = 0 ，则 ξa = 1 . 考虑式

(24)和式 (25)，可知 λ
( )atis
a > 0 或 λ

( )atis
a = 0 . 显然，若

λ
( )atis
a > 0 ，则 由 式 (25) 可 知 v

( )atis
a = 0 ，进 而 由

va = v
( )atis
a ， 可 得 va = v

( )atis
a = 0 ， 则 F( )va =

-v̄at
′
a( )v̄a v̄

( )atis
a ≤0 .若 λ

( )atis
a = 0 ，则由式(24)可知

ta( )v̄a + v̄at
′
a( )v̄a = ta( )va + t′a( )va va (28)

由路段出行成本函数 ta(va) 的假设可知式(28)

的解为 va = v̄a ，故

F( )va = [ ]ta( )v̄a - ta( )va va + v̄at
′
a( )v̄a ( )v

( )atis
a - v̄

( )atis
a =

v̄at
′
a( )v̄a ( )v̄a - ξa v̄a ≤ ( )1 - ξa v̄ata( )v̄a

(29)

式(29)中不等式成立的原因是定理2成立 .令

ζ = max
a ∈ A ( )1 - ξa (30)

式中：ζ 表示均衡时交通网络中各路段上利己用

户的流量占该路段总流量比例的最大值 .

定理 3 假设可分离路段出行成本函数 ta(va)
是路段总流量 va 的连续可微、严格递增凸函数，同

时对 ∀c ∈ [ ]0,1 满足 ta( )cx ≥ cta( )x . 设 ( )v̄, q̄ ∈Ω 是

VI问题式(10)的解并且 ( )v̂, q̂ ∈Ω 是最优化问题式

(12)的解 . 则 ATIS 作用下弹性需求混合交通均衡

分配的效率损失存在上界，即

ρ≤1 + ζ[ ]ω( )v̄, q̄ - 1 (31)

式中：ω( )v̄, q̄ 表示系统在均衡的社会总收益与社

会总剩余之比，即

ω( )v̄, q̄ =
U( )v̄, q̄

S( )v̄, q̄
=

∑
w ∈W
∫0q̄( )u

w B
( )u
w ( )x dx +∑

w ∈W
∫0q̄( )atis

w B
( )atis
w ( )x dx

∑
w ∈W
∫0q̄( )u

w B
( )u
w ( )x dx +∑

w ∈W
∫0q̄( )atis

w B
( )atis
w ( )x dx -∑

a ∈ A
ta(v̄a)v̄a

(32)

证明 设 ( )v̄, q̄ ∈Ω 是VI问题式(10)的解，即有

∑
a ∈ A

ta( )v̄a ( )v
( )u
a - v̄

( )u
a +∑

a ∈ A
[ ]ta( )v̄a + v̄at

′
a( )v̄a ( )v

( )atis
a - v̄

( )atis
a -

∑
w ∈W

B
( )u
w ( )q̄ ( )q

( )u
w - q̄

( )u
w -∑

w ∈W
B

( )atis
w ( )q̄ ( )q

( )atis
w - q̄

( )atis
w ≥0

(33)

将式(14)和式(17)代入式(33)，可得

∑
w ∈W
∫0q( )u

w B
( )u
w ( )x dx +∑

w ∈W
∫0q( )atis

w B
( )atis
w ( )x dx -∑

a ∈ A
ta(va)va ≤

∑
w ∈W
∫0q̄( )u

w B
( )u
w ( )x dx +∑

w ∈W
∫0q̄( )atis

w B
( )atis
w ( )x dx -∑

a ∈ A
ta(v̄a)v̄a +

∑
a ∈ A
[ ]ta( )v̄a - ta( )va va +∑

a ∈ A
v̄at

′
a( )v̄a ( )v

( )atis
a - v̄

( )atis
a

(34)

即

S( )v,q ≤S( )v̄, q̄ +∑
a ∈ A
[ ]ta( )v̄a - ta( )va va +

∑
a ∈ A

v̄at
′
a( )v̄a ( )v

( )atis
a - v̄

( )atis
a

(35)

故

S( )v, q ≤S( )v̄, q̄ + max
v ∈Ω∑

a ∈ A
{[ ]ta( )v̄a - ta( )va va +

}v̄at
′
a( )v̄a ( )v

( )atis
a - v̄

( )atis
a ≤S( )v̄, q̄ + max

v≥ 0∑
a ∈ A
{[ta( )v̄a -

}]ta( )va va + v̄at
′
a( )v̄a ( )v

( )atis
a - v̄

( )atis
a ≤S( )v̄, q̄ + ζT ( )v̄

(36)
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考虑 T ( )v̄ =U( )v̄, q̄ - S( )v̄, q̄ ，在式 (36) 中令

( )v, q = ( )v̂, q̂ ，则有

S( )v̂, q̂ ≤S( )v̄, q̄ + ζT ( )v̄ =

S( )v̄, q̄ + ζ[ ]U( )v̄, q̄ - S( )v̄, q̄
(37)

因此，可得式(31)成立．

3 算例计算
本文算法都是基于传统和经典的方法，网络

规模可能对效率损失上界值产生影响，但在表达

形式上不影响本文结论 .为说明算法的有效性，用

2个顶点 1条有向路段的简单交通网络来说明，如

图 1所示 .路段出行成本函数为 ta(va) = va ，利己用

户 和 ATIS 用 户 对 应 的 逆 需 求 函 数 分 别 为 ：

B
( )u
w = 30 - q( )u

w , B
( )atis
w = 40 - q( )atis

w .

图 1 算例所用简单网络

Fig. 1 Simple network used in example
通过求解VI问题式(10)，可得

f̄
( )u
w = 12.5, f̄ ( )atis

w = 5, q̄( )u
w = 12.5,

q̄
( )atis
w = 5, v̄a = f̄ ( )u

w + f̄
( )atis
w = 17.5

计算可得

S( )v̄, q̄ = 178.125, U( )v̄, q̄ = 484.375,
ω( )v̄, q̄ = 2.719 3
求解式 (12)可得社会总剩余最大时的最优

解为

f ̂ ( )u
w = 2, f ̂ ( )atis

w = 12, q̂( )u
w = 2, q̂( )atis

w = 12,
v̂a = 14, S( )v̂, q̂ = 270
根据 ξa , ζ 的定义可得，ξa = 0.286, ζ = 0.714 ，

所以 ρ = 1.516≤ 1 + ζ[ ]ω( )v̄, q̄ - 1 = 2.005，定理 3显

然成立 .

4 结 论
现有关于ATIS作用下效率损失研究的文献大

都是考虑固定需求情形下混合交通均衡行为的效

率损失，未对ATIS作用下弹性需求混合交通均衡

行为的效率损失进行探讨 .本文在ATIS作用下的

弹性需求异质性交通网络中，针对利己用户和

ATIS用户的择路原则的异质性，探讨了该类混合

交通均衡分配的效率损失问题 .构建ATIS作用下

弹性需求混合交通均衡分配的变分不等式模型，

运用非线性规划方法得到该类混合交通均衡分配

的效率损失上界表达式 .研究表明，ATIS作用下的

效率损失上界和均衡时的社会总收益与社会总剩

余之比，以及均衡时路段上ATIS用户流量与总流

量之比有关 .下一步的研究将探讨更紧的上界及

随机交通网络的情形 .
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