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关于不定方程组x2-14y2=1与y2-Dz2=16的公解
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摘要:设p1,p2,…,ps(1≤s≤4)是互异的奇素数,利用递归数列、Pell方程解的性质证明了当D=2p1p2…ps(1≤s≤4)
时,不定方程组x2-14y2=1与y2-Dz2=16的整数解如下:当D=2×449时,方程组仅有解(x,y,z)=(±13455,

±3596,±120)以及解(x,y,z)=(±15,±4,0);当D≠2×449时,方程组仅有解(x,y,z)=(±15,±4,0).
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1 主要结论

关于不定方程组x2-D1y2=n 与y2-Dz2=
m(D1,D∈Z+,n,m∈Z)的公解问题是数论研究中的

一个热点.当n=1,m=4时:陈建华[1]研究了D1=2,
D=p和pq(p,q是不同的素数)的情形;陈永高[2]研

究了D1=2,当D≢-1(mod12)且D 为不超过6个

不同的奇素数之积,D≡-1(mod12)且D为不超过3
个不同的奇素数之积两种情形时方程组的解数;杜先

存等[3]研究了D1=6,D 为2与最多4个不同奇素数

的乘积的情形.当n=1,m=16时,万飞等[4]研究了

D1=5,D为2t(t∈Z+,且t≠2,4)与最多4个不同奇

素数的乘积的情形.本文讨论了当n=1,m=16时,
D1=14,D 为2与最多4个不同奇素数的乘积的情

形,得到了如下结论:
定理1 若p1,p2,…,ps(1≤s≤4)是互异的奇素

数,则当D=2p1p2…ps(1≤s≤4)时,
x2-14y2=1,

y2-Dz2=16, (1)

(i)当D=2×449时,方程组(1)有非平凡解(x,
y,z)=(±13455,±3596,±120)和平凡解(x,y,z)=
(±15,±4,0);

(ii)当D≠2×449时,方程组(1)只有平凡解(x,

y,z)=(±15,±4,0).

2 若干引理

引理1[5] 设D=2p,p是一个奇素数,则不定方

程x4-Dy2=1除了D=6,x=7,y=20外,无其他

正整数解.
引理2[6] 设b,d>1都是非平方的整数,方程

b2x4-dy2=1至多有一组正整数解(x,y).
引理3[7] 设k>1是一个整数且k≠169,除了

k=2v2,v∈Z的情形,方程x2-(k2-1)y4=1有另

一正整数解(x,y)=(8v4-1,2v)之外,此方程仅有

正整数解(x,y)=(k,1).
引理4 (i)不定方程x4-14y2=1无正整数解;
(ii)不定方程225x4-14y2 =1仅有正整数解

(x,y)=(1,4);
(iii)不定方程x2-224y4=1仅有正整数解(x,

y)=(15,1);
证明:(i)由引理1可知,方程x4-14y2=1无正

整数解.
(ii)由引理2可知,方程225x4-14y2=1至多有

一组正整数解,而(1,4)为方程225x4-14y2=1的正

整数解,因此方程225x4-14y2=1仅有正整数解(x,
y)=(1,4).
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(iii)由于224=152-1,由引理3可知,命题成立.
引理5 设Pell方程x2-14y2=1的全部非负整

数解为(xn,yn),n∈N,则对任意n∈N,(xn,yn)有

如下性质:
(i)xn+2=30xn+1-xn,x1=15,x0=1;

yn+2=30yn+1-yn,y1=4,y0=0;y2n =2xnyn.
(ii)xn-1=15xn-56yn;xn+1=15xn+56yn;

yn-1=15yn-4xn;yn+1=15yn+4xn.
(iii)y2n-16=yn-1yn+1.
(iv)xn≡1(mod2),y2n≡0(mod8),
y2n+1≡4(mod8).
(v)gcd(xn,yn)=1,gcd(xn,xn+1)=1,

gcd(yn,yn+1)=4.
(vi)gcd(x2n,y2n+1)=gcd(x2n+2,y2n+1)=1,
gcd(x2n+1,y2n)=gcd(x2n+1,y2n+2)=15.

(vii)xn 为平方数当且仅当n=0;xn

15
为平方数当

且仅当n=1.

(viii)yn

4
为平方数当且仅当n=0,1.

证明 Pell方程x2-14y2=1的全部非负整数

解为(xn,yn),n∈N,其基本解为α=15+4 14,则

xn+yn 14=αn,n∈N,由此结论可得到(i),(ii).
(iii)由(ii)及x2n-14y2n =1可得

y2n-16=y2n-16(x2n-14y2n)=
 (15yn-4xn)(15yn+4xn)=yn-1yn+1.
(iv)由x2n-14y2n =1可得xn≡1(mod2),由递

归序列{yn}的性质可得:y2n ≡0(mod8),y2n+1 ≡
4(mod8).

(v)由x2n-14y2n =1可得gcd(xn,yn)=1;由

xn≡1,15(mod56)可得gcd(xn,56)=1;由gcd(xn,

yn)=1及xn+1=15xn+56yn 可得

gcd(xn,xn+1)=gcd(xn,15xn+56yn)=
 gcd(xn,56yn)=gcd(xn,56)=1,
由gcd(xn,yn)=1,yn+1=15yn+4xn 及yn≡

0(mod4)可得

gcd(yn,yn+1)=gcd(yn,15yn+4xn)=
 gcd(yn,4xn)=gcd(yn,4)=4.
(vi)由 递 归 序 列 {xn}的 性 质 可 得 x2n ≡

(-1)n(mod15),由此可得gcd(x2n,15)=1;由yn+1=
15yn+4xn 及gcd(xn,yn)=1可得

gcd(x2n,y2n+1)=gcd(x2n,15y2n+4x2n)=
 gcd(x2n,15y2n)=gcd(x2n,15)=1;
由y2n+1≡4×(-1)n(mod15)可得(y2n+1,15)=

1;由gcd(xn,yn)=1及xn+1=15xn+56yn 可得

gcd(x2n+2,y2n+1)=gcd(15x2n+1+56y2n+1,y2n+1)=
 gcd(15x2n+1,y2n+1)=1;
由y2n ≡0(mod15)可得 (y2n,15)=15;由

gcd(xn,yn)=1及xn+1=15xn+56yn 可得

gcd(x2n+1,y2n)=gcd(15x2n+56y2n,y2n)=
 gcd(15x2n,y2n)=15;
由x2n+1≡0(mod15)及yn+1=15yn+4xn 可得

gcd(x2n+1,y2n+2)=gcd(x2n+1,15y2n+1+4x2n+1)=
 gcd(x2n+1,15y2n+1)=gcd(x2n+1,15)=15.
(vii)若xn =s2,则由x2n -14y2n =1可得s4-

14y2n =1,由引理4(i)s4-14y2n =1仅有整数解(s,

yn)=(±1,0),因此xn=1,则n=0;若xn

15=t2,则

由x2n-14y2n =1可得225t4-14y2n =1,由引理4(ii)
方程225t4-14y2n=1仅有正整数解(t,yn)=(1,4),
因此n=1;反之,结论显然成立.

(viii)若yn

4=s2,则由x2n-14y2n =1可得x2n-

224s4=1,由引理4(iii)可知s=0,±1,因此yn=0,
4,由此可得n=0,1;反之,结论显然成立.

3 定理1的证明

Pell方程x2 -14y2 =1的全部正整数解为

(xn,yn),n∈Z+,设(xn,yn,z)为方程组(1)的正整数

解,由引理5的(iii)可知:
Dz2=y2n-16=yn-1yn+1. (2)
情形1 若n为正偶数,由引理5的(iv)可知:

yn-1≡yn+1≡4(mod8)且gcd(yn-1,yn+1)=4,由此

可知yn-1

4
,yn+1

4
为奇数且互素.由式(2)可得Dz2 =

42yn-1

4
yn+1

4
,由 此 可 知 D 应 为 奇 数,这 与 D =

2p1p2…ps(1≤s≤4)相矛盾,故此种情形下不定方

程组(1)无公解.
情形2 若n为正奇数,令n=2m-1,m≥1,

m∈Z+,由引理5(i)y2n =2xnyn 得

Dz2=y2(m-1)y2m =4xm-1ym-1xmym. (3)
情形2.1 若m=1,式(3)为Dz2=4x0y0x1y1=

0,则z=0,此时方程组(1)仅有平凡解 (x,y,z)=
(±15,±4,0).若m≠1为正奇数,由引理5(v)、(vi)
可知:

gcd(xm-1,ym-1)=gcd(xm-1,xm)=
 gcd(xm-1,ym)=1,

·315·
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gcd(ym-1,xm)=15,gcd(ym-1,ym)=4,
gcd(xm,ym)=1,

可知xm-1,ym-1

60
,xm

15
,ym

4
两两互素.令m=2k-1,

k∈Z+,且k≥2.此时式(3)成为

Dz2=4x2(k-1)y2(k-1)x2k-1y2k-1. (4)
由引理5(i)y2n =2xnyn,式(4)可化为

Dz2=8x2(k-1)yk-1xk-1x2k-1y2k-1. (5)
由引理5(iv)可知4|yk-1;当k≥2为偶数时,

x2(k-1),yk-1

4
,xk-1

15
,x2k-1
15
,y2k-1
4

两两互素;当k≥3为奇

数时,x2(k-1),yk-1

60
,xk-1,x2k-115

,y2k-1
4

两两互素.

情形2.1.1 当k≥2为偶数时,x2(k-1),yk-1

4
,

xk-1

15
,x2k-1
15
,y2k-1
4

两两互素且均为奇数;仅当k=1时,

x2(k-1),x2k-115
为平方数;仅当k=1,2时,yk-1

4
为平方

数;仅当k=2时,xk-1

15
为平方数;仅当k=1时,y2k-1

4
为平方数.若k=2,式(5)成为Dz2=8x2y1x1x3y3,
可得z=120,D=2×3×13×23×29×31×449,
因此D 有6个不同的奇素数,从而式(5)不成立.若

k≥4为偶数,x2(k-1),yk-1

4
,xk-1

15
,x2k-1
15
,y2k-1
4

为两两互

素的奇数且均不为平方数,此时它们至少含有5个不

同的奇素数,从而式(5)不成立.
情形2.1.2 当k≥3为奇数,令k=2l-1,

l∈Z+,且l≥2.由引理5(i)y2n=2xnyn,此时式(5)
成为

Dz2=16x4(l-1)xl-1yl-1x2(l-1)x4l-3y4l-3. (6)

当l≥3为奇数时,x4(l-1),xl-1,yl-1

60
,x2(l-1),x4l-315

,

y4l-3
4

两两互素;x4(l-1),xl-1,x2(l-1),x4l-315
,y4l-3
4

为奇

数;仅当l=1时,x4(l-1),xl-1,x2(l-1),x4l-315
,y4l-3
4

为平

方数;因此l≥3为奇数时,x4(l-1),xl-1,x2(l-1),x4l-315
,

y4l-3
4

为两两互素的奇数且均不为平方数,此时它们至

少含有5个不同的奇素数,从而式(6)不成立.
当l≥2为偶数时,若l=2,此时式(6)成为

Dz2=16x4x1y1x2x5y5,计算可知16x4x1y1x2x5y5含

有10个不同的奇素数因子,从而式(6)不成立.若l≥

4为偶数时,x4(l-1),xl-1

15
,yl-1

4
,x2(l-1),x4l-315

,y4l-3
4

两两

互素且均为奇数;仅当l=1时,x4(l-1),x2(l-1),x4l-315
,

y4l-3
4

为平方数;仅当l=2时,xl-1

15
为平方数;仅当l=

1,2时,yl-1

4
为平方数;因此l≥4为偶数时,x4(l-1),

xl-1

15
,yl-1

4
,x2(l-1),x4l-315

,y4l-3
4

为两两互素的奇数且均不

为平方数,此时它们至少含有6个不同的奇素数,从
而式(6)不成立.

情形2.2 若m≥2为偶数,则若m=2,式(3)
化为Dz2=4x1y1x2y2,此时D=2×449,z=120,从
而可得方程组(1)的非平凡解(x,y,z)=(±13455,
±3596,±120);若m≥4为偶数,令m =2k,k∈
Z+,且k≥2.此时由引理5(i)y2n =2xnyn,式(3)
成为

Dz2=8x2k-1y2k-1x2kxkyk. (7)

情形2.2.1 当k≥3为奇数时,x2k-1
15
,y2k-1
4
,x2k,

xk

15
,yk

4
两两互素且均为奇数;仅当k=1时,x2k-1

15
,

y2k-1
4
,xk

15
为平方数;仅当k=0时,x2k 为平方数;仅当

k=0,1时,yk

4
为平方数;因此当k≥3为奇数时,

x2k-1
15
,y2k-1
4
,x2k,xk

15
,yk

4
为两两互素的奇数且无平方

数,此时它们至少含有5个不同的奇素数,从而式(7)
不成立.

情形2.2.2 当k≥2为偶数时,x2k-1
15
,y2k-1
4
,x2k,

xk,yk

60
两两互素;令k=2l,l∈Z+,且l≥1.此时由

引理5(i)y2n =2xnyn,式(7)成为

Dz2=16x4l-1y4l-1x4lx2lxlyl. (8)

当l≥1为奇数时,x4l-1
15
,y4l-1
4
,x4l,x2l,xl

15
,yl

4
两

两互素且均为奇数;x4l-1
15
,y4l-1
4

中无平方数;仅当l=

1时,xl

15
为平方数;仅当l=0,1时,yl

4
为平方数;仅

当l=0时,x4l,x2l 为平方数;因此若l=1,式(8)成
为Dz2=16x3y3x4x2x1y1,计算可知16x3y3x4x2x1y1
含有8个不同的奇素数因子,从而式(8)不成立;若

l≥3为奇数,x4l-1
15
,y4l-1
4
,x4l,x2l,xl

15
,yl

4
为两两互素

的奇数且均不为平方数,此时它们至少含有6个不同

·415·
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的奇素数,从而式(8)不成立.

当l≥2为偶数时,x4l-1
15
,y4l-1
4
,x4l,x2l,xl,yl

60
两

两互素;x4l-1
15
,y4l-1
4
,x4l,x2l,xl 均为奇数;x4l-1

15
,y4l-1
4

中无平方数;仅当l=0时,x4l,x2l,xl为平方数;因此

当l≥2为偶数时,x4l-1
15
,y4l-1
4
,x4l,x2l,xl 为两两互素

的奇数且均不为平方数,此时它们至少含有5个不同

的奇素数,从而式(8)不成立.综上所述,定理得证.
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OnthesolutionsofthesimultaneousDiophantine
equationsx2-14y2=1andy2-Dz2=16
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(1.SchoolofMathematicalSciences,XiamenUniversity,Xiamen361005,China;2.Schoolof

MathematicalSciences,GuizhouNormalUniversity,Guiyang550001,China)

Abstract:Letp1,p2,…,ps(1≤s≤4)bedistinctoddprimes.ByusingrecurrentsequenceandpropertiesofthesolutionofthePell
equation,weconcludedthat,ifD=2p1p2…ps(1≤s≤4),thentheDiophantineequationsx2-14y2=1andy2-Dz2=16leadto
followingintegersolutions:whenD=2×449,theequationsareonlyassociatedwithsolutions(x,y,z)=(±13455,±3596,±120)

and(x,y,z)=(±15,±4,0),whenD≠2×449,theequationsareonlyassociatedwithsolutions(x,y,z)=(±15,±4,0).
Keywords:Diophantineequations;recurrentsequence;integersolution;Pellequation
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