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摘要 本文研究二次微分系统 dx
dt = y2 − y− x, dy

dt = x2 − µx− y, 其中 µ ∈ R. 该系统是刻画 pitchfork

分支的重要例子. 本文给出该系统在 Poincaré 圆盘上的全局相图.

关键词 相图 pitchfork 分支 Poincaré 紧致化

MSC (2010) 主题分类 34C05, 34C23, 37G15

1 引言及主要结果

全局相图分析是研究微分系统大范围动力学行为的有力工具. 它可以揭示系统在给定参数下是否

存在吸引子、排斥子或极限环等全局动力学性态, 因此是微分方程定性理论研究中的重要问题之一.

对于一般的多项式微分系统,其所有可能的全局相图数量十分巨大.例如,二次系统就有超过 2,000

多种不同拓扑结构的全局相图. 据此, 大部分已有文献都是对某些特殊系统的全局结构进行分析, 如

二次系统 [1–8]、三次系统 [9–16]、四次系统 [17–20]、Liénard系统 [21–24]、Hamiltonian系统 [25–27] 和 Lotka-

Volterra 系统 [28] 等. 此外, 文献 [29] 详细介绍了如何利用平面多项式相图软件 P4 (planar polynomial

phase portraits) 绘制全局相图.

最近, Rajapakse 和 Smale [30] 考虑了如下二次微分系统:

dx

dt
= y2 − y − x,

dy

dt
= x2 − µx− y, (1.1)

其中 µ ∈ R 为系统参数. 他们利用系统 (1.1) 指出了对称性不是 pitchfork 分支存在的必要条件, 从而

纠正了大家多年来对此存在的误解.
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(a) (b)

(c) (d)

图 1 系统 (1.1) 的全局相图, (a) S = 10, R = 3; (b) S = 16, R = 5; (c) S = 16, R = 5; (d) S = 15,

R = 4, 其中 S 和 R 分别表示分界线和标准区域的数目

记 X1 和 X2 分别为定义在平面开集 ∆1 和 ∆2 上的两个向量场. 若存在微分同胚 h : ∆1 → ∆2,

将 X1 中的轨线保向或反向映到 X2 中, 则称 X1 和 X2 拓扑等价.

本文的主要结果是对系统 (1.1) 的全局结构进行拓扑分类.

定理 1.1 系统 (1.1)的全局相图拓扑当 µ 6 1时等价于图 1(a);当 1 < µ < µ∗ 时等价于图 1(b);

当 µ > µ∗ 时等价于图 1(c); 当 µ = µ∗ 时等价于图 1(c), 其中 µ∗ ∈ (10.4722, 10.4723).

由图 1 可知, 当 µ = 1 时, 系统 (1.1) 产生 pitchfork 分岔, 即原点由稳定的结点分支出鞍点和稳

定的焦点.

2 Poincaré 紧致化

为了研究系统 (1.1) 无穷远点的定性性质, 我们需要介绍 Poincaré 紧致化.

2.1 Poincaré 紧致化

给定 d 次多项式微分系统

dx

dt
= P (x, y),

dy

dt
= Q(x, y). (2.1)

记 X = (P,Q) 为系统 (2.1) 对应的向量场.

称 S2 = {s = (s1, s2, s3) ∈ R3 : s21 + s22 + s23 = 1} 为 Poincaré 球面. 我们定义 X 对应的 Poincaré

紧致化向量场 p(X ) 如下.

首先, 将平面 R2 延拓到空间 R3 中的平面 (x, y, 1) ∈ R3, 然后利用过单位球心的直线, 将平面

(x, y, 1) 上的点映射到 Poincaré 球面 S2 上的两个点. 显然, 平面 R2 上的无穷远点对应球面的赤道.

1202



中国科学 : 数学 第 49 卷 第 9 期

为了研究 Poincaré 球面上的动力学行为, 我们引入 6 个局部坐标:

Ui = {s ∈ S2 : si > 0}, Vi = {s ∈ S2 : si < 0}, i = 1, 2, 3. (2.2)

p(X ) 在 U1 上对应系统

du

dt
= vd

[
− uP

(
u

v
,
1

v

)
− uQ

(
u

v
,
1

v

)]
,

dv

dt
= −vd+1Q

(
u

v
,
1

v

)
. (2.3)

p(X ) 在 U2 上则对应系统

du

dt
= vd

[
− uP

(
1

v
,
u

v

)
+Q

(
1

v
,
u

v

)]
,

dv

dt
= −vd+1P

(
1

v
,
u

v

)
. (2.4)

由对称性, p(X ) 在 Vi (i = 1, 2) 上对应系统分别为 p(X ) 在 Ui 上的系统乘以 (−1)d−1. p(X ) 在

U3 ≡ V3 上对应原系统

du

dt
= P (u, v),

dv

dt
= Q(u, v). (2.5)

根据前面的介绍, 研究系统 (2.1) 的全局相图, 我们仅需考虑定义在北半球面连同赤道上的紧致

化向量场 p(X ) 的动力学性质. 然后将其垂直投影, 得到 Poincaré 圆盘 D2 = {s21 + s22 6 1, s3 = 0}.
在 U3上,我们可以研究系统 (2.1)有限奇点的性态,它们处于 Poincaré圆盘 D2内部.系统 (2.1)的

无穷远点对应 Poincaré圆盘的边界. 为了研究系统 (2.1)的无穷远点,我们仅需考虑 U1 |(u,0)、V1 |(u,0)、
U2 |(0,0) 和 V2 |(0,0).
有关 Poincaré 紧致化的详细介绍参见文献 [31, 第 5 章].

对系统 (1.1) 作变换 (2.3) 得 du
dt = 1− v − u3 + µu2v, dv

dt = v2(v − u2 + µuv). 在 U1 上得到唯一的

无穷远点 (1, 0) 为稳定结点. 由于系统 (1.1) 是二次系统, 根据对称性可知, 在 V1 上存在与 (1, 0) 对应

的无穷远点, 它为不稳定结点.

对系统 (1.1) 作变换 (2.4) 得

du

dt
= 1− µv − u3 + u2v,

dv

dt
= v(v − u2 + uv). (2.6)

易知系统 (1.1) 在 U2 和 V2 上没有无穷远奇点.

为了判别系统 (1.1) 有限奇点的个数, 我们介绍下面的结果 (参见文献 [32]).

引理 2.1 对一般的四次多项式

a0x
4 + a1x

3 + a2x
2 + a3x+ a4, a0 ̸= 0, (2.7)

定义如下参数:

E = 8a20a3 + a31 − 4a0a1a2,

D2 = 3a21 − 8a0a2,

D3 = 16a20a2a4 − 18a20a
2
3 − a0a

3
2 + 14a0a1a2a3 − 6a0a

2
1a4 + a21a

2
2 − 3a31a3,

D4 = 256a30a
3
4 − 27a20a

4
3 − 192a20a1a3a

2
4 − 27a41a

2
4 − 6a0a

2
1a

2
3a4 + a21a

2
2a

2
3

− 4a0a
3
2a

2
3 + 18a31a2a3a4 + 144a0a

2
1a2a

2
4 − 80a0a1a

2
2a3a4 + 18a0a1a2a

3
3

− 4a21a
3
2a4 − 4a31a

3
3 + 16a0a

4
2a4 − 128a20a

2
2a

2
4 + 144a20a2a

2
3a4.

(2.8)
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下面的结论成立:

(i) 若 D4 > 0, D3 > 0, D2 > 0, 则 (2.7) 有 4 个简单实零点;

(ii) 若 D4 < 0, 则 (2.7) 有两个简单实零点和一对共轭复零点;

(iii) 若 D4 = 0, D3 = 0, D2 > 0, E ̸= 0, 则 (2.7) 有一个简单实零点和一个三重实零点.

利用引理 2.1, 我们可以分析系统 (1.1) 的有限奇点个数.

系统 (1.1) 的有限奇点必满足

f(y) = y(µ− 1− (µ− 1)y − 2y2 + y3). (2.9)

直接计算得

E = −8, D2 = 4(1 + 2µ), D3 = (µ− 1)3(4µ2 + 5µ+ 23), D4 = 2(µ− 1)(2µ2 + 3µ+ 7). (2.10)

若 µ < 1, 则 D4 < 0. 因此, 系统 (1.1) 有两个简单奇点 E1 = (0, 0) 和 E2.

若 µ = 1, 则 D2 > 0, D3 = D4 = 0. 因此, 系统 (1.1) 有一个简单奇点 E1 = (0, 0) 和一个三重奇

点 E2.

若 µ > 1, 则 D2、D3 和 D4 均为正. 因此, 系统 (1.1) 存在 4 个简单奇点 Ei, i = 1, 2, 3, 4.

接下来给出著名的 Bendixson 定理, 参见文献 [31, 定理 7.10].

定理 2.1 (Bendixson 定理) 若在单连通域 R 中, 系统 (1.1) 的发散量保持常号, 且不在 R 的任
何子区域中恒为 0, 则系统 (1.1) 不存在全部位于 R 中的闭轨线.

由 Bendixson 定理可得如下初步结果.

命题 2.1 系统 (1.1) 既不存在周期轨, 也没有如图 2(a) 所示的同宿环.

证明 易知系统 (1.1) 的发散量为 −2, 由定理 2.1 可知系统 (1.1) 不存在周期轨. 假设系统 (1.1)

存在包含鞍点 E2 的同宿环 Γ, 参见图 2(a). 利用 Green 公式, 可得∫
Γ

Pdy −Qdx =

∫∫
int(Γ)

(
∂P

∂x
+

∂Q

∂y

)
dxdy. (2.11)

一方面, 由于 Γ 是系统 (1.1) 的轨线, 沿着 Γ 有 Pdy−Qdx = 0, 故 (2.11) 左侧等于 0. 另一方面, 由系

统 (1.1) 发散量为 −2, 可得 (2.11) 右侧为负. 矛盾.

为了研究系统 (1.1) 有限奇点的局部动力学性质, 我们需要介绍 Poincaré-Hopf 定理 (参见文

献 [31, 定理 6.30]) 和 Berlinskii 定理 (参见文献 [33, 定理 7]).

定理 2.2 (Poincaré-Hopf 定理) Poincaré 球面 S2 上连续向量场若只有孤立奇点, 则所有奇点的

指数和为 2.

定理 2.3 (Berlinskii定理) 假定二次多项式微分系统 (2.1)存在四个有限奇点. 若奇点组成凸四

边形, 则它们必由两个非鞍点 (焦点、中心或结点) 和两个不相邻的鞍点组成. 若四边形非凸, 则由三

个外部鞍点和一个内部非鞍点, 或者三个外部非鞍点和一个内部鞍点构成.

系统 (1.1) 有限奇点的局部动力学性质如下.

命题 2.2 下面的结论成立.

(i) 若 µ < 0, 系统 (1.1) 存在两个奇点: E1 = (0, 0) 为稳定双曲焦点, E2 为鞍点.

(ii) 若 0 6 µ < 1, 系统 (1.1) 存在两个奇点: E1 为稳定双曲结点, E2 为鞍点.

(iii) 若 µ = 1, 系统 (1.1) 存在两个奇点: E1 为稳定半双曲结点, E2 = (2, 2) 为鞍点.

(iv) 若 µ > 1, 系统 (1.1) 存在四个奇点: E1 和 E2 为鞍点, E3 和 E4 为稳定双曲焦点 (参见

图 2(b)).
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图 2 (a) 同宿环 (µ ∈ R); (b) 系统 (1.1) 有限奇点附近的局部动力学性质 (当 µ > 1 时), 其中 l1、l2、l4 分别

为过 E1 与 E3、E2、E4 的直线, l3 为直线 y = x, l5 为过 E2 和 E3 的直线

证明 首先考虑奇点 E1 = (0, 0). 系统 (1.1) 在该点的 Jacobi 矩阵为 −1 −1

−µ −1

 . (2.12)

易知 (2.12)的特征值分别为 −1−√
µ和 −1+

√
µ. 因此,当 µ > 1时, E1 = (0, 0)为鞍点;当 0 6 µ < 1

时, E1 = (0, 0) 为稳定双曲结点; 当 µ < 0 时, E1 = (0, 0) 为稳定双曲焦点. 当 µ = 1 时, 作变换

X = x− y, Y = x+ y, T = −t, 系统 (1.1) 转化为

dX

dT
= XY,

dY

dT
= 2Y − X2

2
− Y 2

2
. (2.13)

根据文献 [31, 定理 2.19(ii)] 可知, 系统 (2.13) 的原点为不稳定半双曲结点. 注意到我们作了反时间变

换, 因此, 系统 (1.1) 中 E1 = (0, 0) 为稳定半双曲结点.

下面考虑其他奇点. 当 µ = 1 时, 显然 E2 = (2, 2) 为鞍点. 当 µ < 1 时, 由于系统 (1.1) 的两个无

穷远点为双曲结点, E1 = (0, 0) 为焦点或结点, 根据定理 2.2 可以推断 E2 必为鞍点.

当 µ > 1 时, 根据系统 (1.1) 的两个无穷远点为双曲结点并再次运用定理 2.2 可知, 奇点 Ei

(i = 1, 2, 3, 4) 的指数和必为 0. 由定理 2.3 知奇点 Ei (i = 1, 2, 3, 4) 组成凸四边形. 因此, E2 为鞍点,

E3 和 E4 为双曲非鞍点 (可能为结点、焦点或中心). 又根据系统 (1.1) 不存在周期轨, 故 E3 和 E4 不

可能是中心. 接下来推断 E3 和 E4 为稳定焦点. 系统 (1.1)在任意点 (x, y)的 Jacobi矩阵的特征值为

λ± = −1±
√
(2x− µ)(2y − 1). (2.14)

令 µ = 2, 则 E3 和 E4 为稳定焦点. 因 (2x− µ)(2y − 1) 当 µ > 1 时在 E3 和 E4 不为 0, 并注意到 E3

和 E4 的特征值之和为 −2, 因此, 当 µ > 1 时, E3 和 E4 为稳定焦点.

3 定理 1.1 的证明

令 φ(t, p) 为系统 (1.1) 满足 φ(0, p) = p 的解. ω(p) 或 ω(φ) 记为 φ(t, p) 正半轨线的 ω- 极限集.

α(p) 或 α(φ) 记为 φ(t, p) 负半轨线的 α- 极限集. 关于 α- 和 ω- 极限集的介绍参见文献 [31, 第 1 章].
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在证明主要结果之前, 我们给出著名的 Poincaré-Bendixson 定理 (参见文献 [31, 推论 1.30]) 和

Markus-Neumann-Peixoto 定理 (参见文献 [31, 定理 1.43]).

定理 3.1 (Poincaré-Bendixson 定理) 若 γ+
p = {φ(t, p) : t > 0} (或 γ−

p = {φ(t, p) : t 6 0}) 有界,

则 ω(p) (或 α(p)) 亦有界, 且只能是下列三种类型之一: (i) 一条闭轨线; (ii) 一个奇点; (iii) 一条奇异

闭轨线.

记 p(X ) 为 X 的 Poincaré 紧致化向量场. 若 p(X ) 含有限个奇点, 则 Poincaré 圆盘 D2 上定义的

p(X ) 分界线 Σ 为闭集. 它包含有限奇点、无穷远点、极限环和图. 每个连通开集 D2 \ Σ 称为标准区
域. 向量场 X 或 p(X ) 的分界构架 (separatrix skeleton) S 为 Σ 并在每个标准区域添加一条轨线. 若

存在微分同胚 h : S1 → S2, 则称向量场 X1 和 X2 分别对应的分界构架 S1 和 S2 等价.

定理 3.2 (Markus-Neumann-Peixoto 定理) 假设向量场 X1 和 X2 对应的 Poincaré 紧致化向量

场 p(X1) 和 p(X2) 具有有限条分界线, 则 Poincaré 圆盘上的相图等价当且仅当分界构架是等价的.

当 µ > 1 时, 为了确定鞍点 E1 和 E2 分界线的相互位置 (参见图 2(b)), 我们介绍下面的结果 (参

见文献 [33]).

引理 3.1 假设过奇点 P1 和 P2 的直线并非系统 (1.1) 的轨线, 则向量场在 ∞P1 与 P2∞ 部分
同向, 与 P1P2 反向.

定理 1.1 的证明 由第 2 节的分析可知, 系统 (1.1) 存在两个无穷远点, 分别为稳定结点和不稳

定结点, 并且系统 (1.1) 不存在周期解和同宿环.

(I) µ < 0. 由命题 2.2(i), 系统 (1.1) 有两个有限奇点: E1 = (0, 0) 为稳定双曲焦点, E2 为鞍点.

由定理 3.1 可得, 鞍点 E2 四条分界线的 α- 或 ω- 极限集必为奇点. 此外, 鞍点 E2 两条不稳定

的分界线不可能同时趋于稳定焦点 E1. 根据上面的分析, 鞍点 E2 两条不稳定分界线分别以稳定焦点

E1 和无穷远处稳定结点为 ω- 极限集. 鞍点 E2 两条稳定分界线的 α- 极限集为无穷远处的不稳定结

点. 因此, 当 µ < 0 时, 系统 (1.1) 的全局相图拓扑等价于图 1(a).

(II) 0 6 µ 6 1. 系统 (1.1) 存在两个有限奇点: E1 = (0, 0) 当 µ ∈ [0, 1) 时为稳定双曲结点, 当

µ = 1 时为稳定半双曲结点. 由命题 2.2(ii) 和 2.2(iii) 知, E2 为鞍点. 类似于情形 (I) 中的分析可得,

当 0 6 µ 6 1 时, 系统 (1.1) 的全局相图拓扑等价于图 1(a).

(III) µ > 1. 系统 (1.1) 存在 4 个有限奇点: Ei (i = 1, 2, 3, 4) (参见图 2(b)). Ei (i = 1, 2) 为鞍点,

它们的两条稳定分界线分别记为 si,1 和 si,2, 两条不稳定分界线则分别记为 si,3 和 si,4. Ei (i = 3, 4)

为稳定双曲焦点.

我们将证明过程分成 5 步.

第 1 步 系统 (1.1) 在直线 l1 上的向量场方向可以如下确定. 由系统 (1.1) 轨线在无穷远点的走

向可知, ∞E1 部分的向量场方向如图 2(b)中所示. 根据引理 3.1,我们进而能够确定 E1E3 和 E3∞部
分向量场方向. 类似地可确定系统 (1.1) 在直线 l2、l4 和 l5 上的向量场方向. 在直线 l3 : y = x 上, 向

量 (−1, 1) 和 (y2 − y− x, x2 − µx− y) 的内积等于 (1− µ)x, 故系统 (1.1) 在直线 l3 上的向量场方向如

图 2(b) 所示.

根据上面的分析, 我们容易确定鞍点 E1 和 E2 的分界线所在位置如图 2(b) 所示. 令 µ = 2, 则奇

点 E2 和 E3 位于 y < x 区域, E4 则处于 y > x 区域. 考虑到 l3 上向量场走向, 并注意到由奇点 Ei

(i = 1, 2, 3, 4) 组成的是凸四边形, 我们可以断定, 当 µ > 1 时奇点 E2 和 E3 总位于 y < x 区域, E4 则

处于 y > x 区域.

第 2 步 由于系统 (1.1) 不存在同宿环 (参见命题 2.1), 并注意到系统 (1.1) 在直线 l3 和 l4 上向

量场方向, 容易确定鞍点 E1 的稳定分界线 s1,3 以无穷远处不稳定结点为 α- 极限集. 类似可证: 鞍点
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E1 的稳定分界线 s1,4 仍以无穷远处不稳定结点为 α- 极限集; 鞍点 E2 的稳定分界线 s2,2 则以无穷远

处稳定结点为 ω- 极限集.

第 3 步 由图 2(b) 可知, 鞍点 E1 的分界线 s1,4 必与 l4 交于 ∞E4 部分. 因系统 (1.1) 不存在极

限环, 根据 Poincaré-Bendixson 定理, 鞍点 E1 的分界线 s1,2 只能以稳定焦点 E4 为 ω- 极限集, 同时

鞍点 E2 的分界线 s2,3 趋于无穷远处的不稳定结点.

第 4 步 因系统 (1.1) 不存在极限环, 根据 Poincaré-Bendixson 定理, 我们可以断定鞍点 E2 的分

界线 s2,1 必趋于稳定焦点 E3. 否则, s2,1 趋于无穷远处的稳定结点, 从而导致鞍点 E2 分界线 s2,4 的

α- 极限集不存在.

第 5 步 最后讨论分界线 s1,1 和 s2,4 的位置. 鞍点 E1 的不稳定分界线 s1,1 的 ω- 极限集有两种

可能, 分别是稳定焦点 E3 或无穷远稳定结点.

(III.1)若鞍点 E1 的不稳定分界线 s1,1 的 ω-极限集为稳定焦点 E3,则鞍点 E2 的稳定分界线 s2,4

的 α- 极限集必为无穷远处不稳定结点. 在此情形下, 利用平面微分系统定性理论的相关知识分析可

得, 系统 (1.1) 的全局相图拓扑等价于图 1(b). 事实上, 当 µ > 1 且接近 1 时, 利用平面多项式相图软

件 P4 很容易验证文献 [31, 第 9 和 10 章] 中的结果.

(III.2) 若鞍点 E1 的不稳定分界线 s1,1 的 ω- 极限集为无穷远处稳定结点, 则鞍点 E2 的稳定

分界线 s2,4 的 α- 极限集也是无穷远处不稳定结点. 在此情形下, 系统 (1.1) 的全局相图拓扑等价于

图 1(c). 令 µ = 20, 则系统 (1.1) 的全局相图如图 1(c) 所示.

(III.3) 由 (III.1) 和 (III.2) 中的分析结果, 再根据连续性可知, 必存在 µ = µ∗, 使得鞍点 E1 的分

界线 s1,1 与鞍点 E2 的分界线 s2,4 重合. 在此情形下, 系统 (1.1) 的全局相图拓扑等价于图 1(d). 通过

数值模拟, 我们发现 µ∗ ∈ (10.4722, 10.4723).

至此定理 1.1 的证明完成.
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4 Cairó L, Llibre J. Phase portraits of planar semi-homogeneous vector fields-I. Nonlinear Anal, 1997, 29: 783–811
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Global phase portraits of the key pitchfork bifurcation
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Abstract This paper deals with the following quadratic polynomial differential system dx
dt

= y2−y−x, dy
dt

= x2

−µx − y, with parameter µ ∈ R, which is the key example for studying the pitchfork bifurcation of a singular
point. We classify the global phase portraits in the Poincaré disc of this system when µ varies.
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