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摘要 本文综述来自正则化 theta 提升的特殊函数复乘值的研究结果. 本文关注那些作为 Borcherds

提升的模函数和作为正则化 theta提升的高次 Green函数,并阐述这些漂亮公式背后的基本证明思路.

这些函数是 Gross 和 Zagier 在奇异模数 (singular moduli) 上的知名分解公式和高次 Green 函数复乘

值代数性猜想的推广. 尽管最著名的 Gross-Zagier 公式的推广也适合本文的思路, 但本文略去这些细

节. 本文所述的证明方法与 Gross 和 Zagier 原文中的并不相同.
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1 引言

令

j(τ) = q−1 + 744 + 196884q + · · · (1.1)

为 Y (1) = SL2(Z)\H 上著名的模函数, 即 j(τ) 为椭圆曲线 Eτ = C/(Z+ Zτ) 上的 j- 不变量. 对于代

数数 τ ∈ H, Schneider [36] 的著名定理断言 j(τ) 是代数数当且仅当 τ 是虚二次数. 进一步而言, 当 τ

确为虚二次数时, j(τ) 是一个代数整数, 并生成 Oτ 的环类域, 其中

Oτ = {r ∈ Q(τ) : rτ ∈ Z+ Zτ}.

Berwick [2] 在 1928 年观察到, 虽然

j

(
1 +

√
−163

2

)
− j

(
1 +

√
−3

2

)
= −2183353233293 = −262537412640768000,
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j

(
1 +

√
−163

2

)
− j(i) = −2636721121921272163

的绝对值很大, 但实际仅有非常小的素因子, 他据此猜测, 在一般情形下, 对于两个互异的基本判别式

d1 和 d2, j(
d1+

√
d1

2 )− j(d2+
√
d2

2 ) 的范数也只有非常小的素因子.

Gross和 Zagier [23] 在验证他们深刻且著名的 Gross-Zagier公式 [24] 的退化情形时,发现 j(d1+
√
d1

2 )

− j(d2+
√
d2

2 ) 的范数有如下精美的分解公式, 其中 di < 0 是基本判别式, 且满足 (d1, d2) = 1. 特别地,

他们以此证明了 Berwick 的猜想.

当 (d1d2p ) ̸= −1 时, 令

ϵ(p) =


(
d1
p

)
, 若 p - d1,(

d2
p

)
, 若 p - d2;

(1.2)

而当 (d1d2p ) = −1 时, 令 ϵ(p) = 0. 定义一般的 ϵ(n) =
∏
p |n ϵ(p)

ordp(n), 其中 ordp(n) 为 p 在 n 中的方

幂. 对于正整数 m, 若 ϵ(m) = −1, 则定义

F(m) =
∏

nn′=m
n,n′>0

nϵ(n
′) ∈ N, (1.3)

它总为一个素数的方幂. 如果 ϵ(m) ̸= −1, 则规定 F(m) = 1. Gross 和 Zagier 的结果可被叙述为如下

定理.

定理 1.1 (参见文献 [23, 定理 1.3]) 设 d1, d2 < 0 是两个互素的基本判别式, 令 wj = |O×
dj
|. 沿

用前面的记号, 有

J(d1, d2)
2 :=

∏
[aj ]∈Cl(dj), j=1,2

|j(τa1)− j(τa2)|8/(w1w2) =
∏

m∈N, a∈Z
a2+4m=d1d2

F(m). (1.4)

特别地, J(d1, d2)
2 的每个素因子不超过 d1d2/4.

一个自然的问题是, 对于其他的模函数, 是否存在类似的分解公式呢? 如 Γ(2) 上的 λ- 不变量、

不同层数的 Weber 函数以及亏格为 0 模曲线 X0(N) 上的其他模函数. 答案多数都是肯定的 (参见

文献 [31, 44, 45, 49]). 实际上, Gross 和 Zagier 的分解公式可以被推广至正交型 (n, 2) Shimura 簇上的

Borcherds 提升 (参见文献 [10, 31,37,51,52]). 第 3 节将探讨这些结果.

除了证明著名的 Gross-Zagier公式,在文献 [24]的 V.4节 (或文献 [22, V.1节])中, Gross和 Zagier

还观察到高次 Green 函数复乘值的一些有趣现象, 并做了如下 “代数性猜想”.

为了计算高度配对在无穷位的贡献值 (在他们著名 Gross-Zagier 公式的证明过程中), 我们需要

X0(N)×X0(N) 上的自守 Green 函数

GΓ0(N)
s (z1, z2) := −2

∑
γ∈Γ0(N)

Qs−1

(
1 +

|z1 − γz2|2

2ℑ(z1)ℑ(γz2)

)
, ℜ(s) > 1,

Qs−1(t) :=

∫ ∞

0

(t+
√
t2 − 1 cosh(u))−sdu.

(1.5)

它是一个关于 z1 和 z2 的 Laplace 算子的特征函数, 特征值为 s(1− s). 当 zi 之一趋近于尖点时, 该函

数趋近于 0, 同时沿着对角线, 有对数奇点. 事实上, 这些性质可用于唯一地刻画该函数. 利用作用于
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z1 或 z2 上的 Hecke 算子, 可定义

GΓ0(N),m
s (z1, z2) :=

∑
γ∈Γ0(N)\RN,m

GΓ0(N)
s (z1, γz2)

= GΓ0(N)
s (z1, z2) | Tm,z1

= GΓ0(N)
s (z1, z2) | Tm,z2 , (1.6)

其中 RN,m := {
(
a b
Nc d

)
: a, b, c, d ∈ Z, ad − Nbc = m}. 则有 G

Γ0(N),m
s 沿着第 m 阶 Hecke 对应除子

Tm ⊂ X0(N)2 有对数奇点 (参见文献 [24, 第 II 章, (1.2)]).

设 M !,∞
−2r(Γ0(N)) 为由 Γ0(N) 上权为 −2r < 0 且仅在尖点 ∞ 处有奇点的弱全纯模形式构成的空

间. 特别地, 它在 ∞ 处有 Fourier 展开式

f(τ) =
∑

m≫−∞
c(m)qm, q = e2πiτ . (1.7)

称如下高次 Green 函数的线性组合为 f 对应的高次主 Green 函数:

G
Γ0(N)
r+1,f (z1, z2) :=

∑
m∈N

c(−m)mk−1G
Γ0(N),m
r+1 (z1, z2). (1.8)

沿着除子

Zf :=
∑

m>1,c(−m)̸=0

Tm,

函数 G
Γ0(N)
r+1,f 有对数奇点. 该函数与文献 [24, V.4 节] 中所定义的高次 Green函数完全相同. 若 f 在尖

点 ∞处非正项 Fourier系数都是有理数, 则称其为有理的. 尽管不能像在自守 Green函数的情形时那

样直接应用复乘理论,但高次有理主 Green函数 G
Γ0(N)
r+1,f 在 X0(N)×X0(N)上单个复乘点上的值仍为

代数数的对数. 以上陈述可归纳为如下猜想 (参见文献 [33, 39]).

猜想 1.1 [33, 39] 设 f ∈ M !,∞
−2r(Γ0(N)) 在尖点 ∞ 处有有理 Fourier 系数. 则对于 X0(N)2\Zf 上

的任意满足 dj < 0 的复乘点 (z1, z2), 总存在 α = α(z1, z2) ∈ Q ⊂ C, 使得

G
Γ0(N)
r+1,f (z1, z2) = |d1d2|−r/2 log |α|.

此猜想有着大量的研究并在各种情形下得到了部分成果 (参见文献 [7,28,35,40,54]). Bruinier等[11]

完全证明了如上猜想, 并将之推广至正交型 (n, 2) Shimura 簇的情形.

本文的主要目的在于不完整地讨论定理 1.1 和猜想 1.1 的相关工作. 本文将关注于复乘值部分,

而暂时搁置其在算术相交上的应用和 Gross-Zagier 公式的推广. 第 2 节回顾正交型 Shimura 簇的基

础内容, 包括特殊圈和复乘圈, 正则 theta 提升和 Borcherds 提升, 以及正则 theta 提升的复乘值公

式. 第 3 节将第 2 节的结果应用于经典模函数, 如 λ- 函数、Weber 函数和亏格为 0 模曲线上的主模

(hauptmodul), 并且得到这些函数类似于定理 1.1 的精美分解公式. 第 4 节阐述证明猜想 1.1 并将其

推广至正交型 Shimura 簇的基本想法.

2 正则 theta 提升及其复乘值

2.1 Shimura 簇、复乘圈和特殊除子

设 (V,Q) 是 Q 上惯性指数为 (n, 2) 的二次空间, 存在一个偶的整格 L, 即对于所有的 x ∈ L, 有
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Q(x) ∈ Z, 并且其对偶满足
L′ = {x ∈ V : (x, L) ⊂ Z} ⊃ L.

设 H = GSpin(V ) 为其对应的一般旋量群, 而 SO(V ) 为其特殊正交群. 则存在如下正合列:

1 → Gm → H → SO(V ) → 1. (2.1)

设

L = {z ∈ VC : (z, z) = 0, (z, z̄) < 0}, (2.2)

并令 D = L/C× 为对应的 Hermite对称区域,同时也是由 VR 上带定向的负二次平面全体构成的集合.

注意到 L 是 D 上的逻辑 (tautological) 线丛. 设

KL = {h ∈ SO(V )(Af ) : hL = L, h(x+ L̂) = x+ L̂ 对于任意 x ∈ L′/L 成立}

为 SO(V )(Af ) 上的紧开子群, 其中 L̂ = L ⊗ Ẑ. 设 K 为 H(Af ) 上满足 K ∩ A×
f = Ẑ× 的紧开子群

(其在 SO(V )(Af ) 中的像为 KL). 再设 X = XL 是 L 对应的定义在 Q 上的 Shimura 簇, 满足 XL(C)
= H(Q)\D×H(Af )/K.

设 E 是次数为 2d+2的复乘域,其极大全实子域为 F ,再设 {σ0, σ1, . . . , σd}为 F 的 d+1个不同

的实嵌入. 对于 α ∈ F×, 若满足 σ0(α) < 0 且 σj(α) > 0 对 j > 1 成立, 则得到一个惯性指数为 (0, 2),

(2, 0), . . . , (2, 0) 的 F - 二次空间:

W =Wα = E, QF (x) = αxx̄. (2.3)

令 WQ = W , 并带有 Q- 二次型 QQ(x) = TrF/QQF (x), 则 WQ 的惯性指数为 (2d, 2). 从现在起, 假定

2d 6 n 且存在维数为 n− 2d 的正定子空间 V0, 使得 V = V0 ⊕WQ 是 V0 和 WQ 的正交和. 设 T 是 H

的满足如下正合列和交换图的环面:

1 → Gm → T → SO(W ) → 1

↓ = ↓ ↓

1 → Gm → H → SO(V ) → 1.

(2.4)

注意到 Wσ0 = W ⊗F,σ0 R 是 VR 上的负二次平面, 因而给出了两个点 z±σ0
. 其对应的 Z(W,σ0) 定义在

σ0(F ) 上, 其 Cσ0 = E ⊗F,σ0 R- 点可由

Z(W,σ0)(Cσ0) = {σ±
0 } × T (Q)\T (Af )/KT

给出, 其中 KT = K ∩ T (Af ). 之后, 将 Z(W,σ0)(Cσ0) 简写为 Z(W,σ0). 设

Z(W ) =
d∑
j=0

σj ◦ σ−1
0 Z(W,σ0) (2.5)

为 XL 的定义在 Q 上的复乘圈. d = 0 (小复乘点) 的情形最早由 Schofer [37] 所研究, d = n
2 − 1 (大复

乘点) 的情形由 Bruinier 等 [10] 所研究, 而一般的情形由 Yu [51] 所研究 (也可参见文献 [52]).
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设 x ∈ V (Q) 为具有正范数的向量. 记 x 在 V 中的正交补空间为 Vx, x 在 H 中的稳定子群为

Hx. 自然有 Hx
∼= GSpin(Vx). 则 Grassmann 子流形

Dx = {z ∈ D; z ⊥ x} (2.6)

定义了 D 上的一个解析除子. 对于 h ∈ H(Af ), 考虑自然的映射

Hx(Q)\Dx ×Hx(Af )/(Hx(Af ) ∩ hKh−1) → XL, (z, h1) 7→ (z, h1h). (2.7)

其像定义了一个 XL 上的在 Q 上有理的除子 Z(x, h). 对于 m ∈ Q>0, 令

Ωm = {x ∈ V ; Q(x) = m} (2.8)

为 V 中对应的二次子空间. 若 Ωm(Q) 非空, 则由 Witt 定理知, 存在一个固定的 x0 ∈ Ωm(Q), 使得

Ωm(Q) = H(Q)x0, 且 Ωm(Af ) = H(Af )x0. 设 S(V (Af )) 为由 V (Af ) 上的 Schwartz 函数 (具有紧支集

的局部常值函数)全体构成的空间,再设 SL 为由支撑于 L̂′ 且 L̂-不变的 Schwartz函数 ϕ全体构成的

子空间. 该子空间有一组标准基 ϕµ = Char(µ+ L̂), 其中 µ ∈ L′/L. 对于 Schwartz 函数 φ ∈ SL, 可将

Supp(φ) ∩ Ωm(Af ) =
⨿
j

Kξ−1
j x0 (2.9)

写为如上有限的不交并, 其中 ξj ∈ H(Af ). 这一结论可由 Supp(φ) 是紧的以及 Ωm(Af ) 是 V (Af ) 的
闭子集这两个事实得到. 由此便可定义一个加权的特殊除子

Z(m,φ) =
∑
j

φ(ξ−1
j x0)Z(x0, ξj). (2.10)

此定义不依赖于 x0 和代表元 ξj 的选取. 对于 µ ∈ L′/L, 简记 Z(m,µ) := Z(m,ϕµ). 若 Ωm(Q) 是空

集, 则约定 Z(m,µ) = 0.

2.2 正则 theta 提升和 Borcherds 积 (提升)

对应于约化对偶对 (SL2, O(V )) 和典则非分歧加性特征 ψ : AQ → C×, 存在 Mp2(A) (SL2(A) 的
二重复叠 (metaplectic cover)) 在 S(V (A)) 上的 Weil 表示 ω = ωV,ψ. 当 n 为偶数时, 该表示可经

由 SL2(A) 分解. 为简单起见, 即便对于 n 为奇数的情形, 也假定 Weil 表示可经由 SL2(A) 分解. 严

格的叙述可参见文献 [12]. 注意到 h ∈ H(A) 经由它在 SO(V (A)) 下的像线性地作用在 S(V (A)) 上:

h · ϕ(x) = ϕ(h−1x). 对于 τ = u+ iv ∈ H, 记 gτ = n(u)m(
√
v) ∈ SL2(R), 则 gτ (i) = τ . 这里,

n(u) =

1 u

0 1

 , m(a) =

a 0

0 a−1

 .

对于任意 z ∈ D, 作分解
VR = z ⊕ z⊥, x = xz + xz⊥ ,

并考虑对应的强函数 (majorant)

(x, x)z = (xz⊥ , xz⊥)− (xz, xz),
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其为线性空间 V (R) 上的正定二次型. Gauss 函数

φ∞(x, z) = exp(−π(x, x)z)

便属于 S(V (R)), 且具有如下的不变性: φ∞(hx, hz) = φ∞(x, z) 对于任意 h ∈ H(R) 成立. 进一步地,

它在极大紧子群 SO2(R) ⊂ SL2(R) 的作用下权为 n/2− 1.

对于 (τ, z, h) ∈ H×X(C), 令

θL(τ, z, h) =
∑

µ∈L′/L

θ(τ, z, h, ϕµ)ϕµ, τ ∈ H, h ∈ H(Af ) (2.11)

为 theta 核函数, 其中, 对于 φ ∈ S(V (Af )), 有

θ(τ, z, h, φ) = v
∑

x∈V (Q)

e(Q(xz⊥)τ +Q(xz)τ̄)⊗ φ(h−1x). (2.12)

这里的 e(z) = e2πiz. θ(τ, z, h, ·) 是取值于 S∨
L = HomC(SL,C) 的 SL2(Z) 上权为 n

2 − 1 的模形式, 同时

也是 XL 上的自守函数.

通过自然地嵌入 SL2(Z) ↪→ SL2(Af ), 得到了 SL2(Z) 在 SL 上的 Weil 表示 ω. 一个取值于 SL 的

全纯函数 f : H → SL 称为弱全纯模形式, 若满足

f |k,ωγ(τ) := (cτ + d)−kω(f(γτ)) = f(τ), γ =

a b
c d

 ∈ SL2(Z), (2.13)

且具有 Fourier 级数展开式

f(τ) =
∑

µ∈L′/L

∑
n>n0,n∈Q

c(n, µ)qnϕµ =
∑

µ∈L′/L

fµ(τ)ϕµ. (2.14)

令 M !
k,ω =M !

k,SL
为由 SL2(Z) 上如上定义的权为 k、取值于 SL 弱全纯模形式全体构成的空间.

给定 f ∈M !
1−n

2 ,SL
, 其对应的正则 theta 提升可由下式给出 (参见文献 [4, 8]):

Φ(z, h, f) =

∫ reg

F
⟨f, θL⟩dµ(τ), (2.15)

即定义为如下函数在 s = 0 处 Laurent 级数展开式的常数项:

lim
T→∞

∫
FT

⟨f(τ), θL(τ, z, h)⟩ v−sdµ(τ), (2.16)

其中,

F =

{
τ = u+ iv ∈ C : |u| 6 1

2
, |τ | > 1

}
, FT = {τ = u+ iv ∈ F : v < T},

而

⟨f, θL⟩ =
∑

µ∈L′/L

fµ(τ)θ(τ, z, h, ϕµ).

如下定理是文献 [4, 定理 13.3] (也可参见文献 [5, 定理 3.22]) 的第一部分在当前情形下的表述.
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定理 2.1 令 f(τ) =
∑
c(m,µ)qmϕµ ∈ M !

1−n
2 ,ωL

是 SL2(Z) 上权为 1 − n
2、表示为 ωL 的弱全纯

模形式, 并且假设 c(m,µ) ∈ Z 对 m < 0 均成立. 则存在 XL 上 (可能带有特征的) 权为 k = c(0, 0)/2

的亚纯模形式 Ψ(z, h, f), 使得

(1)

div(Ψ(z, h, f)2) = Z(f) =
∑

m>0, µ∈L′/L

c(−m,µ)Z(m,µ),

这里当 2µ ∈ L 时, Z(m,µ) 的重数取为 2; 否则, 取为 1.

(2)

− log ∥Ψ(z, h, f)∥4Pet = Φ(z, h, f).

其中 ∥ · ∥Pet 是规范化的 Petersson 范数, 即

∥Ψ(z, h, f)∥Pet = |Ψ(z, h, f)(2πe−γ det y)k/2|,

这里, γ = −Γ′(1) 是 Euler 常数, 且 y = Im(z).

2.3 Eisenstein 级数和复乘值公式

固定 ψ 为 AQ 的典则非分歧加性特征,并满足 ψ∞(x) = e2πix 对于 x ∈ R成立. 令 ψF = ψ ◦TrF/Q,
则存在 SL2(AF ) 在 S(W (AF )) 上唯一的 Weil 表示 ω = ωW,ψF

与二次空间 (W,QF ) 和特征 ψF 对应.

设 χ : F×\A×
F → C× 为 E/F 对应的二次 Hecke 特征. 令 B 为 SL2 的 Borel 子群, 则 B 有分解

式 B = NM , 满足对于任意 F - 代数 R, 有 N(R) = {n(b) | b ∈ R}, M(R) = {m(a) | a ∈ R×}, 其中,

n(b) =

1 b

0 1

 , m(a) =

a 0

0 a−1

 .

则 χ 也是 W 对应的二次 Hecke 特征, 且存在 SL2(AF )- 等价映射

λ =
∏

λv : S(W (AF )) → I(0, χ), λ(φ)(g) = ω(g)φ(0), (2.17)

这里的 I(s, χ) = Ind
SL2(AF )
B(AF ) (χ · | |s) 是主序列, 其截面是 SL2(AF ) 上满足

Φ(n(b)m(a)g, s) = χ(a)|a|s+1Φ(g, s) (2.18)

对于任意 a ∈ A×
F、b ∈ AF 和 g ∈ SL2(AF ) 成立的光滑函数 Φ.

若 Φ|K 不依赖于 s, 则 Φ 称为标准的, 其中 K = SL2(ÔF )SO2(R)d+1 是 SL2(AF ) 的极大紧子群.

若 Φ = ⊗Φv, 则 Φ 称为可分解的, 其中 Φv ∈ I(s, χv).

对于标准截面函数 Φ ∈ I(s, χ), 其对应的 Eisenstein 级数定义为

EW (g, s,Φ) =
∑

γ∈B(F )\ SL2(F )

Φ(γg, s). (2.19)

为简单起见, 将 EW 简写为 E.
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由 Eisenstein级数的一般理论,当 Re(s)足够大时, E(g, s,Φ)定义中的级数是绝对收敛的,且可亚

纯延拓至整个复平面,并带有有限多个极点. 该亚纯延拓沿着 Re(s) = 0方向是全纯的,并满足 s 7→ −s
的函数方程. 进一步地, 有 Fourier 级数展开式

E(g, s,Φ) =
∑
t∈F

Et(g, s,Φ), (2.20)

其中

Et(g, s,Φ) =

∫
F\AF

E(n(b)g, s,Φ) · ψF (−bt)db, (2.21)

这里 db 是 F\AF 上关于 ψF 自对偶的 Haar 测度. 若 Φ = ⊗Φv 是可分解的, 则对于 t ∈ F×, 存在分

解式

Et(g, s,Φ) =
∏
v

Wt,v(gv, s,Φv), (2.22)

其中

Wt,v(gv, s,Φv) =

∫
Fv

Φv(w
−1n(b)gv, s) · ψFv (−bt)db, (2.23)

且

w =

 0 1

−1 0

 .

对于 φ ∈ S(Wf ),令 Φf 为 λf (φ) ∈ I(0, χf )对应的标准截面函数. 对于每一个实嵌入 σi : F ↪→ R,
极大紧子群 Kσi

∼= SO2(R) 都是交换的, 且有以 k ∈ Z 为指标的特征 kθ 7→ eikθ. 利用分解式 SL2(Fσi)

= B(Fσi) ·Kσi 以及 χ 为奇特征的事实, 可得

I(s, χC/R) = I(s, χEσi
/Fσi

) =
⊕

k 为奇数

CΦkσi
, (2.24)

其中 Φkσi
∈ I(s, χC/R) 是满足

Φkσi
(n(b)m(a)kθ) = χC/R(a)|a|s+1eikθ (2.25)

对于任意 a ∈ R×、b ∈ R 和 kθ = ( cos θ sin θ
− sin θ cos θ ) ∈ SO2(R) 成立的唯一的标准截面函数. 对于 τ⃗ = u⃗+ iv⃗

∈ Hd+1 和标准截面函数 Φf ∈ I(s, χf ), 可定义

E(τ⃗ , s, φ,1) = NF/Q(v)
− 1

2E(gτ⃗ , s,Φf ⊗ Φ1
∞), (2.26)

其中, Φ1
∞ =

⊗d
i=0 Φ

1
σi
, 且 gτ⃗ = n(u⃗)m(v⃗1/2) 可看作 SL2(AF ) 中有限位部分平凡的元素.

该函数是平行权 (parallel weight) 均为 1 的非全纯 Hilbert 模形式. 可进一步地将其标准化为

E∗(τ⃗ , s, φ,1) = Λ(s+ 1, χ)E(τ⃗ , s, φ,1), 其中,

Λ(s, χ) = N
s
2

F/Q(∂F dE/F )

(
π− s+1

2 Γ

(
s+ 1

2

))d+1

L(s, χ), (2.27)

而 ∂F 是 F 上的差异 (different) 理想, dE/F 是 E/F 的相对判别式.

在除 Φσ0 之外其余 Φv 均来自于某个 λ(φv) 的意义下, 这个 Eisenstein 级数是不一致的 (incoher-

ent). 这就自动地使得 E∗(τ⃗ , 0, φ,1) = 0 成立.

1428



中国科学 : 数学 第 54 卷 第 9 期

命题 2.1 (参见文献 [10, 命题 4.6]) 设 φ ∈ S(W (F̂ )). 对于全正元 t ∈ F×
+ , 令 a(t, φ) 为 E∗,′

W (τ⃗ ,

0, φ,1) 的 t- 次 Fourier 系数, 并将 E∗,′
W (τ⃗ , 0, φ,1) 的常数项写为

φ(0)Λ(0, χ) logN(v⃗) + a0(φ).

令

EW (τ, φ) = a0(φ) +
∑
m∈Q+

am(φ)qm,

其中

am(φ) =
∑

t∈F×
+ ,TrF/Q t=m

a(t, φ).

最后, 记 τ△ = (τ, . . . , τ) 为 τ ∈ H 在 Hd+1 下的对角线像, 则当 v 趋于无穷时,

E∗,′
W (τ△, 0, φ,1)− EW (τ, φ)− φ(0)(d+ 1)Λ(0, χ) log v

指数性衰减. 进一步地,

an(φ) =
∑
p

an,p(φ) log p

满足 an,p(φ) ∈ Q(φ), 其中 Q(φ) 是由 φ(x) (x ∈W (F̂ ) = V (Af )) 的值生成的 C 的子域.

现在准备陈述复乘值公式的主定理. 在正交分解 V = V0 ⊕WQ 下, 可得对应的子格

L0 = L ∩ V0, L1 = L ∩WQ. (2.28)

则 L0 ⊕ L1 ⊂ L 是指标有限的子格. 注意到对于 (z±0 , h) ∈ Z(W ), 也有 theta 核函数的分解

θ(τ, z, h) = θ0(τ)⊗ θW (τ, z±0 , h),

其中 θ、θ0 和 θW 分别是 V、V0 和 WQ 对应的 theta 核函数. 如下两个引理因其关联了 WQ 对应的

theta 核函数和 W 对应的 Eisenstein 级数而有着重要意义.

引理 2.1 (参见文献 [10, 引理 4.3]) 令 EW (τ⃗ , s,1) 为定义于 (2.19) 的 Eisenstein 级数, 则有

−2∂̄j(E
′
W (τ⃗ , 0,1)dτσj ) = EW (τ⃗ , 0,1(j))dµ(τσj ).

引理 2.2 (参见文献 [10, 命题 4.5], Siegel-Weil 公式)

θW (τ, Z(T (j), h±0 (j), gj)) =
1

2
deg(Z(T, h±0 )) · EW (τ△, 0,1(j)).

令 ϕµi,Li = Char(µi + L̂i), µi ∈ L′
i/Li, i = 1, 2. 现在将

θ0 =
∑

µ0∈L′
0/L0

θ0(ϕµ0,L0)ϕ
∨
µ0,L0

, EW =
∑

µ1∈L′
1/L1

EW (ϕµ1,L1)ϕ
∨
µ1,L1

分别写为 S(V (Af )) 上的线性泛函.

易知 L0 ⊕ L1 ⊂ L ⊂ L′ ⊂ L′
0 ⊕ L′

1, 并由此可得

L′/(L0 ⊕ L1) ⊂ (L′
0 ⊕ L′

1)/(L0 ⊕ L1),
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且存在满射 ϖ : L′/(L0 ⊕ L1) → L′/L.

因此, 对于 µ ∈ L′/L, 有

ϖ−1(µ) ⊂ L′/(L0 ⊕ L1) ⊂ (L′
0 ⊕ L′

1)/(L0 ⊕ L1) (2.29)

并且

ϕµ,L =
∑

(µ0,µ1)∈ϖ−1(µ)

ϕµ0,L0 ⊗ ϕµ1,L1 ,

⟨f, θ0 ⊗ EW ⟩ =
∑

µ∈L′/L

∑
(µ0,µ1)∈ϖ−1(µ)

fµ,Lθ0(ϕµ0,L0)EW (ϕµ1,L1). (2.30)

定理 2.2 (参见文献 [52, 定理 8.2]) 设 f ∈ M !
1−n

2 ,ω̄
为取值于 SL 的弱全纯模形式, 沿用前面的

记号, 有

Φ(Z(W ), f) =
deg(Z(T, z±0 ))

Λ(0, χ)
· CT

[ ∑
µ∈L′/L

∑
(µ0,µ1)∈ϖ−1(µ)

fµ,Lθ0(ϕµ0,L0)EW (ϕµ1,L1)

]
.

证明 下面将按照 Schofer [37] 的思路进行简要证明. 一般的结果以及到调和模形式的推广 (参见

文献 [14]), 皆受 Schofer 观点的启发.

首先, 由引理 2.1 和 2.2 知

Φ(Z(W ), f) =

∫ reg

F

⟨
f(τ), θ

(
τ,

d∑
j=0

Z(T (j), z0(j), gj)

)⟩
dµ(τ)

=

∫ reg

F

⟨
f(τ), θ0(τ)⊗ θW

(
τ,

d∑
j=0

Z(T (j), z0(j), gj)

)⟩
dµ(τ)

=
1

2
deg(Z(T, z±0 ))

∫ reg

F

⟨
f(τ), θ0(τ)⊗

d∑
j=0

EW (τ△, 0,1(j))dµ(τ)

⟩

= −deg(Z(T, z±0 ))

∫ reg

F

⟨
f(τ), θ0(τ)⊗

d∑
j=0

∂̄j(E
′
W (τ△, 0,1)dτ)

⟩
= −deg(Z(T, z±0 ))

∫ reg

F
⟨f(τ), θ0(τ)⊗ ∂̄(E′

W (τ△, 0,1)dτ)⟩

= −deg(Z(T, z±0 ))

∫ reg

F
d(⟨f(τ), θ0(τ)⊗ E′

W (τ△, 0,1)dτ⟩)

+ deg(Z(T, z±0 ))

∫ reg

F
⟨∂̄f(τ), θ0(τ)⊗ E′

W (τ△, 0,1)dτ⟩

= −deg(Z(T, z±0 ))

Λ(0, χ)
I1 +

deg(Z(T, z±0 ))

Λ(0, χ)
I2,

其中,

I1 =

∫ reg

F
d(⟨f(τ), θ0(τ)⊗ E∗,′

W (τ△, 0,1)dτ⟩), I2 =

∫ reg

F
⟨∂̄f(τ), θ0(τ)⊗ E∗,′

W (τ△, 0,1)dτ⟩.

由于 f 是弱全纯的, 所以有 ξ(f) = 0. 因此,

∂̄f(τ) = − 1

2i
v

n
2 −1ξ(f)dτ̄ = 0.
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这使得 I2 = 0.

其次, 由 Stokes 定理和一些分析工具, 可得

I1 = −CT[⟨f(τ), θ0 ⊗ EW (τ)⟩].

最终, 代入 (2.30), 便完成了证明.

当 f 只是调和而不是弱全纯时, I2 ̸= 0 会产生某些 Rankin-Selberg L- 函数的中心导数值, 这可以

用于证明 Gross-Zagier 公式和它的高维推广 (参见文献 [9, 14]).

3 在经典模函数上的应用

3.1 模曲线之积与复乘点对

本小节将确定部分记号, 并回顾在文献 [44] 中是如何将模曲线之积视为惯性指数为 (2, 2) 的正交

型 Shimura 簇以及如何将复乘点对 (τ1, τ2) 视为其上大复乘点的. 令 N 为正整数, V = M2(Q), 并带

有二次型 Q(X) = N detX. 设 H 是 Q 上的代数群

H = {(g1, g2) ∈ GL2 ×GL2 : det g1 = det g2}.

则 H ∼= GSpin(V ), 且通过如下方式作用在 V 上:

(g1, g2)X = g1Xg
−1
2 .

由此可得正合序列

1 → Gm → H → SO(V ) → 1.

关于管域, 取迷向矩阵

ℓ =

0 −1

0 0

 ∈ V 和 ℓ′ =

 0 0

1
N 0

 ∈ V

满足 (ℓ, ℓ′) = 1. 则对应的管域为

Hℓ,ℓ′ =


z1 0

0 −z2

 : y1y2 > 0

 , yi = Im(zi),

伴随有映射

w : Hℓ,ℓ′ → L, w

z1 0

0 −z2

 =

z1 −Nz1z2
1
N −z2

 .

显然, 有如下命题成立.

命题 3.1 映射

wN : H2 ∪ (H−)2 → L, wN (z1, z2) =

 z1
N

−z1z2
N

1
N

−z2
N

 = w

 z1
N 0

0 − z2
N


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诱导了 H2 ∪ (H−)2 和 D 之间的一个同构, 并且 wN 是 L 上的一个处处不消失的 H- 不变截面. 这里

的 H ⊂ GL2(R)×GL2(R) 通过如下常规的线性分式变换作用在 H2 ∪ (H−)2 上:

(g1, g2)(z1, z2) = (g1(z1), g2(z2)),

且通过其在 V 上的作用自然地作用于 L. 进一步地, 有

(g1, g2)wN (z1, z2) =
(c1z1 + d1)(c2z2 + d2)

ν(g1, g2)
wN (g1(z1), g2(z2)), (3.1)

其中 ν(g1, g2) = det g1 = det g2 是 H = GSpin(V ) 的自旋特征. 因此,

j(g1, g2, z1, z2) = (c1z1 + d1)(c2z2 + d2).

对于 SL2(Z) 的同余子群 Γ, 令 XΓ 为其对应的 Q 上的开模曲线, 使得 XΓ(C) = Γ\H. 假设 Γ

⊃ Γ(M) 对某个 M > 1 成立. 设

ν : A× ↪→ GL2(A), ν(d) = diag(1, d).

再设 K(Γ) 为 ν(Ẑ×) 与 Γ/Γ(M) 在 GL2(Ẑ) 下的原像之积 (在映射 GL2(Ẑ) → GL2(Z/M) 下). 令

K = (K(Γ)×K(Γ)) ∩H(Af ), 则由强逼近定理, 有

XK
∼= XΓ ×XΓ.

通过这种方式, 可将一条模曲线 XΓ 和它自身的直积视同为 Shimura 簇 XK . 逻辑线丛 L 通过 (3.1)

降为 XK 上权为 (1, 1) 的双变量模形式的线丛 LK .

对于 j = 1, 2, 令 Ej = Q(
√
dj) 为判别式为 dj < 0 的二次数域, 其整数环为 Oj = Z[dj+

√
dj

2 ] 且满

足 (d1, d2) = 1. 下面将描述在文献 [10] 中是如何将一对对应于 E1 和 E2 的复乘点 (τ1, τ2) ∈ XΓ ×XΓ

视为 XK 上大复乘点的. 为此, 令 E = E1 ⊗Q E2 = Q(
√
d1,

√
d2), 其整数环为 OE = O1 ⊗Z O2. 则 E

是双二次复乘数域, 其二次实子域为 F = Q(
√
D), 其中 D = d1d2.

定义 W = E, 为带有 F - 二次型 QF (x) = Nxx̄√
D
的 F - 二次空间. 令 WQ = W , 为带有 Q- 二

次型 QQ(x) = TrF/QQF (x) 的 Q- 二次空间. 令 σ1 = 1 和 σ0 = σ 为 F 的两个实嵌入, 且满足

σj(
√
D) = (−1)j−1

√
D. 则 W 在 σ0 处的惯性指数为 (0, 2), 在 σ1 处的惯性指数为 (2, 0), 因而, WQ 的

惯性指数为 (2, 2). 取定 OE 的 Z- 基如下:

e1 = 1⊗ 1, e2 =
−d1 +

√
d1

2
=

−d1 +
√
d1

2
⊗ 1, e3 =

d2 +
√
d2

2
= 1⊗ d2 +

√
d2

2
, e4 = e2e3.

下文中若不产生歧义, 将会略去 ⊗. 易验证有

(WQ, QQ) ∼= (V,Q) = (M2(Q), N det),
∑

xiei 7→

x3 x1
x4 x2

 . (3.2)

将 (WQ, QQ) 看作二次空间 (V,Q) = (M2(Q), N det). 在这个意义下, 格 L =M2(Z) 即为 OE . 同样地,

可验证对于 Q- 代数 R, (2.4) 中的极大环面 T 可视同为 (参见文献 [25] 和 [10, 第 6 节])

T (R) = {(t1, t2) ∈ (E1 ⊗Q R)
× × (E2 ⊗Q R)

× : t1t̄1 = t2t̄2},
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且从 T 到 SO(W ) 的映射可由 (t1, t2) 7→ t1/t̄2 给出. 而从 T 到 H 的映射可以显式地按如下方式给出.

定义嵌入

ιj : Ej →M2(Q), ιj(r)(ej+1, e1)
T = (rej+1, re1)

T, (3.3)

其中 T 表示矩阵的转置, 则 ι = (ι1, ι2) 便给出了从 T 到 H 的嵌入.

将 F 的两个实嵌入按如下方式扩充为 E 的复乘类 Σ = {σ1, σ0}:

σ1(
√
di) =

√
di ∈ H, σ0(

√
d1) =

√
d1, σ0(

√
d2) = −

√
d2.

由于 Wσ0 = W ⊗F,σ0 R ⊂ VR 的惯性指数为 (0, 2), 所以它给出了 D 中的两个点 z±σ0
. 在这种情形下,

第 2.1 小节中的大复乘圈变为

Z(W, z±σ0
) = {z±σ0

} × T (Q)\T (Af )/KT ∈ Z2(XK). (3.4)

记

Z(W ) = Z(W, z±σ0
) + σ(Z(W, z±σ0

)).

为简单起见, 将 z+σ0
简写为 zσ0 .

引理 3.1 在 H±,2 上, 有 zσ0 = (τ1, τ2) ∈ H2 且 z−σ0
= (τ̄1, τ̄2) ∈ (H−)2, 其中

τj =
dj +

√
dj

2
.

引理 3.2 令 Kj = ι−1
j (K(Γ)), 设 Cl(Kj) = E×

j \E
×
j,f/Kj 为对应的 Ej 的类群. 则存在单射

p′ : T (Q)\T (Af )/KT → Cl(K1)× Cl(K2),

其像为

IM(p′) = {(C1, C2) ∈ Cl(K1)× Cl(K2) :存在 tj ∈ E×
j,f 满足 Cj = [tj ] 和 t1t̄1 = t2t̄2}

= {(C1, C2) ∈ Cl(K1)× Cl(K2) :存在分式理想 ai 满足 Cj = [aj ] 和 N(a1) = N(a2)}.

令Hj 为对应于Kj 的 Ej 的类群,而H = H1H2为H1和H2的复合.由复乘理论知,点 [zσ0
] ∈ XK

可定义在 H 上. 进一步地, 根据类域论, (3.3) 中的 ιj 诱导了自然映射

ιj : Cl(Kj) → XΓ = GL2(Q)\H± ×GL2(Af )/K(Γ), ιj([t
−1]) = [τj , ιj(t

−1)] = τσt
j , (3.5)

其中 σt ∈ Gal(Hj/Ej) 对应于 [t]. 最后的等式是 Shimura 互反律 (参见文献 [43]). 在 Idele 语言下, 可

写作 τσt
j = τσa

j , 其中 [aj ] ∈ Cl(Kj) 对应于 t 的 Idele 类. 显然, 有如下两个命题成立.

命题 3.2 令 (t1, t2) ∈ T (Af ), 设 σtj ∈ Gal(Hj/Ej) 为经由 Artin 映射对应 (于 tj) 的 Galois 元

素. 则

[zσ0 , (t
−1
1 , t−1

2 )] = [τ
σt1
1 , τ

σt2
2 ].

命题 3.3 设 (d1, d2) = 1, 则

Z(W, zσ0) =
∑

([a1],[a2])∈IM(p′)

[τ
σa1
1 , τ

σa2
2 ],
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Z(W, z−σ0
) =

∑
([a1],[a2])∈IM(p′)

[(−τ̄1)σa1 , (−τ̄2)σa2 ],

Z(W ) =
∑

([a1],[a2])∈IM(p′)

([τ
σa1
1 , τ

σa2
2 ] + [(−τ̄1)σa1 , τ

σa2
2 ] + [τ

σa1
1 , (−τ̄2)σa2 ] + [(−τ̄1)σa1 , (−τ̄2)σa2 ]).

此时, 定理 2.2 变为如下定理.

定理 3.1 令 L 为 M2(Q) 中的整格. 对于一个取值于 SL 的弱全纯模形式 f ∈M !
0,ω̄, 有

Φ(Z(W ), f) =
deg(Z(T, z±σ0

))

Λ(0, χ)
· CT

[ ∑
µ∈L′/L

fµ,LEW (ϕµ,L)

]
.

3.2 经典模函数的复乘值

现在可利用定理 3.1 来证明 Gross 和 Zagier 著名的分解公式 (定理 1.1) 并推广到其他模函数上.

这里需要说明的是,在文献 [23]中有两种不同的证明方式: 一种算术的,一种解析的. 下面的简要证明

自然是解析的, 但又与该文献的原证明不同. 证明分为 3 步.

(1) 将 j(z1) − j(z2) 与对应于 (M2(Z),det) 的 Borcherds 积相关联. 在这种情形下, 最早是由

Borcherds [3] 在证明 Moonshine 猜想时发现的, 现已被熟知, 即 j(z1)− j(z2) = Ψ(j(z)− 744).

(2)将复乘点对 (τ1, τ2)视为 Shimura簇 (如前一节所述,为模曲线之积)上的大复乘点,再应用定

理 3.1. 为了使公式更显式化, 我们需要理解 p′ 在引理 3.2 下的像. 文献 [44, 引理 3.8] 证明了, 在这一

特殊情形下, p′ 的像恰好为 CL(d1)× CL(d2).

(3) 计算第 2 步中 EW 的 Fourier 系数并得出公式. 注意这里都是局部计算, 详细证明可参见文

献 [44, 第 4 节].

考虑 λ- 不变量

λ(τ) = − 1

16
q−

1
2

∏
n>1

(
1− qn−

1
2

1 + qn

)8

, q = e(τ) = e2πiτ . (3.6)

它实际上给出了 X(2) 与 P1
C 之间以及 Y (2) 与 P1

C − {0, 1,∞} 之间的同构. 这里的 Y (2) 指的是对

(E,E[2])的模空间,其中 E 是椭圆曲线,而 E[2]为 E 的 2-扭子群. 对于 τ ∈ H,其对应的椭圆曲线为

Eτ : y2 = x(x− 1)(x− λ(τ)) (3.7)

且其 2- 扭子群 E[2] = {∞, (0, 0), (1, 0), (λ(τ), 0)}. 取 N = 2, 即 L = M2(Z) 时, Q(X) = 2 detX, 可得

文献 [45, 定理 1.4] 中的下列定理.

定理 3.2 令 Ej = Q(
√
dj), 其整数环为 Odj = Z[τj ], 其中 τj =

dj+
√
dj

2 (j = 1, 2). 设 wj 为 Ej

中单位根的个数, hj = h(Ej) 为 Ej 的类数. 令 E = Q(
√
d1,

√
d2), 且 F = Q(

√
D), 其中 D = d1d2.

对于 F 的分式理想 a, 令 ρE/F (a) 为 E 中相对范数为 a 的整理想的个数, 而 χ = χE/F 为 F 的对应

于 E/F 的二次 Hecke 特征. 对于整数 m ≡ D (mod 2), 取 c(m) =
d21+d

2
2−(d1+d2)

4 − m+D
2 ∈ Z. 假设

(d1, d2) = 1.

(1) 当 d1 ≡ d2 ≡ 5 (mod 8) 时,

log |N(λ(τ1)− λ(τ2))|
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= 6
∑

t=m+
√

D
2 ∈OF

|m|<
√
D

c(m)∈2Z

∑
χE/F (p)=−1

(
1 + ordpt(tp

−2
t )

2
+

ordpt(p)

3

)
ρE/F (tpp

−2
t ) logN(p),

其中 pt 为 F 在 2 上的素理想, 使得 t ∈ pt.

(2) 当 d1 ≡ 5 (mod 8) 且 d2 ≡ 0, 4 (mod 8) 时,

log |N(λ(τ1)− λ(τ2))| =
∑

t=m+
√

D
2 ∈OF

|m|<
√
D

c(m)∈2Z

∑
χE/F (p)=−1

1 + ordp(t)

2
ρE/F (tp) logN(p).

(3) 当 d1 ≡ 1 (mod 8) 且 d2 ≡ 5 (mod 8) 时,

log |N(λ(τ1)− λ(τ2))| = 2
∑

t=m+
√

D
2 ∈OF

|m|<
√
D

c(m)∈2Z

∑
χE/F (p)=−1

1 + ordp(t)

2
ρE/F (tp) logN(p).

(4) 当 d1 ≡ 1 (mod 8) 且 d2 ≡ 0, 4 (mod 8) 时,

log |N(λ(τ1)− λ(τ2))|

=
1

2

∑
t=m+

√
D

2 ∈OF

|m|<
√
D

c(m)∈2Z

∑
χE/F (p)=−1

1 + ordp(t)

2
ρE/F (tp) logN(p) + 23

h1h2
w1w2

log 2.

(5) 当 d1 ≡ 1 (mod 8) 且 d2 ≡ 1 (mod 8) 时,

log |N(λ(τ1)− λ(τ2))|

= 2
∑

t=m+
√

D
2 ∈OF

|m|<
√
D

c(m)∈2Z

∑
χE/F (p)=−1

1 + ordp(tp
−2
t )

2
ρE/F (tpp

−2
t ) logN(p) + 25

h1h2
w1w2

log 2,

其中 pt 为 F 在 2 上的素理想, 使得 t ∈ pt.

这里需要说明的是,对于上述公式中外层和的每个 t = m+
√
D

2 ∈ OF ,其对应的内层和
∑
χE/F (p)=−1

至多只有一个非零项, 因为 F 的两个素理想 p1 和 p2 不可能同时满足在 E/F 中惯性, 且对于任意一

个分式理想 a, 都有 ρE/F (ap1) 和 ρE/F (ap2) 总是非零.

(寻找 Borcherds提升为 λ(z1)−λ(z2)的弱全纯形式的)第一步是非常有趣的,且值得多费些笔墨.

实际上, 若令 L = M2(Z), Q(X) = 2 detX, 则对应的开 Shimura 簇为 XK = Y (2) × Y (2), 其紧化为

X = X(2)×X(2). 在这种情形下, L′/L = 1
2M2(Z)/M2(Z) = {µj + L : 0 6 j 6 15}, 其中,

µ0 =

0 0

0 0

 , µ1 =

 1
2 0

0 0

 , µ2 =

0 1
2

0 0

 , µ3 =

0 0

1
2 0

 ,

µ4 =

0 0

0 1
2

 , µ5 =

 1
2

1
2

0 0

 , µ6 =

 1
2 0

1
2 0

 , µ7 =

 1
2 0

0 1
2

 ,
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µ8 =

0 1
2

1
2 0

 , µ9 =

0 1
2

0 1
2

 , µ10 =

0 0

1
2

1
2

 , µ11 =

 1
2

1
2

1
2 0

 ,

µ12 =

 1
2

1
2

0 1
2

 , µ13 =

 1
2 0

1
2

1
2

 , µ14 =

0 1
2

1
2

1
2

 , µ15 =

 1
2

1
2

1
2

1
2

 .

对所需的弱全纯形式的一个直觉上的猜测是 λ(τ) 的从 Γ(2) 到 SL2(Z) 的相对于 L′/L 中某元素

的诱导. 经过尝试, Yang 等 [45] 发现了

f1(τ) = −8
∑

γ∈Γ(2)\ SL2(Z)

λ | γω(γ)−1ϕµ7 = q−
1
2ϕµ7 +O(1) (3.8)

在 XK = Y (2)× Y (2) 上满足如下性质:

DivΨ(z1, z2, f1) = Div(λ(z1)− λ(z2)) = Y (2)∆.

但是, 这还不足以说明 λ(z1)−λ(z2)
Ψ(z1,z2,f1)

是常数, 因为边界也是一个除子. 不难发现除子支撑于边界的模函

数与 λ(τ)和 ∆(τ)相关,而这些函数恰为 SL 上一些常值函数的 Borcherds提升, 且是 ωL-不变的. 如

下命题的证明可参见文献 [45, 推论 3.5 和命题 3.6].

定理 3.3 令 λ(z) 为定义于 (3.6) 的 λ- 不变量, 则有

λ(z1) = Ψ(z1, z2,−8(ϕµ1 + ϕµ2 − ϕµ3 − ϕµ4 + ϕµ5 − ϕµ10)),

1− λ(z1) = Ψ(z1, z2,−8(ϕµ1 + ϕµ2 + ϕµ5 − ϕµ6 − ϕµ9 − ϕµ15)),

λ(z2) = Ψ(z1, z2, 8(ϕµ1 − ϕµ2 + ϕµ3 − ϕµ4 + ϕµ6 − ϕµ9)),

1− λ(z2) = Ψ(z1, z2,−8(ϕµ2 + ϕµ4 − ϕµ5 + ϕµ9 − ϕµ10 − ϕµ15)),

λ(z1)− λ(z2) = Ψ(z1, z2, f),

其中, ϕµ = Char(µ+ L̂) ∈ SL, 且

f(τ) = f1 + f2 = q−
1
2ϕµ7 +

∑
m>0,µ∈L′/L

cf (m,µ)q
mϕµ ∈M !

0,ω,

f1 由 (3.8) 给出, 而

f2 = −4(ϕµ0 + ϕµ1 + 3ϕµ2 − ϕµ3 + ϕµ4 + ϕµ5 + ϕµ9 − 2ϕµ10 − ϕµ15).

这里需要说明的一个有趣的点是, λ(z1) 是 X(2) ×X(2) 上的 Borcherds 提升. 而下面关于 λ- 不

变量的另一个有趣事实的证明可参见文献 [45, 定理 1.1].

定理 3.4 令 d < 0 为虚二次数域 Q(
√
d) 的基本判别式. 则 λ0 = λ(d+

√
d

2 ) 是代数整数. 进一步

地, 有

(1) 当 d ≡ 5 (mod 8) 时, λ0 和 1− λ0 都是单位;

(2) 当 d ≡ 4 (mod 8) 时, λ0 是单位;

(3) 当 d ≡ 0 (mod 8) 时, 1− λ0 是单位;

(4) 当 d ≡ 1 (mod 8) 时, 16
λ0(1−λ0)

是单位.
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尽管对于任意一个复乘点 τ = b+
√
d

2a , j(τ) 均为代数整数, 但换作 λ(τ), 结果不再成立. 例如,

λ

(
−7 +

√
−7

4

)
=

1 + 3
√
−7

32

就不是代数整数. 所以, 上述定理中的结论并非是显然的. 它在某种程度上显示出 λ(τ) 的经典表示式

可能是 “正确的” 那个.

Ye [49] 利用类似的方法将 j(z1)− j(z2) 和 λ(z1)− λ(z2) 的结果推广至亏格为 0 模曲线 X0(N) 上

的主模. 回顾 X0(N) 的亏格为 0 当且仅当 1 6 N 6 10 或 N = 12, 13, 16, 18, 25. 在每种情形下, 都存

在主模 πN (z), 并可由 η-函数的商给出 (参见文献 [49, 注释 1.3]). 具体而言, 对于一个与 SL2(Z)相称
的 (commensurable)同余子群 Γ,若其模曲线 X(Γ)的亏格为 0,则 Γ的一个主模指的是 X(Γ)上在 i∞
处有简单奇点且留数为 1的模函数的函数域的生成函数. Ye证明了对所有这样的 N , πN (z1)−πN (z2)

都是 Borcherds 提升 (参见文献 [49, 定理 1.4]), 并给出了类似于定理 1.1 和 3.2 的分解公式 (参见文

献 [49, 定理 1.11]).

Ye [46] 还考虑了 Fricke 群 Γ∗
0(p) (p 为素数), 由 Γ0(p) 和 Fricke 对合 (

0 − 1√
p

1√
p 0

) 生成. 其对应模曲

线 X∗
0 (p) 的亏格为 0 当且仅当

p = 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 41, 47, 59, 71.

令 j∗p(τ)为对应的主模. 为复乘理论所熟知的是, j∗p(τ)在某些特殊虚二次点 (Heegner点)上的取值生

成了对应虚二次数域的 Hilbert 类域 [15]. 按照文献 [46] 中的说法, 很难将 j∗p(z1)− j∗p(z2) 像上面那样

写为 Borcherds 积. 该文献因此转而考虑惯性指数为 (1, 2) 的格

L =

X =

a b

c
p −a

 : a, b, c ∈ Z

 , Q(X) = pdetX

和对应的 Shimura簇, 结果发现后者即为文献 [27]中的 X∗
0 (p). 对于使得 p在 Kdi (i = 1, 2)中分裂的

虚二次数域 Kdi = Q(
√
di),选取嵌入 αi : CL(Kdi) → X∗

0 (p) (相当于选取一个范数为 p的理想 pi)和模

函数

jp,d1(z) =
∏

[a]∈CL(Kd1
)

(j∗p(z)− j∗p(α1([a]))).

Kim [27]证明了该模形式是某个权为 1/2的弱全纯模形式的 Borcherds提升. Ye将定理 2.2应用在对应

于 α2(CL(Kd2))的复乘圈上,便得到了
∏

[b]∈CL(Kd2
) jp,d1(α2([b]))的分解公式 (具体可参见文献 [46,定

理 1.1]). 这个方法还可以应用于计算 j(d+
√
d

2 ) 的最小多项式的判别式. 我们会在第 3.4 小节中作详细

讨论.

如果能将以上结果推广至亏格为 0 的 Shimura 曲线的主模上就更有意思了. 此时, 由于没有尖

点, 所以会产生一些新的问题. 首先, 对于一个主模 f , 差值 f(z1)− f(z2) 不再是某些弱全纯模形式的

Borcherds 提升. 对于酉型 Shimura 曲线来说也是如此. 这一点有时可以利用前面讲述的 Ye 的方法

来解决. 另一个问题在于想要构造的弱全纯模形式与 f 之间不再显著相关, 因为它们来自不同的曲线

(f 在 Shimura 曲线上, 而我们需要构造的函数则是在模曲线上). 郭家玮和本文三位作者正在计算一

些例子. 注意到 Shimura 曲线 (不同于前面小节中讨论的模曲线之积的情形) 上 Borcherds 提升的复

乘值公式的相关研究可参见文献 [20]. 除此之外, 酉型 Shimura 曲线的情形也同样令人感兴趣. 值得
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注意的是, Daas [17] 利用 p 进一致化的方法, 已经将以上推广至亏格为 0 的 Shimura 曲线的主模 f(z)

上, 并得到类似 Gross-Zagier 公式的表达式. 虽然如此, 能否利用 Borcherds 提升得到等价于 Daas 公

式的结果也是一个非常值得研究的问题.

3.3 Yui-Zagier 猜想

本小节将陈述 Li 和 Yang [31] 以及 Yang 和 Yin [44] 在 Yui 和 Zagier [53] 关于 Weber 函数复乘值

猜想方面的工作. 回顾 3 个层为 48 的经典 Weber 函数, 可由如下 η- 函数的商定义:

f(τ) := ζ−1
48

η( τ+1
2 )

η(τ)
= q−

1
48

∞∏
n=1

(1 + qn−
1
2 ),

f1(τ) :=
η( τ2 )

η(τ)
= q−

1
48

∞∏
n=1

(1− qn−
1
2 ), (3.9)

f2(τ) :=
√
2
η(2τ)

η(τ)
=

√
2q

1
24

∞∏
n=1

(1 + qn).

它们三者一起构成了 SL2(Z) 上的一个 3 维向量值模函数. 实际上, 同样的结果对于这些模函数的整

数幂次同样成立 (参见文献 [34, 第 50 页]). 而且, f2 是 Γ0(2) 上特征为 χ 的 24 阶模函数:

f2(γτ) = χ(γ)f2(τ), γ ∈ Γ0(2). (3.10)

特征 χ 的核, 记为 Γχ ⊂ Γ0(2), 是包含 Γ(48) 的同余子群. Yui 和 Zagier [53] 研究了这些模函数的复乘

值. 他们工作的出发点源于以下结果.

命题 3.4 (参见文献 [53, 命题]) 令 d < 0 是满足如下条件的判别式:

d ≡ 1 (mod 8), 3 - d. (3.11)

记 εd := (−1)(d−1)/8. 对于序 Od := Z[1+
√
d

2 ]中的每个真理想 a = [a, −b+
√
d

2 ],其中 a > 0,设 τa = −b+
√
d

2a

为对应的复乘点, 且

f(a) =


ζ
b(a−c−ac2)
48 f(τa), 若 2 | (a, c),

εdζ
b(a−c−ac2)
48 f1(τa), 若 2 | a, 2 - c,

εdζ
b(a−c+a2c)
48 f2(τa), 若 2 - a, 2 | c.

(3.12)

则 f(a) 是仅依赖于 a 在 Od 的类群 Cl(d) 中所在类的代数整数, 即它是一个类不变量. 进一步地,

Hd := Kd(f(a)) = Kd(j(τa)) 是对应于 Od 的 Kd 的环类域.

注 3.1 f(a) 定义中的符号 εd 确保了类不变量在 Galois 群的作用下是良好的. 尤其当 d < 0 为

基本判别式时,

σa2(f(a1)) = f(a1a
−1
2 ) (3.13)

对于任意 Od- 理想 a1 和 a2 成立, 其中, σa ∈ Gal(Hd/Kd) 按 Artin 映射对应于 [a] ∈ Cl(d). 这一点最

早由文献 [53] 所猜测, 并于文献 [21, 命题 22] 中证明.
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这一类不变量, 在最小多项式 (类多项式) 的系数要小得多的意义上, 比奇异模数要好得多. 它给

出了 Hilbert 类域的一个高度较小的生成元, 而这一点在椭圆曲线质性测试的速度中十分重要 (参见

文献 [1]). 例如, 根据文献 [53], j( 1+
√
−55
2 ) 的最小多项式为

x4 + 335329 · 134219x3 − 375323 · 101 · 32987x2 + 395711283 · 101 · 110641x− 31256113293413,

而 f(O−55) 的最小多项式则仅为

x4 + x3 − 2x− 1.

受 Gross 和 Zagier 的精美公式 (定理 1.1) 的启发, Yui 和 Zagier [53] 对于如上定义的 Weber 类

不变量最小多项式的结式给出了一个猜测性公式, 并提供了数值证据. 这一猜想最早的叙述用到了

48 个参数的两张表格 (参见文献 [53, 第 1653 页]), 但现在可以用如下优雅的方式简单地给出 (对于

d1 ≡ d2 ≡ 1 (mod 24) 的情形可参见文献 [53] 的公式 (14?)).

猜想 3.1 (参见文献 [53, 公式 (14?)]) 设 d1 和 d2 是互素的满足 (3.11) 的基本判别式, 而 s | 24.
定义常数

κ3(s) :=


1

2
, 若

(
d1
3

)
=

(
d2
3

)
= −1 且 3 | s,

1, 否则,

(3.14)

其仅依赖于 d1、d2 和 s, 则

fs(d1, d2) :=
∏

[aj ]∈Cl(dj), j=1,2

|f(a1)24/s − f(a2)
24/s| =

∏
m,a∈N,r|s

a2+16mr2=d1d2
m≡19(d1+d2−1) (mod s/r)

F(m)κ3(s). (3.15)

定理 3.5 (参见文献 [44, 定理 1.3] 和 [31, 定理 1.7]) 猜想 3.1 对于任意 s | 24 成立.

当 s = 1 时,

ω2(z) = f1(z)
24 = 212 · ∆(2τ)

∆(τ)

是 Γ0(2)的模函数. 此时,猜想的证明与第 3.2小节中的相同.特别地,可找到一个向量值的模函数 F̃1,

并将 f2(z1)
24 − f2(z2)

24 视同为对应于 F̃1 的 Borcherds 积 Ψ(z1, z2, F̃1).

然而, 以上结论对于 s > 1 不再成立. 当 L′/L 越来越大时, 寻找向量值模函数 F̃s 使得

Ψ(z1, z2, F̃s) = (f2(z1)
24/s − f2(z2)

24/s)s (3.16)

成立的任务越来越困难. Li 和 Yang [31] 曾用表示论来简化计算, 然后吃惊地发现与 s = 1 的情形完全

相反, 对于 s > 1, 找到 (3.16) 是不可能的. 为了补救这个问题, 他们发现了如下漂亮的结果.

定理 3.6 (参见文献 [31,定理 1.8]) 对于任意 d | 24,存在向量值模函数 F̃d及其对应的 Borcherds

积 Ψd(z1, z2) := Ψ(z1, z2, F̃d), 满足

(f2(z1)
24/s − (εf2(z2))

24/s)s =
∏
d|s

Ψd(z1, z2)
(ε

24
d ) (3.17)

对于任意 s | 24 和 ε = ±1 成立.
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这里需要注意的是, F̃d 和 Borcherds 提升对应于不同的二次空间. 然后应用第 3.2 小节中的方法

和少量额外工作, Li 和 Yang [31] 证明了猜想 3.1. 但定理 3.6 又引发了如下在某种意义下是 Borcherds

提升逆问题的问题, 且仍旧没有解决.

问题 3.1 假设 Ψ 是正交型 (n, 2) 或酉型 (n, 1) Shimura 簇上的亚纯自守形式, 若满足 Div(Ψ)

是特殊除子的线性组合, 则 Ψ 是 Borhcerds 提升 (Borcherd 积) 之积. 换言之, 存在 SL2(Z) 上权为
1− n/2 (正交型时) 或 1− n (酉型时) 的弱全纯的向量值模形式 Fi, 使得

Ψ(z, h) = c

r∏
i=1

Ψ(z, h, Fi),

其中 c ̸= 0 为非零常量. 这里的 Borcherds 提升可能对应于不同的二次 (酉) 空间 (其对应的 Shimura

簇仍是同构的).

3.4 Gross-Zagier 判别式公式

前几小节主要探讨了差值 f(z1)− f(z2)范数的计算公式,其中 z1 和 z2 对应于两个不同的虚二次

域 (大复乘点). 但定理 3.1中的主要公式也适用于 z1 和 z2 有相同自同态环 (小复乘点)的情形. 接下

来, 将用 Gross-Zagier 判别式公式来加以说明.

首先回顾, 对于一个基本判别式 d < 0, j(d+
√
d

2 ) 的 Q-Galois 共轭恰好为 {j(τc)}, 其中 [c] 跑遍

Q(
√
d) 理想类群 Cl(d) 中的所有代表元. 特别需要指出的是 j(τOd

) = j(d+
√
d

2 ). 显然, j(d+
√
d

2 ) 的极小

多项式的判别式, 记为 disc(j(z), d), 恰好为

disc(j(z), d) =
∏

[a]∈ClK
[a]̸=[OK]

∏
[b]∈ClK

|j(τab)− j(τb)|. (3.18)

利用这一点可以显式地计算 j(d+
√
d

2 )极小多项式的判别式. 例如,对于 d = −71的情形,文献 [26,

第 349 页] 发现了

disc(j(z),−71) = 74211211321171323831641347353259361267.

有趣的是,类似于 j(d1+
√
d1

2 )−j(d2+
√
d2

2 )的范数,判别式也仅有非常小的素因子. 这激发了 Gross和 Za-

gier将他们的 j(d1+
√
d1

2 )−j(d2+
√
d2

2 )范数的分解公式推广到判别式 disc(j(z), d)的情形. 故在文献 [23]

中, 除了计算差值 j(z1) − j(z2) 范数的素因子分解之外, Gross 和 Zagier [23] 也对 |d| 为素数情形的
disc(j(z), d)的素因子分解建立了公式, 用以解释 McKay和 Ford的观察. 这个称为 Gross-Zagier判别

式公式的公式可被叙述为如下定理.

定理 3.7 (参见文献 [23, 推论 4.8]) 记号同上, 并假定 d = −p, 且 p ≡ 3 (mod 4) 为素数, 则有

|disc(j(z),−p)| =
∏

q为素数

qeq ,

其中,

(1) 若 q 在 Q(
√
−p) 中分裂, 则 eq = 0;

(2) 若 q 在 Q(
√
−p) 中惯性, 则

eq =
1

2

p−1∑
n=1

∑
[a]∈Cl(d)
[a] ̸=[Od]

Ra(n)
∑
k>1

R

(
p− n

qk

)
,
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这里,

Ra(n) =

∣∣∣∣{x ∈ a

∣∣∣∣ N(x)N(a)
= n

}∣∣∣∣, R(n) =
1

2

∑
[a]∈Cl(d)

Ra(n);

(3) 若 q = p, 则 ep =
h(−p)−1

2 .

与前面几小节中的情形相同, 本公式可由定理 2.2 加以证明. 如同第 3.2 小节中所描述的, Hilbert

模函数 −2 log |j(z1)− j(z2)|2 可被看作对应于 (M2(Z),det) 的定义在 Shimura 簇 XK 上的 Borcherds

提升 Φ(z, j(τ)− 744), 其中 K = H(Ẑ) (定义见第 3.1 小节). 再与 (3.18) 相结合, 可得

log |disc(j(z), d)| = log

( ∏
[a]∈ClK
[a]̸=[OK]

∏
[b]∈ClK

|j(τab)− j(τb)|
)

= −1

4

∑
[a]∈Cl(d)
[a] ̸=[Od]

∑
[b]∈Cl(d)

−2 log |j(τab)− j(τb)|2

= −1

8

∑
[a]∈Cl(d)
[a] ̸=[Od]

∑
z∈Za

Φ(z; j − 744), (3.19)

其中, Za 是 XK 上的 0- 圈 (0-cycle), 并可与∑
b∈Cl(d)

{(τab, τb)}+
∑

b∈Cl(d)

{(τab, τb)} (3.20)

在同构 XK
∼= XΓ ×XΓ 的意义下等同, 这里 Γ = SL2(Z). 现在整个问题就化归为计算 Borcherds 提升

Φ(z; j− 744)在 0-圈 Za 上的平均值.如果可以将 Za 实现为一个小复乘 0-圈 Z(Ua),这是在第 2.1小

节中所讨论的 d = 0 的特例, 则可以将定理 2.2 中的公式应用于 (3.19), 从而得到 |disc(j(z), d)| 素因
子分解的一个公式. 接下来, 将说明这确实是可行的, 即 Za 可与 XK 中的某些小复乘 0- 圈 Z(Ua) 相

等同.

取一个理想类 [a] ∈ Cl(d) − {[Od]}, 其中 a = [A, B+
√
d

2 ], 这里 A > 0, d = (B2 − 4AC) < 0, 而

0 < C ∈ Z. 总可取适当的 a 使得 (A, d) = 1. 现在可将 Q(
√
d) = QA+QB+

√
−d

2 视为一个惯性指数为

(2, 0) 的有理二次空间, 其二次型为 Qa(x) =
N(x)
N(a) = N(x)

A . 并且通过

xA+ y
B +

√
−d

2
7→ x

1 0

0 A

+ y

 0 C

−1 B

 ,

可将 (Q(
√
d), Qa) 等同为 V 的一个 (2, 0) 子空间 (Va = Qe(a)1 +Qe(a)2 ,det(x)), 其中,

e
(a)
1 =

1 0

0 A

 , e
(a)
2 =

 0 C

−1 B

 .

其正交补空间 Ua = V ⊥
a = Qf (a)1 +Qf (a)2 , 其中,

f
(a)
1 =

−1 B

0 A

 , f
(a)
2 =

0 C

1 0

 ,
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恰好为 V 的 (0, 2) 子空间, 且可视同为 (QA + QB+
√
−d

2 ,−N(x)
A ), 并给出了 D 的一个两点子集 {z±0 }.

回顾在命题 3.1 中, z±0 有形式

z±0 =

z1 −z1z2

1 −z2

 , 且满足 ±Im(zi) > 0.

则必有 (z±0 , e1) = (z±0 , e2) = 0, 这又蕴含了

(z1, z2)
± =

(
B ±

√
−d

2A
,
B ±

√
−d

2

)
= (τa, τOd

) ∪ (τa, τOd
).

再由文献 [38, 引理 25.2], 可以看出 Ta = GSpin(Ua) ∼= Q(
√
d)× 通过映射

x+ y(f
(a)
1 ⊗ f

(a)
2 ) 7→ x+ y

−B +
√
d

2
.

除此之外, 依据文献 [38, 25.3 节], 可计算出 Ta 到 H = GSpin(V ) = {(g1, g2) ∈ GL2 × GL2 | det(g1)
= det(g2)} 的嵌入, 即为

x+ y(f
(a)
1 ⊗ f

(a)
2 ) 7→

x−By Cy

−Ay x

 ,

x−By ACy

−y x

 .

在这个嵌入和同构 Ta ∼= K× 下, 可得 KTa
= Ta(Af ) ∩K ∼= (Ẑ+ Ẑ−B+

√
−d

2 )× = Ô×
d , 因此,

Ta(Q)\Ta(Af )/KTa
∼= Q(

√
d)×\Q(

√
d)×f /Ô

×
d
∼= Cl(d).

最后, 可将对应于 a 的小复乘 0- 圈 Ta(Q)\({z±0 } × Ta(Af )/KTa
) 视同为∑

b∈Cl(d)

{(τab, τb)}+
∑

b∈Cl(d)

{(τab, τb)},

而后者恰好为 (3.20)中定义的 Za. 现在便可以将定理 2.2中的公式应用于 (3.19),并取 Z(W ) = Z(Ua).

相关的局部计算在文献 [37] 中已由 Schofer 完成, 而从 (3.19) 到如下 |disc(j(z), d)| 的素因子分解公式
则由本文的第二位作者完成.

定理 3.8 (参见文献 [47, 定理 1.1]) 记号同上, 有

log |disc(j(z), d)|

= −1

4
h(d)

∑
[a]∈Cl(d)
[a]̸=[Od]

d−1∑
l=0

∞∑
X,Y=−∞

κ

(
1− d(2AX +BY )2 + (dY − 2Al)2

4Ad
,
Bl

d
f
(a)
1 − 2Al

d
f
(a)
2 + L(a)

)
,

其中,

a =

[
A,

B +
√
−d

2

]
, f

(a)
1 =

−1 B

0 A

 , f
(a)
2 =

0 C

1 0

 ,

L(a) 代表格 Zf (a)1 + Zf (a)2 , 而

κ(m,µ) = − 1

h(d)

( ∑
q惯性

ξq(m,µ)(ordq(m) + 1)ρd

(
md

q

)
log q + ρd(md)

∑
q|d

ξq(m,µ)ordq(md) log q

)
,
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其中,

ξq(m,µ) =

0, 若 (d,−m)l = −1 且 µ ∈ L(a) ⊗ Zl 对两个素数 l | d 成立,

2o(µ), 其他情形, 其中 o(µ) = |{l | 素数 l | d 且 µ ∈ L(a) ⊗ Zl}|,

而 ρd(n) = {b ⊂ Od | N(b) = n} 可由 ρd(n) =
∏
q<∞ ρd,q(n) 简单计算得到, 其中

ρd,q(n) =


1, 若 q | d, 即 q 在 Q(

√
d) 中分歧,

1 + (−1)ordq(n)

2
, 若 q 在 Q(

√
d) 中惯性,

ordq(n) + 1, 若 q 在 Q(
√
d) 中分裂.

(3.21)

初看之下, 定理 3.8 中的公式与 Gross-Zagier 判别式公式完全不同. 下面简要阐述前者在 d = −p
且 p ≡ 3 (mod 4) 为素数的情形下是如何与后者等价的.

定理 3.7 的证明 由定理 3.8, 首先有

log |disc(j(z),−p)|

=
1

4

∑
[a]∈Cl(−p)
[a] ̸=[O−p]

p−1∑
l=0

∑
x∈Bl

d e
(a)
1 − 2Al

d e
(a)
2 +L

(a)
+

−h(−p) · κ
(
1− det(x),

Bl

d
f
(a)
1 − 2Al

d
f
(a)
2 + L

(a)
−

)
,

其中 L
(a)
+ = Ze(a)1 + Ze(a)2 . 两个内层的和合并为一个在 L

(a)′

+
∼= a′ = 1√

−pa 上单独的和, 因此, 进一步

地有

log |disc(j(z),−p)|

=
1

4

∑
[a]∈Cl(−p)
[a] ̸=[O−p]

∑
x∈ 1√

−p
a

−h(−p) · κ(1−Qa(x), µ−(x)) (其中 µ−(x) 代表 x 的正交补)

=
1

4

∑
[a]∈Cl(−p)
[a] ̸=[O−p]

∑
x∈a

−h(−p) · κ
(
p−Qa(x)

p
, µ−

(
x√
−p

))

=
1

4

∑
[a]∈Cl(−p)
[a] ̸=[O−p]

∑
x∈a

( ∑
q惯性

ξq

(
p−Qa(x)

p
, µ−

(
x√
−p

))
(ordq(p−Qa(x)) + 1)ρ−p

(
p−Qa(x)

q

)
log q

)

+
1

4

∑
[a]∈Cl(−p)
[a]̸=[O−p]

∑
x∈a

(
ρ−p(p−Qa(x))ξp

(
p−Qa(x)

p
, µ−

(
x√
−p

))
ordp(p−Qa(x)) log p

)

=
1

4

p−1∑
n=1

∑
[a]∈Cl(−p)
[a] ̸=[O−p]

∑
x∈a

Qa(x)=n

∑
q惯性

ξq

(
p− n

p
, µ−

(
x√
−p

))
(ordq(p− n) + 1)ρ−p

(
p− n

q

)
log q

+
1

4

p−1∑
n=0

∑
[a]∈Cl(−p)
[a]̸=[O−p]

∑
x∈a

Qa(x)=n

ρ−p(p− n)ξp

(
p− n

p
, µ−

(
x√
−p

))
ordp(p− n) log p

=
1

4

p−1∑
n=1

∑
[a]∈Cl(−p)
[a] ̸=[O−p]

Ra(n)
∑
q惯性

(ordq(d− n) + 1)ρ−p

(
p− n

q

)
log q +

1

2

∑
[a]∈Cl(−p)
[a] ̸=[O−p]

log p
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=
1

2

∑
q惯性

p−1∑
n=1

∑
[a]∈Cl(−p)
[a]̸=[O−p]

Ra(n)
(ordq(p− n) + 1)

2
R

(
p− n

q

)
log q +

h(−p)− 1

2
log p,

其中, 最后一个等号成立是基于

R(n) =
1

2

∑
a∈Cl(−p)

Ra(n) =
∑

a∈Cl(−p)

ra(n) = ρ−p(n)

和 Ra(n) = 2ra(n) 的事实所得, 其中 ra(n) = {整理想 b ∈ [a] | N(b) = n}. 除此之外, 注意到 q 在

Q(
√
−p) 中惯性, R(p−nq ) ̸= 0 仅可能发生于 ordq(p − n) 为奇的情形. 若是如此, 则 R(p−n

qk
) ̸= 0 对于

所有奇数 k 6 ordq(p− n) 都是完全一样的, 因此, 有

ordq(p− n) + 1

2
R

(
p− n

q

)
=

∑
k>1

RK

(
p− n

qk

)
.

综上所述, 便得到了 Gross-Zagier 判别式公式

log |disc(j(z),−p)| = 1

2

∑
q惯性

p−1∑
n=1

∑
[a]∈Cl(−p)
[a] ̸=[O−p]

Ra(n)
∑
k>1

RK

(
p− n

qk

)
log q +

h(−p)− 1

2
log p.

证毕.

最后,与复乘值的情形类似,需要指出定理 3.8可被推广至某些亏格为 0的模曲线上,而对于 p为

素数的 Γ0(p) 和 Γ∗
0(p) 的情形最近已被 Ye [48, 50] 解决. 事实上, 如上方法仍可广泛地应用于复合层数

的情形, 只不过局部计算变得异常复杂.

3.5 Hilbert 模曲面上的 Borcherds 提升及其复乘值

定理 2.2 的另外两个应用在于 Hilbert 模曲面和 Siegel 3 维流形 (Siegel 3-fold) 上的大复乘圈.

Hilbert 模曲面的情形最早由 Bruinier 和 Yang [12] 所发现, 早于文献 [10] 中一般的大复乘值公式的结

果, 而 Siegel 3 维流形的情形则是 Yu [51] 工作的一部分.

令 F = Q(
√
D) 为基本判别式为 D 的实二次数域, X = Γ\H2 为对应于 Γ = SL2(OF ) 的 Hilbert

模曲面, 它可被视为对应于

L =

A =

 a λ

λ′ b

 : a, b ∈ Z, λ ∈ OF

 , Q(A) = detA = ab− λλ′

的正交型 (2, 2) Shimura 簇. 其中, σ : λ 7→ λ′ 是 Gal(F/Q) 中非平凡的 Galois 元素, AT 是 A 的转置.

设 E = F (
√
∆)为 F 的纯虚二次扩张,且不是双二次的. 特别地, ∆ = a+ b

√
D 是全负的,且 b ̸= 0. 我

们仍用 σ 代表 σ 的到 E 的复嵌入的扩展, 设 Φ = {1, σ} 为 E 的一个复乘类. 令

Ẽ = Q(TrΦ(r) : r ∈ E), TrΦ(r) = r + σ(r)

为 (E,Φ) 的反射域 (reflex field), 其实二次子域为 F̃ = Q(
√
D̃), 其中 D̃ = ∆∆′ ∈ Q>0. 令 W = Ẽ, 且

带有二次型 Q(x) = xx̄√
D̃
, 则可以证明 (WQ,TrF̃ /Q)

∼= (LQ, Q) (可能差一个正的有理数), 从而给出了对

应于 (Ẽ, F̃ ) (而非 (E,F )) 的大复乘圈 Z(W ). 如下定理便是文献 [12] 中的一个主要结果.
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定理 3.9 (参见文献 [12, 定理 1.4]) 假设 D = p 和 D̃ = q 都是素数. 令 Ψ 为 Γ 上权为 c(0) 的

“典则化” 整系数半纯 Hilbert 模形式, 使得

Div(Ψ) =
∑
m>0

c̃(−m)Tm,

其中系数 c̃(−m) ∈ Z 均为整数. 则

log ∥Ψ(Z(W ))∥Pet =
WẼ

4

∑
m>0

c̃(−m)bm −
WẼ

4
c(0)α

(
Ẽ

F̃

)
,

其中,

α

(
Ẽ

F̃

)
= Λ(0, χ)

(
Γ′(1)− Λ′(0, χ)

Λ(0, χ)
− log 4π

)
,

WẼ 为 E 中单位根的个数, 而

∥Ψ∥Pet(z1, z2) = |Ψ(z1, z2)(16π
2y1y2)

c(0)
2 |

代表的是 Ψ 的典则化 Petersson 测度, χ 为 F̃ 的对应于 Ẽ/F̃ 的二次 Hecke 特征, 而 Λ(s, χ) 是 χ 的

完备化 L- 函数. 最终, 有

bm =
∑
l

a(l) log(|l|),

这里的和取遍 F̃ 的在 Ẽ 中不分裂且 |l| 6 Mq
4p 的所有素理想 l, 其中 |l| = NF̃ /Q l, 而 a(l) 是文献 [12]

序言部分中给出的一个显式的整数.

该定理是 Yang [41, 42] 在证明非交换 Colmez猜想的第一种情形时所用到的主要工具. 文献 [12]还

对实二次数域 Q(
√
5)和 Q(

√
13)分别显式地构造了 Hilbert模函数,并显式地计算了其复乘值的范数.

特别地, 有别于 j- 不变量, 这种情形下的有些复乘值仅是代数数, 而非代数整数.

问题 3.2 一个自然的问题是, 对于其他小判别式的实二次数域, 如何通过 Borcherds 提升构造

显式的 Hilbert 模函数 (模形式), 并研究其性质, 尤其是其复乘值和这些复乘值生成的数域?

Bruinier 和 Yang [13] 通过具体例子构造了扭曲 Borcherds 提升, 并研究其复乘值. 这些例子都有

着令人感兴趣的研究价值.

3.6 Siegel 3 维流形上的 Borcherds 提升及其复乘值

本小节介绍 Siegel 3 维流形上的应用, 并将亏格为 2 曲线的 Rosenhain 不变量视为亏格为 2 的

Siegel 模形式和 Borcherds 提升. 其复乘值在计算有限域上亏格为 2 曲线的曲线密码学上有着重要

意义 (参见文献 [16]). 首先回顾如何将 Siegel 3 维流形视同为第 2.1 小节中定义的正交型 (3, 2) 的

Shimura 簇. 这里将沿用第 2 节的记号.

取

V =


A =


r −c 0 −a

d −r a 0

0 −b r d

b 0 −c −r



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a, b, c, d, r ∈ Q


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并带有二次型

QV (A) =
1

2
Tr(A2) = 2r2 − 2ab− 2cd

和格 L = (a, b, c, d, r) ∈ Z5 ⊂ V . 因此, L′/L ∼= ( 12Z/Z)
4 ⊕ ( 14Z/Z).

取

V0 =




0 Dt 0 0

t 0 0 0

0 0 0 t

0 0 Dt 0




并带有二次型 QV0 = 2Dt2 和格 L0 = (t) ∈ Z ⊂ V0. 因此, L′

0/L0
∼= 1

4DZ/Z.
取

WQ =




r −Ds 0 −a

s −r a 0

0 −b r s

b 0 −Ds −r




并带有二次型 QWQ = 2r2 − 2ab − 2Ds2 和格 L1 = (a, b, r, s) ∈ Z4 ⊂ WQ. 因此, L′

1/L1
∼= ( 12Z/Z)

2 ⊕
( 14Z/Z)⊕ ( 1

4DZ/Z).
取

W =


σ1(u) a

b σ0(u)

∣∣∣∣∣∣ u ∈ F, a, b ∈ Q


并带有二次型 QW = 2σ1(u)σ0(u) − 2ab, 其中 σ1 = 1 且 σ0 = σ. 易见, WQ ∼= ResF/QW , 且有 V

= V0 ⊕W0, L0 = L ∩ V0, L1 = L ∩WQ, 满足 (2.3) 和 (2.28).

将对应的 Shimura簇记为 X2(2). 此记号来源于其经典定义中所涉及的同余子群 Γ2(2) ⊆ Sp4(Z).
众所周知, X2(2) 是相对维数为 2 的主极化 (principally polarized) Abel 概形 A = (A, λ, ψ : A[2]

∼→
(Z/2Z)4) 的参数化空间, 其中 ψ 保持 A[2]×A∨[2] 上的 Weil 配对和 (Z/2Z)4 上的标准辛配对之间的
辛形式不变.

下面描述 X2(2) 上的复乘点. 令 (E,Σ) 为 4 次复乘域, 并带有全实子域 F = Q(
√
D) 和复乘型

Σ = {σ1, σ0}, 其中 D 为 F 的基本判别式. 记 F 的整数环为 OF , 其差异理想为 ∂F =
√
DOF .

设 CMΣ
2 (E) 为相对维数为 2、复乘型为 (OE ,Σ) 的主极化复 Abel 概形 A = (A, κ, λ, ψ : A[2]

∼→
(Z/2Z)4) 的同构类全体构成的集合, A 包含一个复 Abel 概形 A, 并带有 2- 扭子群 A[2] 和一个 OE-

作用 κ : OE ↪→ End(A), 以及一个满足下列条件的主极化 λ : A→ A∨:

(1) 由 λ 诱导的 Rosati 对合诱导了 E 上的复共轭;

(2) 存在 A 上的两个平移不变非零复微分形式 ω0 和 ω1, 满足 κ(r)∗ωi = σi(r)ωi 对任意 r ∈ OE

都成立;

(3) ψ 保持 A[2]×A∨[2] 上的 Weil 配对和 (Z/2Z)4 上的标准辛配对之间的辛形式不变.

则有映射 j : CM2(E) =
⨿

Σ CMΣ
2 (E) → X2(2), 由此即可定义 X2(2) 上的一个复乘点.
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对于一个复乘点 A = (A, κ, λ, ψ) ∈ CM2(E), 令 a = H1(A,Z), 并带有诱导的 OE- 作用和由 A 的

极化诱导而来的非退化辛形式 λ : a× a → Z. 特别地, λ 定义了 a 上满足下式的配对:

λ(κ(r)x, y) = λ(x, κ(r̄)y), r ∈ OE , x, y ∈ a,

因此, a便成为了一个阶为 1的射影 OE-模, 而这无非是 E 的一个分式理想.极化映射 λ诱导了 a上

由下式给出的极化 λξ:

λξ : a× a → Z, λξ(x, y) = TrE/Q ξx̄y,

其中 ξ ∈ E× 且 ξ̄ = −ξ. 易通过计算得知 λ 是主极化的当且仅当

ξ∂E/F aā ∩ F = ∂−1
F . (3.22)

进一步地, A 的复乘型为 Σ 当且仅当 Σ(ξ) = (σ1(ξ), σ0(ξ)) ∈ H2. 显然, ψ : A[2]
∼→ (Z/2Z)4 诱导了映

射 ( 12a/a) → (Z/2Z)4, 保持辛形式不变, 或等价地, 给出了 ( 12a/a) 的一组关于 Weil 配对的辛基.

可以证明反过来也是对的. 换言之,给出一个复乘点 A等价于给出满足 (3.22)的三元组的等价类

[a, ξ, e],其中, e是 ( 12a/a)的一组关于Weil配对的辛基,并且存在 E 的唯一复乘型 Σ,使得 Σ(ξ) ∈ H2,

且有

A(a, ξ, e) := (A = (a⊗ 1)\(E ⊗Q R), κ, λξ, e) ∈ CMΣ
2 (E).

这里通过复乘型 Σ 将 E ⊗Q R 等同为 C2.

这些复乘点恰好就是第 2.1 小节中定义的 z±0 . 将这个结果归结于如下引理.

引理 3.3 (参见文献 [52,引理 9.7和命题 9.8]) 第 2.1小节中定义的对应于 Wσ0 的复乘点 z±0 与

本小节定义的对应于复乘点 [a, ξ, e] ∈ CMΣ
2 (E) 的点 z = Σ(β/α) 一一对应, 其中, 记

a = OFα+ ∂−1
F β,

并要求 Σ(β/α) = (σ1(β/α), σ0(β/α)) ∈ H2 且 ξ(ᾱβ − αβ̄) = 1. 这里的 W = Ẽ 是 (E,Σ) 的反

射域 (reflex field), 即由类范数 NΣ(z) = σ1(z)σ0(z) (z ∈ E) 生成的 C 的子域. 进一步地, 若定义

T = {z ∈ E× | zz̄ ∈ Q×}, 则有复乘圈

Z(A) = T (Q)\{z±0 } × T (Af )/KT ,

并带有 C(T ) = T (Q)\T (Af )/KT - 作用.

定义 3.1 (Siegel theta 常数) 令 z ∈ H2, 四元组 (x1, x2, y1, y2) ∈ Z4, 也将其记作 (x, y) =

((x1, x2), (y1, y2)), 即 x, y ∈ Z2, 则特征为 (x, y) 的 Siegel theta 常数定义为

θx,y(z) =
∑
m∈Z2

exp

(
πi

(
m+

x

2

)
z

(
m+

x

2

)T

+ 2πi

(
m+

x

2

)(
y

2

)T)
.

函数 θx,y(z) 是模群 Γ(2) 上的一个权为 1
2 的 Siegel 模形式. 注意到 θx,y(z) = ±θx′,y′(z),若 (x, y)

≡ (x′, y′) (mod 2). 所以, 只需要考虑 x, y ∈ {0, 1}2 的情形. 由于只有 (θx,y)
2 出现在本文之后的计算中,

因而这里正负号的不确定性不是问题.

回顾在本小节开头构造了 V 中的格 L, L′/L ∼= ( 12Z/Z)
4⊕( 14Z/Z)有一组包含 64个元素 φ1, . . . , φ64

的基.

1447



杨同海等: 特殊函数的复乘值

对于这个特定的格 L 和每一对 (x, y), Lippolt [32] 均构造了一个取值于 SL 的权为 −1/2 的弱全

纯模形式 fx,y, 使得 θx,y(z) = Ψ(z, fx,y) 或 − log ∥θx,y(z)∥2Pet = Φ(z, fx,y) 是 fx,y 在定理 2.1 意义下的

Borcherds 提升. 这里的 fx,y =
∑
µ∈L′/L fx,y,µφµ, 其中 fx,y,µ ∈ {0,±u,±v,w}, 而

u = 1 + 4q + 14q2 + 40q3 + 100q4 + 232q5 + 504q6 + · · · ,

v = −2q
1
2 − 8q

3
2 − 24q

5
2 − 64q

7
2 − 154q

9
2 − 344q

11
2 − · · · ,

w = q−
1
8 − q

7
8 + q

15
8 − 2q

23
8 + 3q

31
8 − 4q

39
8 + 5q

47
8 − 7q

55
8 + · · · ,

其中 q = e2πiτ .

所谓 Rosenhain 不变量指的是 720 个亏格为 2 的 Siegel 模函数组成的三元组. 三元组的取法之

一为

λ1(τ) = −
θ2i1θ

2
i3

θ2i4θ
2
i6

, λ2(τ) = −
θ2i2θ

2
i3

θ2i5θ
2
i6

, λ3(τ) = −
θ2i1θ

2
i2

θ2i4θ
2
i5

, (3.23)

其中,

i1 = (0, 0, 1, 0), i2 = (1, 0, 0, 0), i3 = (0, 1, 1, 0),

i4 = (0, 0, 1, 1), i5 = (1, 1, 0, 0), i6 = (1, 0, 0, 1).

对应于此三元组, 有亏格曲线

Cλ : y2 = x(x− 1)(x− λ1)(x− λ2)(x− λ3), (3.24)

并且 λi(τ) 都是同余子群 Γ2(2) 上的 Siegel 模函数. Cλ 的 Jacobian 有复乘当且仅当 τ 为复乘点. 则

定理 2.2 中的一般复乘值公式可给出 Rosenhain 不变量的如下结果.

定理 3.10 (参见文献 [52, 定理 10.3]) 记号同上. 对于 l = 1, 2, 3, 有

log |λl(Z(A))|

= CE
∑

(x,y)∈Sl

εl,x,y

2∑
i=1

(
δ(x, y, i)

∑
t∈F×

+ ,

TrF/Q t=
1
8

a(t, φµ1(x,y,i)) + 2δ′(x, y, i)
∑
t∈F×

+ ,

TrF/Q t=
1
8−

1
8D

a(t, φµ1(x,y,i))

)
,

其中 CE = 4
wE

|C(T )|
Λ(0,χ) , 这里的 wE 是 E 中单位根的个数, C(T ) = T (Q)\T (Af )/KT ;

δ(x, y, i) =

1, 若 µ(x, y, i) = (a, b, 0, 0, r),

0, 其他,

δ′(x, y, i) =


1, 若 µ(x, y, i) =

(
a, b,

1

2
, 0, r

)
,

0, 其他,

µ1(x, y, i) =


(a, b, r, 0), 若 µ(x, y, i) = (a, b, 0, 0, r),(
a, b, r,

1

4D

)
, 若 µ(x, y, i) =

(
a, b,

1

2
, 0, r

)
.

而 S1 = {i1, i3, i4, i6}, S2 = {i2, i3, i5, i6}, S3 = {i1, i2, i4, i5}, 最后, εl,x,y 的值可见表 1, 其中 (x, y) = ij

∈ S1 ∪ S2 ∪ S3.
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表 1 εl,x,y 的值
HHHHHl

(x, y)
i1 i2 i3 i4 i5 i6

1 −1 0 −1 1 0 1

2 0 −1 −1 0 1 1

3 −1 −1 0 1 1 0

注 3.2 这里的 a(t, φ) 即为命题 2.1 中 E∗,′
W (τ⃗ , 0, φ,1) 的 t- 次 Fourier 系数. µ1 则是 (2.29) 中

ϖ−1(µ) 分解的 L′
1/L1 分量.

4 高次 Green 函数及其复乘值

回顾 H 光滑函数上的 Maaß 提升和下降算子可定义为微分算子

Rk = 2i
∂

∂τ
+ kv−1, Lk = −2iv2

∂

∂τ̄
.

有时,为简化记号,会略去权 k,并将下降算子简记为 L,因为其定义实际上并不依赖于 k. 下降算子在

全纯函数上的作用均为零作用. 进一步地, 若 g 是 H 上的全纯函数, 则

R−k(v
kḡ) = 0. (4.1)

回顾第 2.1 小节中的二次空间 V、格 L 及 Shimura 簇 XK . 给定

f =
∑

µ∈L′/L

∑
m

c(m,µ)qmϕµ ∈M !
1−n

2 −2r,ω,

其对应的正则 theta 提升 (参见文献 [7, 式 (5.1)])

Φrf (z, h) = (4π)−r
∫ reg

F
⟨Rrτf, θL⟩dµ(τ) (4.2)

被称为 f 对应的高次 Green 函数. 它沿着 XK 上的特殊除子

Zr(f) :=
∑

m>0,µ∈L′/L

c(−m,µ)mrZ(m,µ) (4.3)

有对数奇点 (参见文献 [7, 式(5.2)]).

在特殊情形

L =

X =

 a b

cN d

 ∈M2(Z) : a, b, c, d ∈ Z

 , Q(X) = detX = ad− bcN

下, 与前面描述的一样, 有 XK = Y0(N)× Y0(N).

给定 f ∈M !
k(Γ0(N)), 其中 k ∈ 2Z, 可通过如下映射将其提升为 M !

k,ω 中的向量值模形式:

vv :M !
k(Γ0(N)) →M !

k,ω, f 7→
∑

γ∈Γ0(N)\ SL2(Z)

(f |k γ)ω(γ)−1 · ϕ0, (4.4)

其中 ϕ0 = Char(L̂). 该映射及其推广已有充分的研究 (参见文献 [37]). 在此情形下, 有如下命题 (参见

文献 [11, 推论 2.4]):
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命题 4.1 在命题 3.1 中同构的意义下, 对于 f ∈M !,∞
−2r(Γ0(N)), 其中 r > 0, 有

G
Γ0(N)
r+1,f (z1, z2) = −Φrvv(f)([w1(z1, z2), 1]), (4.5)

其中 G
Γ0(N)
r+1,f 是 (1.8) 中定义的高次 Green 函数.

一般而言, 类似地, 还可以用超几何函数来表示 Φrf (z, h) (参见文献 [7, 第 4 节]). 为解决猜想 1.1,

很自然地需要研究这些高次 Green 函数的复乘值.

4.1 高次 Green 函数的小复乘值

沿用第 2 节中的记号. 令 U ⊂ V 为 V 中的负二次平面 (在前面 d = 0 的情形下即有 U =W ), 从

而给出了两个小复乘点 z±U . 令 k = Q(
√
−detU) 为 U 对应的虚二次数域, 则第 2 节中对应的环面恰

好为 T = Resk/QGm. 我们有 V = V0 ⊕ U , 其中 V0 = U⊥ 是正定的. 令 L0 = V0 ∩ L, L1 = U ∩ L, 满足
L0 ⊕ L1 ⊂ L.

在此情形下, 有引理 2.1 的如下 θ- 类比. 这个结果分别由 Duke 和 Li [18] 及 Ehlen [19] 独立发现.

定理 4.1 (参见文献 [7, 定理 3.9]) 对于任意一个 h ∈ k×\k×f /Ô
×
k , 均存在权为 1、取值于 S∨

L1
的

调和 Maaß 形式 GL1(τ, h), 其全纯部分为

G+
L1
(τ, h) =

∑
µ∈L′

1/L1

∑
m≫−∞

c+L1
(h,m, µ)e(mτ)ϕ∨µ ,

满足如下性质:

(1) L(GL1(τ, h)) = θL1(τ, h), 其中 L 是 Maaß 权下降算子;

(2) 对于任意 µ ∈ L′
1/L1 和任意 m ∈ Q, 有 m ≡ Q(µ) (mod Z) 且 (m,µ) ̸= (0, 0), 总存在

αL1(h,m, µ) ∈ H×
k , 使得

c+L1
(h,m, µ) = −1

r
log |αL1

(h,m, µ)|, (4.6)

其中, r ∈ Z>0 仅依赖于 L1, Hk 指的是 k 的 Hilbert 类域;

(3) 代数数 αL1(h,m, µ) 满足 Shimura 互反律

αL1(h,m, µ) = αL1(1,m, µ)
σ(h),

其中 σ(h) ∈ Gal(Hk/k) 是 h 在 Artin 映射下的像;

(4) 除此之外, 存在 αL1(h, 0, 0) ∈ H×
k , 使得 c+L1

(h, 0, 0) = 2
r log |αL1(h, 0, 0)|+ κ(0, 0).

将如上结果与定理 2.2证明中的想法相结合 (再外加一些微分学的知识), 便可得到 Bruinier等的

如下定理 (参见文献 [7, 定理 5.5]). 该定理的一个特殊情形最早被 Viazovska [39, 40] 证明.

定理 4.2 [7] 设 j ∈ Z>0, f ∈ M !
1−n/2−2j,SL

使得 cf (m,µ) ∈ Z 对于 m 6 0 均成立, 而 h ∈ k×f .

则有

Φj(z±U , h, f) = CT(⟨f, [θL0 ,G+
L1
(τ, h)]j⟩),

其中, [f, g]j 是所谓的 Rankin-Cohen 括号, 定义如下:

[f, g]j =
1

(−4π)j

j∑
s=0

(−1)s
(
k + j − 1

s

)(
l + j − 1

j − s

)
(Rj−sk f)(Rsl g), (4.7)
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这里 f 和 g 为权分别为 k 和 l 的模形式. 对于向量值模形式 f (取值于 SL) 和 g (取值于 S∨
L), 有

⟨f, g⟩ =
∑

µ∈L′/L

fµgµ.

推论 4.1 (参见文献 [7, 推论 5.6]) 记号和假设同上. 对于任意一个 h ∈ k×\k×f /Ô
×
k = Cl(k), 总

存在 αU,f (h) ∈ H×
D , 使得

(1) Aj ·Φj(z±U , h, f) = −1
r ·log |αU,f (h)|,其中, A ∈ Z>0是格 P 和 N 层数的最小公倍数,而 r ∈ Z>0

是仅依赖于 L 和 D 的常数 (但不依赖于 f、h 或 j).

(2) 代数数 αU,f (h) 满足 Shimura 互反律 αU,f (h) = αU,f (1)
σ(h).

4.2 高次 Green 函数的双二次复乘值

将如上代数性结果推广至其他复乘点其实是十分困难的. 其一是很难将定理 4.1推广至次数大于 1

的全实域上, 其二是不知道如何将 Rankin-Cohen 括号推广至全实域的情形. 对于双二次复乘点, 如下

定理基于一系列文章 (参见文献 [7, 11, 30]).

定理 4.3 设 V 是 Q 上惯性指数为 (n, 2) 的二次空间, 有整格 L, 令 XK 为 V 对应的 Shimura

簇. 令 E 为一个双二次复乘域, 其实二次数域为 F = Q(
√
D), 再令 Z(W ) 为 (2.5) 中定义的对应复乘

圈. 设 f ∈M !
1−n/2−2r,ω 为权为 1− n/2− 2r (r ∈ N) 的弱全纯向量值模形式, 使其负项系数均为整数.

则存在 κ ∈ N 以及 Galois 等价映射 α1, α2 : TW (Q̂) → Eab (E 的极大 Abel 扩张), 使得

Φrf ([z, h]) =
1

κ
(log |α1(h)|+

√
D log |α2(h)|)

对于所有的 [z, h] ∈ Z(W ) 成立. 进一步地, 在 n = 2 的情形, 对于 j ≡ r (mod 2), 可取 αj(h) = 1, 即

存在 Galois 等价映射 α : TW (Q̂) → Eab, 使得

Φrf ([z, h]) =
1

κ
√
D
r log |α(h)|

对于所有的 h ∈ TW (Q̂) 成立. 特别地, 猜想 1.1 成立.

本定理的证明有 3 个组成部分. 令 σ1 = 1 和 σ0 = σ 为 F 的两个实嵌入, 则

Z(W ) = Z(W, z±σ0
) + σZ(W, z±σ0

)

且 Z(W, z±σ0
) 可定义在 F 上.

第一个组成部分是文献 [7, 定理 5.10], 该定理给出了 Φrf (Z(W, z
±
σ0
)) + (−1)rΦrf (σ(Z(W, z

±
σ0
))) 的

显式公式, 并可推导出如下定理:

定理 4.4 记号与定理 4.3 中相同. 则

Φrf (Z(W, z
±
σ0
)) + (−1)rΦrf (σ(Z(W, z

±
σ0
))) =

1

κ
log |λ|

对于某 λ ∈ Q× 成立.

本定理是 r = 0 的情形下文献 [10, 52] 类似公式的推广. 这里需要说明的是, 本定理对于所有的 4

次复乘域 E 均成立.

第二个组成部分是如下出人意料的结果, 它实际上是文献 [30, 定理 1.3] 的一个特殊情形.
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定理 4.5 存在某个 α ∈ Eab, 使得对于任意 h1, h2 ∈ TW (Af ), 均有

κ(Φrf (zσ0 , h1)− Φrf (zσ0 , h2)) = D
r
2 log

∣∣∣∣σh1(α)

σh2(α)

∣∣∣∣,
其中 σh 是 Gal(Eab/E) 中对应 h ∈ SO(W ) = E1

Af
像的 Galois 元素.

下面是证明定理 4.5 的粗略想法. 令 L0 = V0 ∩ L, N = W ∩ L, 则 θL(τ) = θL0(τ)θN (τ∆), 其中

θN (τ0, τ1) 是权为 (−1, 1) 的 Hilbert 模形式, 而 τ∆ = (τ, τ). 要找到 θN 在第一个变量 τ0 的 Maaß 下

降算子下 “好的” 原像是非常困难的 (因此对于 ξ- 算子也是如此). 因此, Li [30] 改为利用如下的嵌入

技巧: 将 N 嵌入至 N ⊕ P ℓ 中, 其中 P 为任意一个单位模 (unimodular) 正定格且阶足够大, 再证明

θℓP θN = θN⊕P ℓ 在第一个变量的 Maaß 下降算子下有 “好的” 原像. 从而, 他便有机会利用 Bruinier 对

于 Borcherds 提升在全实域上的推广 (参见文献 [6]). 但是, 与原始的 Borcherds 提升有 Borcherds 乘

积展开用来作正则化不同, Bruinier的推广不能控制常数因子. Li [30] 利用两个复乘值的差异处理这里

的歧义, 证明了对于任意一个 τ , 存在某个 P 满足 θP (τ
∆) ̸= 0, 从而使得嵌入技巧可以顺利施行.

第三个组成部分, 也是最后一个组成部分是如下定理, 它是文献 [11, 定理 5.1] 的一个简化版本.

定理 4.6 记号与定理 4.3 中相同. 则存在某个 β ∈ F×, 使得

Φrf (Z(W, z
±
σ0
))− (−1)rΦrf (σ(Z(W, z

±
σ0
))) =

1

κ
log

∣∣∣∣σ1(β)σ0(β)

∣∣∣∣.
本定理是 3 个组成部分中唯一需要假设 E 为双二次的一个. 证明的基本思路与定理 4.4 中的类

似. 而定理 4.4 证明最重要的组成部分之一便是如下著名的等式 (为简单起见, 假定 r = 0):

2(L0 + L1)E
∗,′(τ0, τ1, 0,Φ

(1,1)) = E∗(τ0, τ1, 0,Φ
(1,−1)) + E∗(τ0, τ1, 0,Φ

(−1,1)), (4.8)

其中, Lj 是第 j 个变量的下降算子, 而 Φ(ϵ1,ϵ2) = Φf ⊗ Φ
(ϵ1,ϵ2)
∞ 是退化的主序列 I(0, χ) 的 Siegel-

Weil 截面, 这里 χ = χE/F 为 F 的对应于 E/F 的二次 Hecke 特征. 特别地, E∗(g, 0,Φ(ϵ,−ϵ)) 是权为

(ϵ,−ϵ)、ϵ = ±1 的一致 (coherent) Eisenstein 级数. 定理证明的主要工作便是找到某些 “好的” 权为

(1, 1) 的 Hilbert 模形式 (非全纯) I(τ0, τ1), 使得

2(L0 + L1)I(τ0, τ1) = E∗(τ0, τ1, 0,Φ
(1,−1))− E∗(τ0, τ1, 0,Φ

(−1,1)). (4.9)

构造该函数比预想得更加复杂. 本文用到表示论来构造涉及的 theta 函数的变形 (deformation),

最后仅得到了差一些干扰项的 (4.9), 但对于证明定理 4.6 这已经足够, 详细证明可参见文献 [11].

对于一般情形, Li 有如下猜想 (参见文献 [30, 猜想 1.7]):

猜想 4.1 [30] 令 V、L、XK 和 f 与定理 4.3 中相同. 设 E 为复乘数域, 其极大全实子域 F 次数

为 d, 对应的 Q 上的复乘圈 Z(W ) 与第 2 节中定义的相同. 则存在 λi ∈ F (1 6 i 6 d) 及 αi ∈ H, 其

中 H 为 E 的类域, 使得

Φrf ([z, h]) =
d∑
i=1

λi log |σh(αi)|,

其中 σh ∈ Gal(Eab/E) 为 h 在类域论下的像.

对于 d > 2 的情形, Li [30] 在一定条件下证明了第二个组成部分的类比结论. 但是, 为证明另外两

个组成部分的类比结论看起来还需要新的想法才能施行.

注 4.1 Li [29] 还考虑了高次 Green 函数的平均复乘值及其分解. 这个非常有趣的结果可以看作

是前文提到的 Gross-Zagier 分解公式关于高次 Green 函数的推广.
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22 Gross B H, Kohnen W, Zagier D B. Heegner points and derivatives of L-series. II. Math Ann, 1987, 278: 497–562

23 Gross B H, Zagier D B. On singular moduli. J Reine Angew Math, 1985, 355: 191–220

24 Gross B H, Zagier D B. Heegner points and derivatives of L-series. Invent Math, 1986, 84: 225–320

25 Howard B, Yang T H. Intersections of Hirzebruch-Zagier Divisors and CM Cycles. Lecture Notes in Mathematics, vol.

2041. Heidelberg: Springer-Verlag, 2012

26 Jensen C U, Yui N. Polynomials with Dp as Galois group. J Number Theory, 1982, 15: 347–375

27 Kim C H. Traces of singular values and Borcherds products. Bull Lond Math Soc, 2006, 38: 730–740

28 Li Y K. Singular units and isogenies between CM elliptic curves. Compos Math, 2021, 157: 1022–1035

29 Li Y K. Average CM-values of higher Green’s function and factorization. Amer J Math, 2022, 144: 1241–1298

30 Li Y K. Algebraicity of higher Green functions at a CM point. Invent Math, 2023, 234: 375–418

31 Li Y K, Yang T H. On a conjecture of Yui and Zagier. Algebra Number Theory, 2020, 14: 2197–2238

32 Lippolt D. Thetanullwerte zweiten grades als borcherds-produkte. Master Thesis. Heidelberg: Universität Heidelberg,

2008

33 Mellit A. Higher Green’s functions for modular forms. arXiv:0804.318, 2008

34 Milas A. Characters, supercharacters and Weber modular functions. J Reine Angew Math, 2007, 608: 35–64

35 Milne S J. Canonical models of (mixed) Shimura varieties and automorphic vector bundles. In: Automorphic Forms,

Shimura Varieties, and L-Functions, vol. I. Perspective Mathematics, vol. 10. Boston: Academic Press, 1990, 283–414

36 Schneider T. Arithmetische Untersuchungen elliptischer Integrale. Math Ann, 1937, 113: 1–13

1453

https://doi.org/10.1090/S0025-5718-1993-1199989-X
https://doi.org/10.1007/s002220050232
https://doi.org/10.1515/CRELLE.2011.163
https://doi.org/10.1007/s00222-021-01038-0
https://doi.org/10.1007/s00222-021-01038-0
https://doi.org/10.1515/CRELLE.2006.034
https://doi.org/10.1007/s00222-014-0545-9
https://doi.org/10.1093/imrn/rnr095
https://arxiv.org/abs/2204.10604
https://doi.org/10.1007/s00222-005-0459-7
https://doi.org/10.1353/ajm.2007.0019
https://doi.org/10.1007/s00222-009-0192-8
https://doi.org/10.4134/JKMS.2005.42.2.203
https://doi.org/10.1112/S1461157014000370
https://arxiv.org/abs/2309.17251
https://doi.org/10.1215/00127094-2838436
https://doi.org/10.1215/00127094-2017-0005
https://doi.org/10.5802/jtnb.238
https://doi.org/10.1007/BF01458081
https://doi.org/10.1515/crll.1985.355.191
https://doi.org/10.1007/BF01388809
https://doi.org/10.1016/0022-314X(82)90038-5
https://doi.org/10.1112/S0024609306018789
https://doi.org/10.1112/S0010437X21007077
https://doi.org/10.1353/ajm.2022.0029
https://doi.org/10.1007/s00222-023-01205-5
https://doi.org/10.2140/ant.2020.14.2197
https://arxiv.org/abs/0804.318
https://doi.org/10.1515/CRELLE.2007.052
https://doi.org/10.1007/BF01571618


杨同海等: 特殊函数的复乘值

37 Schofer J. Borcherds forms and generalizations of singular moduli. J Reine Angew Math, 2009, 629: 1–36

38 Shimura G. Arithmetic of Quadratic Forms. New York: Springer, 2010

39 Viazovska M. CM values of higher Green’s functions and regularized Petersson products. In: Arithmetic and Geometry.

London Mathematical Society Lecture Note Series, vol. 420. Cambridge: Cambridge Univ Press, 2015, 493–503

40 Viazovska M. Petersson inner products of weight-one modular forms. J Reine Angew Math, 2019, 749: 133–159

41 Yang T H. An arithmetic intersection formula on Hilbert modular surfaces. Amer J Math, 2010, 132: 1275–1309

42 Yang T H. The Chowla-Selberg formula and the Colmez conjecture. Canad J Math, 2010, 62: 456–472

43 Yang T H. Rational structure of X(N) over Q and explicit Galois action on CM points. Chin Ann Math Ser B, 2016,

37: 821–832

44 Yang T H, Yin H B. Difference of modular functions and their CM value factorization. Trans Amer Math Soc, 2019,

371: 3451–3482

45 Yang T H, Yin H B, Yu P. The lambda invariants at CM points. Int Math Res Not IMRN, 2021, 2021: 5542–5603

46 Ye D X. Gross-Zagier type CM value formulas on X0(p). J Number Theory, 2019, 196: 14–34

47 Ye D X. Revisiting the Gross-Zagier discriminant formula. Math Nachr, 2020, 293: 1801–1826

48 Ye D X. On a conjecture of Chen and Yui: Resultants and discriminants. Canad J Math, 2022, 74: 486–526

49 Ye D X. Difference of a Hauptmodul for Γ0(N) and certain Gross-Zagier type CM value formulas. Sci China Math,

2022, 65: 221–258

50 Ye D X. On a conjecture of Chen and Yui: Fricke groups. J Number Theory, 2023, 253: 17–68

51 Yu P. CM values of Green functions associated to special cycles on Shimura varieties with applications to Siegel 3-fold

case. PhD Thesis. Madison: The University of Wisconsin-Madison, 2017

52 Yu P. CM values of Green functions associated to special cycles on Shimura varieties with applications to Siegel 3-fold

X2(2). J Number Theory, 2019, 203: 155–210

53 Yui N, Zagier D B. On the singular values of Weber modular functions. Math Comp, 1997, 66: 1645–1662

54 Zhang W. Modularity of generating functions of special cycles on Shimura varieties. PhD Thesis. New York: Columbia

University, 2009

CM values of special functions

Tonghai Yang, Dongxi Ye & Peng Yu

Abstract In this paper, we survey interesting results on CM values of special functions that come from reg-
ularized theta liftings. We focus on modular functions which are Borcherds liftings and higher green functions
which are regularized theta liftings. We also describe the basic ideas behind these beautiful formulas. They are
the generalization of the well-known Gross-Zagier formula on singular moduli and their algebraicity conjecture on
the CM value of higher Green functions. We skip the generalization of their most famous Gross-Zagier formula
in this survey although the generalization also fits the idea of this paper. The method described in this paper is
different from Gross and Zagier’s original idea.

Keywords complex multiplication, Gross-Zagier formula, modular functions, theta liftings, Shimura vari-

eties

MSC(2020) 11G15, 11F41, 14K22

doi: 10.1360/SSM-2023-0260

1454

https://doi.org/10.1515/CRELLE.2009.025
https://doi.org/10.1515/crelle-2016-0042
https://doi.org/10.1353/ajm.2010.0002
https://doi.org/10.4153/CJM-2010-028-x
https://doi.org/10.1007/s11401-016-1009-x
https://doi.org/10.1090/tran/7479
https://doi.org/10.1093/imrn/rnz230
https://doi.org/10.1016/j.jnt.2018.09.003
https://doi.org/10.1002/mana.201900298
https://doi.org/10.4153/S0008414X20000851
https://doi.org/10.1007/s11425-019-1830-3
https://doi.org/10.1016/j.jnt.2023.06.008
https://doi.org/10.1016/j.jnt.2019.04.025
https://doi.org/10.1090/S0025-5718-97-00854-5

	引言
	正则 theta 提升及其复乘值
	Shimura 簇、 复乘圈和特殊除子
	正则 theta 提升和  Borcherds 积  (提升)
	Eisenstein 级数和复乘值公式

	在经典模函数上的应用
	模曲线之积与复乘点对
	经典模函数的复乘值
	Yui-Zagier 猜想
	Gross-Zagier 判别式公式
	Hilbert 模曲面上的 Borcherds 提升及其复乘值
	Siegel 3 维流形上的 Borcherds 提升及其复乘值

	高次 Green 函数及其复乘值
	高次 Green 函数的小复乘值
	高次 Green 函数的双二次复乘值


