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摘要 素数分布问题是数论领域的一个重要问题. 涉及线性方程的素数分布有着丰富的研究历史, 而

一般代数簇上的素数分布理论近些年才有所进展. Birch-Goldbach 定理研究的是代数曲面或者代数簇

上的素数分布. 本文概述 Birch-Goldbach 定理的研究背景、研究内容以及所涉及的研究方法.
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1 引言

素数分布和不定方程是数论的两个古老的研究领域, 也是推动现代数论发展的两类基本问题. 千

禧年大奖难题的七大数学问题中 Riemann假设涉及的是素数分布, Birch和 Swinnerton-Dyer猜想 (简

称 BSD 猜想) 涉及的是不定方程, 而这两个问题都与 L- 函数 1) 紧密联系.

线性方程的素数解有着很长的研究历史. 1937年, Vinogradov [1] 发明了处理素数变量指数和的方

法, 并在充分大意义下解决了三元 Goldbach 猜想. 华罗庚 [2] 系统研究了高次对角方程的素数解问题.

陈景润 [3] 和张益唐 [4] 分别在 Goldbach 猜想和孪生素数猜想上作出了举世瞩目的成就. Green-Tao 定

理 [5] 研究的是线性空间上的素数分布问题, 该定理也是 Tao 获得菲尔兹奖的主要工作之一.

Birch [6, 7] 于 20 世纪五六十年代在系列文献中研究了齐次多项式的零点问题. Birch 证明的关于

高次形零点的存在性相关定理被称为 Birch 定理. Birch 定理的发展是近年来数论的重要研究课题之

一, 包括在一般数域上和函数域上发展 Birch 定理. 这些研究涉及 Hardy-Littlewood 方法、数的几何

以及指数和估计等若干重要数论方法. 虽然线性方程的素数解和高次方程的整数解有着悠久且丰富的

1) Riemann zeta- 函数是特殊的 L- 函数.
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研究历史, 但是一般高次方程的素数解的研究直到近些年才有所突破. Birch-Goldbach 定理研究的是

代数曲面或者代数簇上的素数分布, 即高次方程或者高次方程组的素数解.

本文简要介绍近些年 Birch-Goldbach 定理的发展以及相关的研究背景和研究方法. 第 2 节介绍

Goldbach 猜想等素数变量线性方程的研究. 第 3 节介绍圆法和 Hardy-Littlewood 渐近公式. 第 4 节

介绍 Birch 定理的发展. 第 5 节详细介绍 Birch-Goldbach 定理方面的工作.

2 Goldbach 猜想和孪生素数猜想

著名的 Goldbach 猜想断言, 每一个大于 4 的偶数 n 都可以表示成两个素数的和, 即 n 可以表

示成

n = p1 + p2,

其中, p1 和 p2 都是素数. 本文的小写字母 p,无论含有下标或者不含有下标,都将表示素数. 对于大于

7 的奇数 n, Goldbach 猜想断言 n 可以表示成 n = p1 + p2 + p3. 后者断言是前者的推论, 有时后者被

称为奇数 Goldbach 猜想或者三元 Goldbach 猜想.

Hardy 和 Littlewood 在广义 Riemann 假设的前提下, 证明了充分大的奇数可以表示成 3 个素数

的和. Vinogradov 利用他发明的处理素数变量指数和的方法取代了证明中对广义 Riemann 假设的依

赖性. 因而成功地无条件解决了充分大意义下奇数 Goldbach 猜想.

与 Goldbach 猜想对偶的另一个涉及素数变量线性方程的问题是孪生素数猜想. Goldbach 猜想和

孪生素数猜想作为素数分布的两个基本问题, 被列在著名的 Hilbert 第 8 问题中. 孪生素数猜想断言

有无穷多个素数对相差为 2. 用方程的语言可以将孪生素数猜想描述成 p1 − p2 = 2 有无穷多组素

数解.

前面提到的 Hardy、Littlewood 和 Vinogradov 在三元 Goldbach 猜想上的工作基于圆法. 而对二

元 (即两个变量的)方程的研究则涉及解析数论的另一个重要方法—筛法. 使用筛法,人们可以得到方

程存在殆素数解. 关于 Goldbach 猜想在殆素数解方面的研究, 陈景润 [3] 证明了充分大的偶数都可以

表示成一个素数和一个不超过两个素因子的正整数的和.该结论有时被简称为 “1+ 2”. 陈景润的这个

结果目前仍然是关于偶数 Goldbach猜想方面的最好结果.作为一个平行结论,陈景润的证明也可以得

到有无穷多个素数 p 使得 p + 2 最多含有两个素数因子. 值得一提的是, 到 20 世纪 80 年代, 关于孪

生素数猜想的殆素数结论可以利用 Fouvry 和 Iwaniec [8] 及 Bombieri 等 [9] 所发展的素数在算术级数

中分布的均值定理来给出一个新的证明. 陈景润在 Goldbach 猜想上 “1 + 2” 结论的证明虽然被学者

们简化, 但是本质上仍是目前唯一的证明方式.

使用筛法研究孪生素数猜想的另一个方向是关注素数差的可能最小间距,这里指的是能无穷多次

出现的最小间距. 孪生素数猜想等价于这个最小间距是 2. 由素数定理可以容易得到

lim inf
n→∞

qn − qn−1

log n
6 1,

其中 qn 表示第 n 个素数. 虽然由孪生素数猜想可以得到这个下极限应当是 0, 但是在相当长的一段

时间内, 人们不知道如何无条件地证明这个下极限是 0. 直到 2009 年, Goldston 等 [10] 证明了

lim inf
n→∞

qn − qn−1

log n
= 0.
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上面结论的证明中所发展的方法被称为 GPY 筛法. 2013 年, 张益唐 [4] 成功证明了

lim inf
n→∞

(qn − qn−1) 6 7 · 107.

这是对孪生素数猜想的决定性贡献. 此后, 7 · 107 这个数值被大幅度地改进. 目前的最好上界是 246

(参见文献 [11]). 关于多个素数之间的小间距的研究参见文献 [12].

3 圆法与 Hardy-Littlewood 渐近公式

Hardy 和 Littlewood 在 20 世纪 20 年代的一系列工作中深入研究了 Waring 问题等堆垒数论问

题. 在此过程中发展出来的方法被称为 Hardy-Littlewood 方法, 又称圆法. 圆法处理不定方程时, 往往

考虑方程或方程组在一个有限盒子里的解的个数, 并期望求出解的个数的渐近公式. 下面以齐次形零

点问题来解释圆法意义下的渐近公式. 设 fi(x1, . . . , xn) (1 6 i 6 r) 是 r 个整系数 d 次形. 本文中, d

次形指 d 次齐次多项式, 并且大部分情形下讨论的都是整系数 d 次形. 本文用黑体字母表示向量, 如

x = (x1, . . . , xn) 和 f = (f1, . . . , fr). 向量的维数在文中容易判断. 为了刻画 f1, . . . , fr 在一个有限盒

子里公共零点的个数, 我们引入

N (X) =
∑

−X6x1,...,xn6X
f(x)=0

1. (3.1)

上述求和是对整数 x1, . . . , xn 求和. 引入记号 e(α) = e2πiα. 圆法的出发点是下面的正交关系:

∫ 1

0

e(mα)dα =

1, 如果 m = 0,

0, 如果 m 是非零整数.

利用这个正交关系并引入指数和

S(α) =
∑

−X6x1,...,xn6X

e

( r∑
i=1

αifi(x1, . . . , xn)

)
, (3.2)

可以得到

N (X) =

∫
[0,1]r

S(α)dα.

用圆法研究上式,主要是通过研究指数和 S(α)的性质,从而得出 N (X)的渐近公式. 下面介绍 Hardy-

Littlewood 渐近公式. 首先引入推广形式的 Gauss 和

S(q, a1, . . . , ar) =
∑

16b1,...,br6q

e

(∑r
i=1 aifi(b1, . . . , br)

q

)
(3.3)

以及

A(q) =
1

qr

∑
16a1,...,ar6q
(a1,...,ar,q)=1

S(q, a1, . . . , ar). (3.4)
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在已知 A(q) 的很好的上界前提下, 对每个素数 p, 可以引入局部密度 (local density)

σp = 1 +
∞∑
k=1

A(pk).

在无穷位置的局部密度 σ∞ 如下定义:

σ∞ = lim
T→∞

∫
[−T,T ]r

(∫
[−1,1]n

e

( r∑
i=1

βifi(x1, . . . , xn)

)
dx

)
dβ.

称下面的式子为 f1, . . . , fr 对应的 Hardy-Littlewood 渐近公式:

N (X) =

(∏
p

σp

)
· σ∞Xn−d + o(Xn−d). (3.5)

下面举一个关于对角 d 次形的例子, 参见文献 [13, (8.3)].

定理 3.1 设 d > 2 为正整数. 设 f(x1, . . . , xn) = a1x
d
1 + · · ·+ anx

d
n, 其中 a1, . . . , an 是固定的非

零整系数. 若 n > 2k + 1, 则 f 对应的 Hardy-Littlewood 渐近公式 (3.5) 成立.

需要注意的是, 上面的 Hardy-Littlewood 渐近公式 (3.5) 不是总成立的. 以单个二次形为例. 定

理 3.1 告诉我们, 不少于 5 个变量的对角二次形对应的 Hardy-Littlewood 渐近公式 (3.5) 成立. 下面

考虑 4个变量的二次形. 设 f(x1, . . . , x4)是四元整系数二次形,即系数矩阵是元素为整数的对称矩阵.

又设二次形 f 是不定的, 则有以下两种情形.

定理 3.2 若 f 的系数矩阵的行列式不是完全平方数, 则 f 对应的 Hardy-Littlewood 渐近公式

(3.5) 成立.

定理 3.3 若 f 的系数矩阵的行列式是完全平方数, 则 f 对应的渐近公式 (3.5) 不成立.

定理 3.2可参见文献 [14,定理 6]. 当 f(x1, x2, x3, x4) = x2
1+x2

2−x2
3−x2

4时, N(X)的阶为 X2 logX.

由此可知渐近公式 (3.5) 不是总成立.

定理 3.2 和 3.3 表明, 对于四元二次形, 渐近公式 (3.5) 有时成立有时不成立. 事实上, 在定理 3.3

的条件下, (3.5)右边的无穷乘积是发散的. 当然, 在定理 3.3的条件下, 有另一个不同表达式的渐近公

式成立. 关于定理 3.3 及此时对应的渐近公式可参见文献 [14, 定理 7].

以上讨论的是整点分布的 Hardy-Littlewood 渐近公式. 对素数分布理论, 有类似讨论. 令

N ∗(X) =
∑

p1,...,pn6X
f(p1,...,pn)=0

1, (3.6)

其中上式中求和是对素数 p1, . . . , pn 求和. 引入

S∗(q, a1, . . . , ar) =
∑

16b1,...,br6q
(bi,q)=1(16i6r)

e

(∑r
i=1 aifi(b1, . . . , br)

q

)
(3.7)

以及

A∗(q) =
1

ϕr(q)

∑
16a1,...,ar6q
(a1,...,ar,q)=1

S∗(q, a1, . . . , ar), (3.8)
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其中 ϕ(q) 是 Euler 函数. 在已知 A∗(q) 的很好的上界前提下, 对每个素数 p 可定义

σ∗
p = 1 +

∞∑
k=1

A∗(pk).

定义 σ∗
∞ 如下:

σ∗
∞ = lim

T→∞

∫
[−T,T ]r

(∫
[0,1]n

e

( r∑
i=1

βifi(x1, . . . , xn)

)
dx

)
dβ.

称下面的式子为 f1, . . . , fr 的素数坐标零点分布对应的 Hardy-Littlewood 渐近公式:

N ∗(X) =

(∏
p

σ∗
p

)
· σ∗

∞
Xn−d

logn X
+ o

(
Xn−d

logn X

)
. (3.9)

我们也将上式简称为 f1, . . . , fr 对应的 Hardy-Littlewood 渐近公式. 在素数分布理论中, 方程解个数

的量级对比 (3.5) 右边多一个因子 (logX)−n. 这是由于素数在自然数中分布的密度为 (logX)−1. 在

上述记号中, 我们使用了类似于整数分布理论里对应的记号. 而我们用星号暗示所讨论的是素数分布

问题. 这里需要注意 (3.1)、(3.3) 和 (3.4) 中记号的定义与 (3.6)–(3.8) 中定义的区别.

类似于定理 3.1, 我们有如下结论.

定理 3.4 设 d 为正整数. 设 f(x1, . . . , xn) = a1x
d
1 + · · ·+ anx

d
n, 其中 a1, . . . , an 是固定的非零整

系数. 若 n > 2d + 1, 则 f 对应的 Hardy-Littlewood 渐近公式 (3.9) 成立.

定理 3.4 是 Waring-Goldbach 问题的对偶问题. 相关渐近公式可参见文献 [15, 定理 3].

4 Birch 定理

先从整系数的三次形谈起. 关于三次形零点问题有如下猜想.

猜想 4.1 设 n > 10 且 f(x1, . . . , xn) ∈ Z[x1, . . . , xn] 是一个整系数的三次形, 则 f 有一个非平

凡的整零点, 即存在不全为 0 的整数 a1, . . . , an, 使得 f(a1, . . . , an) = 0.

猜想 4.1 等价于当 n > 10 时 Pn−1
Q 上的三次超曲面上一定有零点. Mordell [16] 的工作表明, 当

n = 9 时猜想 4.1 对应的结论是不成立的.

1957 年, Lewis [17]、Davenport [18] 和 Birch [6] 独立地得到了与猜想 4.1 有关的结论. 他们得到的

结果侧重点略有不同, 但都蕴含下面的结论.

定理 4.1 存在正整数 n0 使得当 n > n0 时猜想 4.1 成立.

值得一提的是, Lewis、Davenport 和 Birch 三位学者都各自在的文献中提到另外两位学者独立得

到了相关结果. 从文献发表在期刊上的年份看, 文献 [6, 17] 是 1957 年, 而文献 [18] 是 1959 年. 然而

工作的优先权顺序上应该是 Lewis、Davenport 和 Birch, 其中 Lewis 和 Birch 的证明基于几何的方法,

证明所蕴含的变量个数 n0 非常大. 例如, Lewis 在文献 [17] 中指出他的证明方法所给出的 n0 的值的

范围是 500 6 n0 6 1,000. 而 Davenport 的证明基于解析数论方法, 并且该方法能得到一个较小的 n0

的值. 特别地, Davenport 证明了定理 4.1 中可取 n0 = 32. Davenport 对三次形进行了一系列的研究,

并在文献 [19]中证明了定理 4.1中可取 n0 = 16. 关于目前三次形的最好记录,这里叙述 Heath-Brown

的两个经典结果.

称三次形 f 是非奇异的,如果梯度向量 ∇f(x)在非原点处总是非零. 1983年,在假设非奇异的条

件下, Heath-Brown [20] 证明了猜想 4.1 成立.
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定理 4.2 对非奇异的整系数的三次形 f , 猜想 4.1 成立. 换句话讲, 若 f(x1, . . . , xn) 是一个整

系数的非奇异三次形且 n > 10, 则 f 有一个非平凡的整零点.

由于 Mordell [16] 的例子是非奇异的三次形, 因此定理 4.2 中所需的 10 个变量是最优的. 在不假

设任何额外条件的前提下, Heath-Brown [21] 证明了定理 4.1 中可取 n0 = 14.

定理 4.3 设 f(x1, . . . , xn) 是一个整系数的三次形且 n > 14, 则 f(x1, . . . , xn) 有一个非平凡整

零点.

尽管在三次形时, Birch [6] 的证明能给出的 n0 的值很大,但是 Birch的工作考虑了一般性问题,而

不局限于三次形.

定理 4.4 设 f1, . . . , fr ∈ Z[x1, . . . , xn] 是齐次多项式且次数都是奇数, 则存在 n0 使得当 n > n0

时 f1, . . . , fr 有一个公共非平凡零点.

上述 Birch 定理对 f1, . . . , fr 的次数没有限制条件. 但是证明中所需要的变量个数 n0 很大. 即使

对一个多项式 f 的零点存在性, 其方法所需的变量个数也是关于 f 的次数 d 的塔 (tower) 函数量级.

设 ρ1(d) = 2d 且当 k > 2 时令 ρk(d) = 2ρk−1(d). 上述 Birch 定理的证明所需的变量个数的量级

形如 ρkd
(d), 其中 kd 也与 d 有关. 当 f1, . . . , fr ∈ Z[x1, . . . , xn] 是次数相同的齐次多项式时, 1961 年

Birch [7] 在变量个数是次数的指数量级时得到方程零点个数的渐近公式.

下面描述具有渐近公式结论的 Birch定理. 设 f1, . . . , fr 都是 d次形. 定义 Birch意义下的奇点集

V ∗
f = {x ∈ Cn : rankJf (x) < r},

其中 Jf (x) 指的是如下矩阵:

Jf (x) =

(
∂fi
∂xj

(x)

)
16i6r
16j6n

. (4.1)

这里需要注意的是, Birch 意义下的奇点集与通常意义下的奇点集不一致. 因为 V ∗
f 不一定包含在 Vf

中, 这里 Vf 指 f 的零点集, 即 Vf = {x ∈ Cn : f(x) = 0}.
定理 4.5 设 f1, . . . , fr 都是整系数 d 次形. 设

n− dimV ∗
f > r(r + 1)2d−1(d− 1),

则 f1, . . . , fr 对应的 Hardy-Littlewood 渐近公式 (3.5) 成立.

对定理 4.5 中的变量个数的改进是一个重要的研究方向. 这里仅介绍最近几年的一些工作. 对单

个 d 次形 f , 2017 年, Browning 和 Prendiville [22] 证明了 n − dimV ∗
f > 2d(d − 1

2

√
d) 时 f 对应的

Hardy-Littlewood 渐近公式 (3.5) 成立. 当 d = 4 时, 目前最好的结果是 Marmon 和 Vishe 得到的.

2019 年, Marmon 和 Vishe [23] 证明了 n − dimV ∗
f > 31 时 f 对应的 Hardy-Littlewood 渐近公式 (3.5)

成立. 可以看出,对单个 d次形, 虽然在 d较小时定理 4.5中的变量个数得到了较大改进, 但是当 d较

大时所需的变量个数仍然是 (1 + o(1))2d(d− 1) 量级. 如何将变量个数改进到 c2d(d− 1) 量级 (其中 c

是一个小于 1 的常数) 是一个令人期待的结果.

对 r 个二次形 f1, . . . , fr, 2018年, Rydin Myerson [24] 证明了 n−dimV ∗
f > 8r 时 f1, . . . , fr 对应的

Hardy-Littlewood 渐近公式 (3.5) 成立. 作为对比, 我们指出定理 4.5 中的变量个数是 2r(r + 1). 可以

看出, 当 r > 4 时, Rydin Myerson 的结果更强. 特别地, Rydin Myerson 的结果是关于 r 的线性增长.
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5 Birch-Goldbach 定理

人们除了关心改进 Birch 定理中的变量个数, 也关心将 Birch 定理发展到其他集合上, 如数域上.

关于在数域方面发展 Birch定理的工作可参见 Skinner的系列文献 [25,26]以及 Browning和 Vishe [27]

对 Skinner [26] 工作的改进. 然而, 在素数分布问题上如何发展 Birch定理直到近些年才有了本质进展.

2010 年, Brüdern 等 [28] 得到了一般性的 Birch-Goldbach 定理.

定理 5.1 设 f1, . . . , fr ∈ Z[x1, . . . , xn] 是齐次多项式且次数为奇数. 设变量个数 n > n0 而 n0

依赖于诸齐次多项式的次数, 则存在满足最大公约数 (c1, . . . , cn) = 1 的整数 c1, . . . , cn 使得 f1, . . . , fr

有一个公共非平凡零点 (c1p1, . . . , cnpn) ∈ Zn, 其中 p1, . . . , pn 是不全相同的素数.

由于素数分布的局部障碍,上述定理在寻找公共素数坐标零点时,若不引入常数 c1, . . . , cn 对应的

结论是不正确的. 下面考虑一个线性形的例子.

例 5.1 设 f(x1, x2, x3) = 3x1 − 24x2 + 4x3. 存在 f 的非平凡整零点, 但是 f 的素数坐标零

点是不存在的. 引入常数系数后, 仍然可以期待素数坐标零点的存在性. 例如, f 有无穷多的形如

(4p1, p2, 3p3) ∈ Z3 的零点. 事实上, f(4p1, p2, 3p3) = 12(p1 − 2p2 + p3). 已知素数中存在无穷多组非平

凡的 3 项等差数列, 因此, f 有无穷多组形如 (4p1, p2, 3p3) ∈ Z3 且 p1、p2 和 p3 不全相等的零点.

定理 5.1 的证明将方程组的整数解存在性理论与 Green-Tao 定理结合起来去寻找素数坐标零点

的存在性. 这里简要介绍定理 5.1 的证明思路. 对 a = (a1, . . . , an) ∈ Zn 和 b = (b1, . . . , bn) ∈ Zn, 引入

直线 ℓa,b = {ua+ vb : u, v ∈ C}. 为了与 Green-Tao 定理联系起来并产生素数解, 第 1 步需要在 Vf 中

找一条非平凡的直线 ℓa,b, 即需要找到 a, b ∈ Zn 使得 ℓa,b ⊆ Vf . 非平凡直线的意思是 a 与 b 线性无

关.这里仅介绍证明思路,为了方便,不妨假设 a和 b的所有分量都非零. 上面第 1步在本质上还是找

整数解, 而第 2 步期待直线 ℓa,b 经过一个坐标是素数的点. 令 A =
∏n

i=1 ai 和 Ai = A/ai (1 6 i 6 n).

记 M = max16i6n |Aibi|. 由 Green-Tao 定理知, 素数中存在任意长的等差数列, 特别地, 存在 2M + 1

项等差数列. 所以, 不妨假设 wj = c + dj (−M 6 j 6 M) 全是素数. 此时, 对 1 6 i 6 n, 令 ki = Aibi

和 pi = wki . 于是

aipi = aiwki = ai(c+ dki) = ai(c+ dAibi) = cai +Adbi.

因此, (a1p1, . . . , anpn) ∈ ℓa,b, 从而 (a1p1, . . . , anpn) ∈ Vf . 去掉 a1, . . . , an 的最大公因子, 则得到满足

(c1, . . . , cn) = 1 的公共零点 (c1p1, . . . , cnpn) ∈ Zn.

定理 5.1 基本回答了素数坐标零点的存在性. 但是仍然有两个方面的问题没有解决. 一方面, 定

理虽然回答了解的存在性, 但是关于素数坐标零点的个数的信息并不能够给出一个较为满意的答案.

另一方面, 证明方法所需要的变量个数是塔函数级别. 回顾定理 4.5 在变量个数是次数的指数量级时

给出了整数解个数的渐近公式. 如何在变量个数是关于多项式次数的指数量级时得到素数解是一个期

待解决的问题.

由于素数分布问题的复杂性, 文献 [28]指出用 Birch [7] 处理整数分布的方法去处理素数分布似乎

是不可能实现的.

刘建亚 [29] 解决了 10 个变量二次曲面上的素数分布问题. 也就是说, 对非退化的二次形只需 10

个变量不但能够得到素数坐标零点的存在性, 而且可以得到素数坐标零点个数的渐近公式.

定理 5.2 设 f(x1, . . . , xn) 是非退化的整系数二次形且 n > 10, 则 f 对应的 Hardy-Littlewood

渐近公式 (3.9) 成立.

这里注释一下, 在文献 [29] 中上述定理的叙述需要假设一个额外的技术条件, 详细结论可参见原

文. 这个额外技术条件稍加努力便可以去掉. 定理 5.2 的重要性在于能够处理一般的含有复杂交叉项
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的素数变量二次形. 定理 5.2 考虑的是单个二次形, 但所发展的方法成为后续许多工作的基础. 赵立

璐 [30] 在 9 个变量的情形下证明了定理 5.2 的结论成立.

定理 5.3 设 f(x1, . . . , xn)是非退化的整系数二次形且 n > 9, 则 f 对应的 Hardy-Littlewood渐

近公式 (3.9) 成立.

下面简要介绍定理 5.2 的证明要点. 利用圆法得到素数坐标零点的渐近公式, 关键在于研究指

数和

T (α) =
∑

p1,...,pn6X

e(αf(p1, . . . , pn)).

令 α = a
q + β, 其中 a 是整数, q 是正整数, β 是实数且 (a, q) = 1. 在假设一个技术条件下 (特别地,

n > 10), 刘建亚 [29] 证明了

T (α) ≪ (X logX)n
(

1

X
+

1

q(1 +X2|β|)
+

q(1 +X2|β|)
X2

) 5
2

, (5.1)

其中 F ≪ G 表示存在一个仅依赖于 n 的常数 c > 0 使得 |F | 6 cG. 刘建亚证明不等式 (5.1) 的关键

在于利用二次形中有充分多的交叉项, 从而去得到指数和的抵消. 值得一提的是, 刘建亚进一步指出

(5.1) 的证明过程不仅对素数变量的指数和可行, 甚至对任意序列都可行. 引入一般的加权指数和

T (α; ξ1, . . . , ξn) =
∑

x1,...,xn6X

e(αf(x1, . . . , xn))ξ1(x1) · · · ξn(xn),

这里对每一个 1 6 i 6 n, 序列 {ξi(x)}∞x=1 是一个有界序列, 即 |ξi(x)| 6 1. 刘建亚指出在同样的条件

下, 类似可以得到

T (α; ξ1, . . . , ξn) ≪ (X logX)n
(

1

X
+

1

q(1 +X2|β|)
+

q(1 +X2|β|)
X2

) 5
2

. (5.2)

上界估计 (5.2) 不仅在素数分布理论中有重要应用, 而且在加法组合中也有广泛的应用. 关于不等式

(5.2) 及其发展形式在加法组合中的应用可参见文献 [31, 32].

Bourgain 等 [33] 研究了群作用轨道上的殆素数分布. 关于二次曲面上殆素数分布的研究可参见文

献 [34]. 关于三次曲面和一般代数簇上殆素数分布的研究可参见文献 [35, 36].

当 f1, . . . , fr 是次数相同的齐次形时, 2014年, Cook和 Magyar [37] 解决了刻画素数解个数的渐近

信息的问题. 特别地, 他们证明了当变量个数充分大时, f1, . . . , fr 对应的 Hardy-Littlewood 渐近公式

成立.

定理 5.4 设 f1, . . . , fr ∈ Z[x1, . . . , xn] 是 d 次形. 设 n − dimV ∗
f 充分大, 则 f1, . . . , fr 对应的

Hardy-Littlewood 渐近公式 (3.9) 成立.

定理 5.4 中所需要的变量个数非常大. 特别地, 文献 [37] 指出, 即使对单个 d 次形 f , 证明所需的

变量个数已经是关于次数 d 的塔函数量级. 而对 r 个二次形时, 证明所需的变量个数达到 22
r

量级.

文献 [37] 进一步指出, 得到变量个数关于次数 d 的指数量级是一个被期待的结果.

在此,作者宣布近期证明的一个结果.对 r个整系数 d次形 f1, . . . , fr ∈ Z[x1, . . . , xn],称 f1, . . . , fr

是非奇异的, 如果对任意的 x ∈ Vf \ {0} 都有 rank(Jf (x)) = r, 其中矩阵 Jf (x) 的定义参见 (4.1).

定理 5.5 设 f1, . . . , fr ∈ Z[x1, . . . , xn] 是 d 次形且非奇异. 设 n > 4d+1r5, 则 f1, . . . , fr 对应的

Hardy-Littlewood 渐近公式 (3.9) 成立.
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定理 5.5 在变量个数是关于次数 d 的指数量级时给出了素数坐标零点个数的渐近公式. 不仅如

此, 定理 5.5 的证明基于并发展了 Birch [7] 的差分法. 因而定理 5.5 的证明方法解决了文献 [28] 中指

出的用 Birch [7] 处理整数分布的方法难以去处理素数分布的技术问题.

作为定理 5.5的推论,可以有下面的关于素数坐标零点分布的局部整体原则.记 P为素数集合.令

Vf (P) 为 Vf 中素数坐标的点构成的集合, 即 Vf (P) = {x ∈ Pn : f(x) = 0}. 对每个素数 p, 用 Up 表示

Zp 中的 p- 进制可逆元集合. 于是, 定理 5.5 蕴含下面的局部整体原则.

定理 5.6 设 f1, . . . , fr ∈ Z[x1, . . . , xn] 是 d 次形且非奇异. 设 n > 4d+1r5, 则 Vf (P) 在 Vf 中

Zariski 稠密, 如果下面的条件成立:

(i) 对每一个素数 p, f(x) 在 Up 上有非奇异零点;

(ii) f(x) 在 (0, 1)n 中有非奇异零点.

作为本文的结尾, 我们讨论若干值得研究的问题.

定理 4.5 和 5.5 考虑的都是 f1, . . . , fr 次数相同的情形. 事实上, Browning 和 Heath-Brown [38] 研

究了 f1, . . . , fr 次数不必相同时的渐近公式 (参见文献 [38, 定理 1.2]). 当 f1, . . . , fr 次数不相同时, 如

何在变量个数是次数的指数量级时得到渐近公式是一个值得研究的方向.

当 f1, . . . , fr 都是二次形时, Rydin Myerson 问, 文献 [24] 中的证明方法能否用于改进 Cook 和

Magyar [37] 的结果. 如今自然可以问, 是否能够结合 Rydin Myerson 的方法和定理 5.5 的证明方法去

改进变量个数与 r 的关系.

高次形局部零点的存在性已经有了大量的研究 (参见文献 [39, 40]). 对于二次形, 刘建亚 [29] 不仅

得到了素数坐标零点个数的渐近公式, 而且研究了在 Up 上局部解的存在性. 对于高次形 f , 如何判断

f(x) 在 Up 上有非奇异零点目前尚没有太多研究, 这也是一个值得探索的问题.

致谢 作者对审稿人的仔细审查和修改意见表示感谢.
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