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摘要 本文主要介绍 Orlicz Brunn-Minkowski 理论, 并从下面 3 个方面介绍该理论: Orlicz 投影体和

Orlicz 质心体、Orlicz 加法与其相关体积不等式、Orlicz Minkowski 问题.
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1 引言

凸几何是以凸体 (有限维 Euclid 空间 Rn 中内部非空的紧凸集) 为主要研究对象的几何学科. 该

理论的创始人是 Minkowski. 他将空间的向量加法这一代数结构同凸体的体积这一几何结构联系在一

起, 提出混合体积的概念, 同时证明了著名的 Brunn-Minkowski 不等式, 奠定了 Brunn-Minkowski 理

论的基础.

随后, Blaschke [1] 证明了著名的选择定理: 对于 Rn 中任何紧凸集的有界序列,都存在一个子序列

在 Hausdorff度量下收敛到一个紧凸集. A. Aleksandrov引进了表面积测度,把测度理论带进了凸几何

研究领域. W. Fenchel、H. Busemann、C. Petty、L. Santaló 和 H. Hadwiger 等对等周问题和积分运动

不变量的研究大大丰富了凸几何的内容, 使得凸几何成为几何学的一个有影响的独立分支.

20 世纪八九十年代, Ball [2] 和 Ball 等 [3] 关于逆等周不等式的研究, Bourgain 和 Milman [4]、

Milman [5] 及 Bourgain等 [6] 关于凸体之极体的 Mahler体积下界问题的研究,以及 Lutwak [7, 8] 建立的

对偶 Brunn-Minkowski理论,为著名的 Busemann-Petty问题提供了新的证明思想.与此同时, Lutwak[9]

还建立了 Lp Brunn-Minkowski 理论.
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在凸几何发展历史中十分有意义的事情是 Busemann-Petty 问题的解决. 为这一问题作出贡献

的数学家有 D. Larman、C. Rogers、K. Ball、A. Giannopoulos、M. Papadimitrakis、J. Bourgain、R.

Gardner、G. Zhang和 A. Koldobsky等. 在解决这个问题的过程中, Fourier分析、调和分析、渐近与摄

动理论等分析工具被引进到凸几何中, 使得凸几何称为了现代几何分析的一个分支. 关于 Busemann-

Petty问题有 5篇文章被发表在国际顶级杂志 Annals of Mathematics 上, 这大大提升了人们对凸几何

的关注度.

Brunn-Minkowski 理论是凸几何的核心, 该理论主要包含两部分: 关于凸体的等周型不等式和

Minkowski 问题. Minkowski 问题是近期关于凸几何的研究热点之一. 它的研究对偏微分方程, 特别是

对完全非线性方程产生了极大的推动作用. 关于Minkowski型问题存在大量的文献,其中最为重要的有

Cheng和 Yau [10]、Huang等 [11]、Böröczky等 [12]、Chou和Wang [13]、Guan和 Lin [14]、Guan和Ma [15]、

Jerison [16]、Zhu [17–20]、Chen 等 [21]、Henk 和 Pollehn [22]、Haberl 等 [23]、Stancu [24, 25]、Zhao [26, 27] 和

Xiong [28] 等.

Lutwak [9] 在 Firey [29] 的工作基础上, 定义了凸体的 Lp 加法, 建立了关于 Lp 加法的变分公

式, 重新证明了 Lp Brunn-Minkowski 不等式, 提出并部分解决了 Lp Minkowski 问题. 这标志着 Lp

Brunn-Minkowski 理论的建立.

Ludwig [30,31] 给出 Minkowski 赋值的刻画时引进了一种 “非对称” 投影体/质心体算子, 而后,

Haberl和 Schuster [32]对这种新投影体/质心体建立了 Lp Busemann-Petty不等式. 这种 “非对称”算子

适用于一般凸体的研究,这强烈暗示着存在更一般的 Brunn-Minkowski理论—Orlicz Brunn-Minkowski

理论.

2010 年, Lutwak 等定义了 Orlicz 投影体 [33] 和 Orlicz 质心体 [34], 建立了 Orlicz Petty 投影不等

式和 Orlicz Busemann-Petty 质心体不等式. 这标志着 Orlicz Brunn-Minkowski 理论的开端.

本文从以下几点介绍 Orlicz Brunn-Minkowski 理论: Orlicz 质心体与 Orlicz 投影体、Orlicz 加法

与相关体积不等式、Orlicz Minkowski 问题. 本文中涉及的概念, 可参见文献 [35].

2 Orlicz 质心体与 Orlicz 投影体

质心体是由 Blaschke在 Dupin的工作 [33,34]基础上引进的,最初只是对中心对称凸体定义的,以

所有方向上过对称中心的超平面把该凸体分割成的小凸体的质心所组成的集合为边界的凸体就是这个

对称凸体的质心体. Blaschke猜想对称凸体体积与它的质心体体积之比当且仅当这个对称凸体是椭球

时取得最大值. Petty [36] 在 1961年推广了质心体的定义,并证明了 Blaschke猜想,即 Busemann-Petty

质心体不等式.

投影体起源于 19 世纪末 20 世纪初, 是由 Minkowski 引进的, 它基于这样一个观察: 对于任意一

个凸体 K,存在一个关于原点对称的凸体 ΠK 使得对于 Rn 的 1维线性空间 l, ΠK 到 l上正交投影的

长度与凸体 K 到 l⊥ 的投影的 n−1维体积的比值与 l的取法无关.与投影体有关的不等式是 Petty [37]

于 1971年所建立的 Petty投影体不等式: 在固定体积的凸体中,它的投影体的极体体积最大值当且仅

当这个凸体是椭球体时取得. Petty投影体不等式是由 Busemann-Petty 质心体不等式推导得出的. 直

至 1986 年 Lutwak [38] 证明 Busemann-Petty 质心体不等式也能从 Petty 投影体不等式推出, 因此, 这

两个不等式是等价的. 事实上, 之后引进的 Lp 投影体和质心体对应的不等式依然是等价的 (参见文

献 [39]), 可惜的是, 对于之后的推广—Orlicz 投影体和质心体, 这个结论不正确 (参见文献 [33,34]). 值
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得注意的是, Zhang [40] 于 1991 年使用限制弦技术建立了反向的 Petty 投影体不等式: 在固定体积的

凸体中, 它的投影体的极体体积最小值当且仅当这个凸体是单形时取得.

有关 Lp 质心体和 Lp 投影体的系统性研究始于 Lutwak 等 [39]. 他们定义 K 的 Lp 质心体和 Lp

投影体的支撑函数分别为

hΓpK(u) =

{
1

V (K)

∫
K

|x · u|pdx
} 1

p

,

hΠpK(u) =

{∫
Sn−1

|u · v|pdSp(K, v)

} 1
p

,

其中 Sp(K, ·)是指 K 的 Lp 表面积测度.其主要结果如下: 在固定体积的凸体中,它的 Lp 投影体的极

体体积最大值当且仅当这个凸体是椭球体时取得; 在固定体积的关于原点的星体中, 它的 Lp 质心体

的极体体积最小值当且仅当这个星体是椭球体时取得. 当 p = 1 时, 上述两个不等式将分别退化为经

典 Petty 质心体和投影体不等式.

更一般地, Lutwak 等 [33, 34] 定义 K 的 Orlicz 投影体 ΠϕK 和 Orlicz 质心体 ΓϕK 的支撑函数分

别为

hΠϕK(x) = inf

{
λ > 0 :

∫
∂K

ϕ

(
x · ν(y)
λy · ν(y)

)
y · ν(y)dHn−1(y) 6 n|K|

}
和

hΓϕK(x) = inf

{
λ > 0 :

1

|K|

∫
K

ϕ

(
x · y
λ

)
dy 6 1

}
,

这里的函数 ϕ : R → [0,+∞) 是凸函数, 满足 ϕ(0) = 0, 且对所有 t ̸= 0 有 ϕ(t) + ϕ(−t) > 0.

实际上, 当 ϕ(t) = |t|p (p > 1) 时, Orlicz 投影体和 Orlicz 质心体均退化为 Lp 投影体和 Lp 质

心体.

Lutwak 等 [33, 34] 的主要结果如下:

定理 2.1 (Orlicz Busemann-Petty 质心体不等式) 若 K 是 Rn 中包含原点在内部的凸体, 那么

体积比
|ΓϕK|
|K|

当 K 为中心在原点的椭球时取得最小值. 进一步, 当 ϕ 为严格凸函数时, 当且仅当 K 为中心在原点

的椭球时体积比分别取得最小值.

定理 2.2 (Orlicz Petty 投影体不等式) 若 K 是 Rn 中包含原点在内部的凸体, 那么体积比

|Π∗
ϕK|
|K|

当 K 为以原点为中心的椭球时取得最大值. 进一步, 当 ϕ 为严格凸函数时, 当且仅当 K 为中心在原

点的椭球时体积比分别取得最大值.

经典和 Lp 型的 Busemann-Petty质心体不等式都可以把定义域扩展成包含原点在内部的星体族,

可惜的是文献 [33] 没有得到关于星体族的结论. Lutwak 等 [33] 猜想这种推广在 Orlicz 型也适用, 2012

年 Zhu [41] 完成了这个猜想.

Böröczky [42] 对 Orlicz Petty 投影体不等式的稳定性进行研究, 从而得到实际上对任意凸函数 ϕ,

而不必是严格凸函数, 凸体为椭球体是不等式等号成立的充要条件.
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有关 Orlicz 质心体的不等式还可见 Chen 等 [43]. 他们引进了泛函

φϕ(K,x) =
Γϕ(K − x)

|K|
,

Mϕ(K) = max
x∈∂K

φϕ(K,x),

mϕ(K) = min
x∈K

φϕ(K,x),

Cϕ(K) = φϕ(K, ck),

ck =
1

|K|

∫
K

xdx.

通过阴影系统技术, 他们得到以下结论: 当且仅当 K 是椭球体时, Mϕ(K) 取得最小值. 在二维 Euclid

空间情形下, 当 K 是三角形时, Mϕ(K) 取得最大值; K 限制在中心对称凸体子类时, 当 K 是平行多

面体时, Mϕ(K) 取得最大值. 而上面的性质对于 mϕ(K) 也成立 (将 Mϕ(K) 替换成 mϕ(K)). 在二维

空间以及 K 取中心对称假设下, 当 K 是平行多面体时, Cϕ(K) 取得最大值.

2018 年, Nguyen [44] 在某种程度上推广了 Orlicz 质心体, 定义了 Orlicz Lorentz 质心体, 并给出了

相应的仿射等周不等式.

3 Orlicz 加法与相关体积不等式

回顾经典 Brunn-Minkowski理论,以下结论是有关 Minkowski加法与体积关系的一些最为重要的

结论 (参见文献 [35]):

定理 3.1 (Brunn-Minkowski 不等式) 设 K 和 L 为 Rn 中的紧凸集, 有

Vn(K + L)
1
n > Vn(K)

1
n + Vn(L)

1
n ,

等号当且仅当 K 与 L 位似时成立.

定理 3.2 (混合体积变分公式) 设 K 是 Rn 中的凸体, 则存在非负有限 Borel 测度 SK , 对任意

Rn 中的凸体 L, 下式成立:

V1(K,L) :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0+

V (K + tL)

=

∫
Sn−1

hL(u)dSK(u),

其中, V1(K,L) 称为 K 和 L 的混合体积.

定理 3.3 (Minkowski 不等式) 设 K 和 L 为 Rn 中的凸体, 则

V1(K,L)n > Vn(K)n−1Vn(L),

等号当且仅当 K 与 L 位似时成立.

众所周知,假设 K 和 L是 Rn中的两个凸体,且 α, β > 0,根据Minkowski存在定理 [35], α·K+β ·L
也可以通过定义支撑函数的方式进行:

hα·K+β·L(u) = αhK(u) + βhL(u), u ∈ Sn−1.
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Lutwak [9] 定义凸体 Lp 运算时也利用了相似的方法, 假设 K 和 L 是 Rn 中包含原点在内部的两

个凸体, α, β > 0, p > 1, 则定义 α ·p K +p β ·p L 如下:

hα·pK+pβ·pL(u)
p = αhK(u)p + βhL(u)

p, u ∈ Sn−1.

以下是文献 [9] 中的一些主要结果:

定理 3.4 (Lp Brunn-Minkowski 不等式) 设 K 和 L 是 Rn 中包含原点在内部的两个凸体, 实数

n ̸= p > 1, 则

V (K +p L)
n−p
n > V (K)

n−p
n + V (L)

n−p
n ,

等号当且仅当 K 是 L 的膨胀时成立.

定理 3.5 (Lp 混合体积变分公式) 设 K 和 L 是 Rn 中的两个凸体, 实数 p > 1, 则

Vp(K,L) :=
p

n
lim

ε→0+

V (K +p ε ·p L)− V (K)

ε

=
1

n

∫
Sn−1

h(L, u)pdSp(K,u),

其中测度 Sp(K, ·) 关于表面积测度 S(K, ·) 绝对连续, 且其 Radon-Nikodym 导数满足

dSp(K, ·)
dS(K, ·)

= h(K, ·)1−p.

定理 3.6 (Lp Minkowski 不等式) 设 K 和 L 是 Rn 中包含原点在内部的两个凸体, 实数 p > 1,

那么

Vp(K,L)n > V (K)n−pV (L)p,

等号当且仅当 K 是 L 的膨胀时成立.

可以看出, 当 p = 1 时, 上述 3 个定理分别退化为相应的经典形式.

Lp Brunn-Minkowski 理论的产生基于 Minkowski 加法的推广, 人们很自然地想到, Orlicz Brunn-

Minkowski理论应该也是如此. 但事实上, Orlicz Brunn-Minkowski理论的产生却基于 Orlicz投影体不

等式和 Orlicz 质心体不等式的建立. 可是混合体积、Minkowski 不等式和 Brunn-Minkowski 不等式都

与加法密切相关, 所以这进一步暗示人们对 Minkowski 加法的推广是问题的关键所在. 最终, Gardner

等 [45] 和 Xi 等 [46] 分别独立提出了 Orlicz 加法的概念. 这是对 Minkowski 加法更进一步的推广, 并为

Orlicz Brunn-Minkowski 理论补上了极为关键的部分. 下面按照 Xi 等 [46] 的定义介绍 Orlicz Brunn-

Minkowski 理论. 本节假设 ϕ : [0,+∞) → [0,+∞) 是某个预先选定的严格单调递增的凸函数, 且满足

ϕ(0) = 0.

定义 3.1 (Orlicz 组合) 若 α > 0, β > 0, K 和 L 为内部包含原点的紧致凸集, 定义 Orlicz 组合

Mφ(α, β;K,L) 如下:

hMϕ(α,β;K,L)
(u) = inf

{
τ > 0 : αϕ

(
hK(u)

τ

)
+ βϕ

(
hL(u)

τ

)
6 1

}
.

特别地, 记 K +ϕ L := Mϕ(1, 1;K,L), 称为 K 与 L 的 Orlicz 和.

从上面的定义不难看出, 在 Orlicz 框架下, 独立定义凸体的 “Orlicz” 数量积是不可行的. 这也是

建立 Orlicz Brunn-Minkowski 等相关不等式的主要困难. 但为了兼顾传统习惯, 仍记

Mφ(α,β;K,L) = α ·φ K +φ β ·φ L,
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而当 α = 1 时, 记

α ·φ K +φ β ·φ L = K +φ β ·φ L.

Xi 等 [46] 定义了 K 和 L 的 Orlicz 混合体积如下:

Vϕ(K,L) :=
ϕ′
−(1)

n
lim

ε→0+

V (K +ϕ ε ·ϕ L)− V (K)

ε
.

定理 3.7 (Orlicz Brunn-Minkowski不等式) 设 K 和 L是 Rn 中包含原点在内部的两个凸体,实

数 n ̸= p > 1, 则

ϕ

(
V (K)

1
n

V (K +ϕ L)
1
n

)
+ ϕ

(
V (L)

1
n

V (K +ϕ L)
1
n

)
6 1,

等号当 K 是 L 的膨胀时成立. 进一步, 若 ϕ 是严格凸函数, 则等号仅当 K 是 L 的膨胀时成立.

定理 3.8 (Orlicz 混合体积变分公式) 设 K 和 L 是 Rn 中包含原点在内部的两个凸体, 函数

ϕ(1) = 1, 则

Vϕ(K,L) :=
ϕ′
−(1)

n
lim

ε→0+

V (K +ϕ ε ·ϕ L)− V (K)

ε

=
1

n

∫
Sn−1

ϕ

(
hL(u)

hK(u)

)
hK(u)dSK(u).

定理 3.9 (Orlicz Minkowski 不等式) 设 K 和 L 是 Rn 中包含原点在内部的两个凸体, 函数

ϕ(1) = 1, 则

Vϕ(K,L) > V (K)ϕ

(
V (L)

1
n

V (K)
1
n

)
,

等号当 K 是 L 的膨胀时成立. 进一步假设 ϕ 是严格凸函数, 则等号仅当 K 是 L 的膨胀时成立.

显然, 如果在上述定理中令 ϕ(t) = tp, q > 1, 则结论立刻退化到 Lp 型的相应情形.

有关 Orlicz 混合体积的积分表示、Orlicz Brunn-Minkowski 不等式和 Orlicz Minkowski 不等式的

推广可参见文献 [47].

4 Minkowski 问题

Minkowski 问题是 Brunn-Minkowski 理论中的奠基石之一. 经典的 Minkowski 问题可以叙述为:

给定一个球面上的 Borel 测度 µ, 是否存在一个凸体 K, 使得 K 的表面积测度就是 µ? 一个多世纪以

前, Minkowski 本人完整地回答了这个问题的离散情形, 他找到了这个存在性的充要条件, 并且证明了

解的唯一性. 之后, A. Aleksandrov、W. Fenchel 和 B. Jessen 完整地解决了这个问题.

与之相关的是球面上的 Monge-Ampère 型方程: 给定一个函数 f : Sn−1 → (0,∞), 求解下述方程:

det(hij + hδij) = f,

其中 hij 是支撑函数 h 关于 Sn−1 上的正交标架的协变导数, δij 是 Kronecker 函数. f 是 Minkowski

问题中的测度 µ, 对应于这里的密度函数, 即光滑情形.

作为 Lp Brunn-Minkowski 理论的重要组成部分, Lutwak [9] 提出了 Lp Minkowski 问题: 给定一个

球面上的有限 Borel 测度 µ 和实数 p, 是否存在一个凸体 K, 使得 K 的 Lp 表面积测度就是 µ? 即是

否存在一个凸体 K, 使得

h1−p
K dS(K, ·) = dµ?
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p = 1 的情形即是经典的 Minkowski 问题.

p > 1 且 p ̸= n 时, 偶 Lp Minkowski 问题被 Lutwak [9] 本人解决. p > 1 时光滑情形 (不假设偶

性) 的 Lp Minkowski 问题分别被 Guan 和 Lin [14] 及 Chou 和 Wang [13] 独立解决. Hug 等 [48] 给出了

p > 1 时离散 Lp Minkowski 问题解的存在性.

p < 1 时, Lp Minkowski 问题变得更为复杂. 0 < p < 1 且离散形式的 Minkowski 问题由 Zhu [19]

解决, p < 0 时, 当测度不包含本质子空间时, 该问题的存在性由 Chen 等 [21] 解决.

p = 0 时, L0 Minkowski 问题, 又称对数 Minkowski 问题. 平面的情形由 Stancu [24, 25,49] 解决. 偶

的对数 Minkowski 问题被 Böröczky 等 [12] 解决. 他们证明了如下结果:

定理 4.1 球面 Sn−1 上的非零有限偶 Borel 测度是 Rn 原点对称凸体的锥体积测度当且仅当它

满足子空间集中性质.

关于对称多胞形的子空间集中性质由 He 等 [50] 和 Henk 等 [51] 独立证明. 另一个证明可参见文

献 [52]. Henk 和 Linke [53] 证明了一般多胞形的锥体积测度也具有子空间集中性质.

非对称的对数 Minkowski 问题由 Zhu [20] 和 Chen 等 [21] 解决. 值得指出的是, 存在性的充要条件

是子空间集中性质. 不同于对称的对数 Minkowski 问题, 非对称的对数 Minkowski 问题的解并不具有

唯一性.

类似地, 与之相关的是球面上的 Monge-Ampère 型方程: 给定一个函数 f : Sn−1 → (0,∞), 求解

下述方程:

h1−pdet(hij + hδij) = f.

Orlicz Minkowski 问题由 Haberl 等 [23] 提出: 给定一个适当的连续函数 φ : (0,+∞) → (0,+∞) 和

一个球面上的 Borel 测度 µ, 是否存在一个凸体 K, 使得对于某个实数 c > 0, 满足

cφ(hK)dSK = dµ?

令 φ(t) = t1−p (p ̸= n), 该问题即为 Lp Minkowski 问题. 同时, Haberl 等 [23] 给出了一类偶的版本的

Orlicz Minkowski 问题的解. 其对应的 Monge-Ampère 型方程为: 给定一个函数 f : Sn−1 → (0,∞), 求

解下述方程:

φ(h) det(hij + hδij) = f.

关于对称测度的 Orlicz Minkowski 问题, 是由 Haberl 等 [23] 证明的. 他们的结果之一如下:

定理 4.2 假设 φ : (0,∞) → (0,∞) 是一个连续函数,

ϕ(t) =

∫ t

o

1

φ(s)
ds

对每个正数 t都存在且当 t → ∞时无界. µ是 Sn−1 上的一个对称的有限 Borel测度且不集中在 Sn−1

的任何一个闭半球面上, 那么存在一个关于原点中心对称的凸体 K ⊂ Rn 和 c > 0 使得

cφ(hK)dSK = dµ.

取 φ(s) = s1−p, p > 0, 我们便发现上述结果推广了 p > 0 时对称的 Lp Minkowski 问题存在性

结果.

Huang 和 He [54] 证明了如下结果:
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定理 4.3 假设 φ : (0,∞) → (0,∞) 是一个连续函数, 当 s → 0+ 时, φ(s) 趋近于 ∞,

ϕ(t) =

∫ t

o

1

φ(s)
ds

对每个正数 t 都存在并且当 t → ∞ 时无界. µ 是 Sn−1 上的一个有限 Borel 测度且不集中在 Sn−1 的

任何一个闭半球面上, 那么存在一个关于原点中心对称的凸体 K ⊂ Rn 和 c > 0, 使得

cφ(hK)dSK = dµ.

该结果推广了 p > 1 时的 Lp Minkowski 问题解的存在性.

最近, Wu 等 [55] 证明了如下结果:

定理 4.4 假设 φ : (0,∞) → (0,∞) 连续可微, 严格增. 当 s → 0+ 时, φ(s) 趋近于 0,

ϕ(t) =

∫ t

o

1

φ(s)
ds

对每个 t 都存在并且当 t → ∞ 时无界. 如果

µ =
N∑
i=1

αiδui ,

这里 δui 表示 Kronecker 函数, α1, . . . , αN > 0 并且 u1, . . . , uN ∈ Sn−1 不集中在任一闭半球内, 则存

在一个多胞形 P 包含原点在其内部并且存在一个常数 c > 0 使得

µ = cφ(h(P, ·))S(P, ·). (4.1)

令 φ(s) = s1−p (0 < p < 1), 可得 0 < p < 1 时离散的 Lp Minkowski 问题解的存在性.

定理 4.4解决了离散测度的情形,关于一般测度的情形目前没有结果.另外,关于 Orlicz Minkowski

问题解的唯一性的研究还比较少.

致谢 感谢审稿人对文章提出的修改建议.
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